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Luku 1

Johdanto

It requires a much higher degree of imagination to understand the electro-
magnetic field than to understand invisible angels.

R. P. Feynman

1.1 Mika taméa kurssi on

Edessd on kuuden opintoviikon paketti elektrodynamiikkaa, joka voidaan
sisallyttdd joko fysiikan laudatur-oppimééraéin tai teoreettisen fysiikan cum
laude-oppiméarain. Muutaman viime vuoden ajan nidmé aikanaan erilliset
kurssit on luennoitu yhdesséd. Kahden ldhestymistavoiltaan erilaisen kurssin
yhdistdminen ei ole ollut aivan triviaali asia osin erilaisen oppimateriaalin,
mutta myds opiskelijoiden erilaisen taustan ja mielenkiinnon kohteiden vuok-
si.

Kurssin tavoitteena on oppia ymmértdméin elektrodynamiikan perus-
rakenne ja kidyttdmaéadn sitd erilaisissa vastaantulevissa tilanteissa olivatpa
namé tilanteet sitten teoreettisia tai kdytdnnonldheisid. Elektrodynamiikan
rakenteen ymmértimisen voi edellyttdd kuuluvan jokaisen fyysikon yleis-
sivistykseen. Se on opiskelijalle ensimméinen fysiikan teoria, jossa kentén
kéasitteelld ratkaiseva osa. Toisaalta sihko ja magnetismi ovat aivan keskei-
sessé osassa niin kaikkialla fysiikassa kuin nykyisessé arkipéivéssékin. Oikeas-
taan tdmén parempaa motivaatiota elektrodynamiikkaan perehtymiselle on
vaikea keksii.

Kevadn 2002 kurssi seuraa pédosin Reitzin, Milfordin ja Christyn op-
pikirjaa Foundations of Electromagnetic Theory (4 ed., tésté eteenpéin viite
RMC). Luennoilla materiaali késitelldédn kuitenkin hieman eri jéirjestyksessé,
silld tavoitteena on saada koko klassisen elektrodynamiikan rakenne aaltoyh-
talon Lorentzin mitassa esitettyéd ratkaisua myoten valmiiksi ensimméisen
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4 LUKU 1. JOHDANTO

puolen lukukauden aikana. Kurssin toinen puolikas siséltéé asioita, jotka
menevit syvemmaille sekd teoriaan ettéd kdytantoon. Joitain asioita késitel-
lddn my6s hieman syvéllisemmin kuin RMC:ssé on tehty ja siltd osin op-
pikirjaksi suositellaan uusinta painosta Cronstrémin ja Lippaan oppikirjas-
ta Johdatus sihkodynamiikkaan ja suhteellisuusteoriaan (Limes 2000, téastd
eteenpéin viite CL).

Kurssin ldhtotasoksi sihkdopin osalta oletetaan fysiikan perus-
kurssien hallinta. Viitemateriaalina ovat Kaarle ja Riitta Kurki-Suonion
oppikirjat Vuorovaikutuksista kenttiin — sihkomagnetismin perusteet (viita-
taan lyhenteelld KSII) ja Aaltoliikkestd dualismiin (viitataan lyhenteell&
KSIIT) (Limes ry., useita painoksia). Joillakin opiskelijoilla saattaa olla taus-
talla peruskurssin sijasta fysiikan approbatur, miké tietenkin hyvin opiskel-
tuna riittda sekin.

Yksi elektrodynamiikan opiskelun vaikeuksista on varsin vaativien mate-
maattisten apuneuvojen tarve. Talla kurssilla opiskelijan oletetaan hallitse-
van fysiikan matemaattisia menetelmia MAPU I-I:n ja FYMM I:n tasol-
la. Myds FYMM II olisi hyddyllinen, mutta koska monet teoreettisen fysii-
kan opiskelijat ottavat elektrodynamiikan kurssin jo toisen vuoden kevaalla,
taté el varsinaisesti edellytetd. FYMM II:n opiskelu viimeistdin timéin
kurssin rinnalla on kuitenkin erittiin suositeltavaa. Tarkeimpid mate-
maattisia apuneuvoja kerrataan kurssin laskuharjoituksissa. Laskuharjoi-
tustehtédvien omakohtainen suorittaminen on olennainen osa kurssin sisélté-
mén materiaalin oppimistal

1.2 Hieman taustaa

Klassinen elektrodynamiikka on yksi fysiikan peruskivista. Se saavutti for-
maalisesti nykyasunsa vuonna 1864, kun James Clerk Mazwell julkaisi en-
simméisen painoksen kuuluisasta teoksestaan ”Treatise on Electricity and
Magnetism”. Vaikka Maxwell olikin yksi fysiikan tutkimuksen jattiléisista,
h#énen teoreettinen rakennelmansa perustui tietenkin aiempien fyysikoiden
toille, joista mainittakoon téssd 1700-luvulta vaikkapa Cavendish, Coulomb,
Franklin, Galvani, Gauss ja Volta seki aiemmalta 1800-luvulta Ampére, Ara-
go, Biot, Faraday, Henry, Savart ja Orsted.

Yksi tarkeimmistd Maxwellin teorian ennustuksista oli valon nopeudella
etenevin sihkomagneettisen aallon olemassaolo, jonka Heinrich Hertz onnis-
tui todentamaan rakentamallaan vardhtelypiirillda vuonna 1888. Pian tdmén
jilkeen tultiin yhteen fysiikan historian suurista murroskausista. Osa on-
gelmista liittyi suoraan elektrodynamiikkaan, jonka kummallisuuksiin kuu-
luivat esim. liikkeen indusoiman jadnnitteen ja sdhkomotorisen voiman ekvi-
valenssi seké valon nopeuden vakioisuus. Juuri téllaisia ongelmia selittdméén
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Albert Einstein kehitti suppeamman suhteellisuusteoriansa vuonna 1905.
Vaikka suhteellisuusteorian alkeet voikin olla havainnollisempaa opetella me-
kaniikan vélinein, kyseessd on nimenomaan elektrodynamiikasta noussut
teoria ja Maxwellin elektrodynamiikka osoittautui ensimméiseksi relativis-
tisesti korrektisti formuloiduksi teoriaksi.

Samaan aikaan suhteellisuusteorian kanssa alkoi my&s kvanttifysiikan ke-
hitys. Se aiheutti paljon enemmaén elektrodynamiikkaan liittyvid ongelmia,
silld ensinnékéén ei ollut selvdd, ettd makroskooppisista kokeista johdettu
teoria olisi riittdvan yleinen my6s mikromaailmaan vietyni. Kaiken lisdksi
kvanttimekaniikan alkuperéiset formuloinnit, kuten Schrodingerin yhtélo,
ovat epérelativistisia. Kesti aina 1940-luvun lopulle ennenkuin onnistuttiin
luomaan kunnollinen relativistinen kvanttimekaniikka. Tat4 teoriaa kutsu-
taan kvanttielektrodynamiikaksi (QED) ja ratkaisevat askeleet sen luo-
misessa ottivat Julian Schwinger, Richard Feynman, Sin-itiro Tomonaga ja
Freeman Dyson. Téné péivané elektrodynamiikka QED:n klassisena rajana
on osa menestyksekistd standardimallia, jonka uskotaan olevan oikea tapa
yvhdistda sihkoinen, heikko ja vahva perusvoima keskenédén. Niinpé klassisen
elektrodynamiikan ymmaéartdminen on perusta paljon pidemmélle menevéan
teoreettisen fysiikan tekemiselle!

Vaikka késitteellisesti elektrodynamiikka onkin tullut osaksi kvanttimaa-
ilman ihmeellisyytté, se on yhé dadrimmaéisen téirked tyoviline kaikessa ko-
keellisessa fysiikassa ja insintoritieteissd aina ydinvoimaloista kdnnykoiden
rakenteluun. Léhes kaikissa fysiikan mittauksissa tarvitaan elektrodynamii-
kan soveltamista jossain vaiheessa. Elektrodynamiikka on keskeistd materi-
aalifysiikassa, hiukkassuihkujen fysiikassa, rontgenfysiikassa, elektroniikassa,
optiikassa, plasmafysiikassa jne. Niinpé klassisen elektrodynamiikan ymmaér-
tdminen on aivan olennainen perusta myods menestyksekkédlle kokeellisen
fysiikan tekemiselle!

Seuraavat tehtdvit voidaan médritelld elektrodynamiikan perusproblee-
miksi:
1. Varausten ja sdhkovirtojen aiheuttaman séhkomagneettisen kentén méarit-

tdminen.

2. Sahkomagneettisen kentédn varauksiin tai virtajohtimiin aiheuttamien voi-
mien médrittdminen.

3. Varauksellisten hiukkasten radan mé#érittdminen tunnetussa sdhkomag-
neettisessa kentéssa.

4. Indusoituvan sihkdmotorisen voiman ja induktiovirran ennustaminen tun-
netussa virtapiirissé, kun indusoiva muutos tunnetaan.

5. Tunnetun indusoivan muutoksen vaikutuksesta ympéristoon levidvén sédh-
komagneettisen aaltoliikkeen ja tdmén avulla tapahtuvan energian siirtymi-
sen ennustaminen.
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1.3 Elektrodynamiikan perusrakenne

Useimmat elektrodynamiikan oppikirjat rakentavat teorian esittelyn pala
palalta ldhtien sdhkostatiikasta ja péddtyen elektrodynamiikan peruspilarei-
hin Maxwellin yhtdl6ihin ikédankuin olettaen, etté opiskelijat eivét olisi
koskaan kuulleetkaan asiasta. Tdma4 ei tietenk&édn ole aivan totta enda tdméan
kurssin tapauksessa, vaan kéiytinnosséd kaikki ovat jo tutustuneet ainakin
padllisin puolin Maxwellin yht&loihin ja tietdvit yhtéd ja toista elektrody-
namiikan rakenteesta. Niinpd voimme jo aivan néin kurssin aluksi hieman
pohtia, misté elektrodynamiikassa on kyse. Kirjoitetaan Maxwellin yhtalot
nk. tyhjémuodossaan

VE =2 (1.1)
€0
V-B = 0 (1.2)
OB
VxE = - (1.3)
1 9E

VxB = pod+ (1.4)

2ot
Téssd muodossaan sihkokentén E ja magneettikentéin (tdsméllisemmin mag-
neettivuon tiheyden) B ldhteind ovat sdhkovaraukset p ja sdhkovirrat J.
Nain kirjoitettuna yhtdloryhmé on tédysin yleinen eiké ota minké&énlaista
kantaa mahdollisen viliaineen sihkomagneettiseen rakenteeseen. Viliainees-
sa yhtdloryhmé kirjoitetaan usein kenttien H = B/u ja D = €E avulla,
mutta palaamme tdhdn mydhemmin.

Y14 €y on tyhjon sdhkdinen permittiivisyys ja po on tyhjon magneet-
tinen permeabiliteetti. Ndiden ja valon nopeuden c vililla on relaatio ¢ =
(eo,uo)*l/ 2. Koska valon nopeus tyhjossd on vakio, sille annetaan nyky#in
tarkka arvo

c=299792458 m/s

Koska sekunti méaéritellddn tietyn Ce-133 siirtyméviivan avulla, tulee metris-
td johdannaissuure, joka on aika tarkkaan samanmittainen kuin Pariisis-
sa sailytettdva platinatanko. Myos pg médritellidn tarkasti ja se on SI-
yksikoissa

po = 4w - 1077 Vs/Am

joten tyhjon permittiivisyydelle jii myos tarkka arvo eg = (c?ug) ™!, jonka
numeerinen likiarvo on

€0 ~ 8.854-1071% As/Vm

Sahko- ja magneettikenttié ei voi havaita suoraan, vaan ne on mééritet-
tdvé voimavaikutuksen avulla. Voimaa kutsutaan Lorentzin voimaksi. Se
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on nopeudella v liikkuvaan varaukseen ¢ vaikuttava voima
F=¢gE+vxB) (1.5)

T&m& on suureen méadraan kokeita perustuva empiirinen laki, jota emme
edes yrité johtaa mistédén vield fundamentaalisemmasta laista. Vaikka sdhko-
ja magneettikenttid ei voikaan "nahd&”, ne ovat fysikaalisia olioita: Niilld on
energiaa, litkem&araé ja impulssimomenttia ja ne kykenevit siirtdmééan nditd
suureita myos tyhjossa.

Mitattavat sdhko- ja magneettikentit ovat aina jossain mielesséd makro-
skooppisia suureita. Mentéessd mikroskooppiseen kuvailuun QED:n tasolle,
sihkomagneettinen kentti esitetdiin todellisten ja virtuaalisten fotonien avul-
la. Se, ettd tédhén ei yleensé ole tarvetta arkipdivin sdhkotekniikassa tai ta-
vanomaisissa laboratoriokokeissa, kiy ilmi seuraavista esimerkeisté:

Esim. 1. Yhden metrin pagsséd 100 W lampusta keskim&#rainen sdhkokentté
on (E) .~ 50 V/m. Tdmé merkitsee 10'® nikyvin valon fotonin vuota
neliGsenttimetrin suuruisen pinnan lapi sekunnissa.

Esim. 2. Tyypillisen radioldhettimen taajuus on 100 MHz suuruusluokkaa.
Téllaisen fotonin liikemiira on 2.2 - 1073% Ns. Yksittiisten fotonien vaiku-
tusta el siis tarvitse huomioida esimerkiksi antennisuunnittelussa.

Esim. 3. Varausten diskreettisyyttéd ei myoskéédn tarvitse yleensd huomioi-
da. Jos yhden mikrofaradin kondensaattoriin varataan 150 V jénnite, sithen
tarvitaan 10'% alkeisvarausta. Toisaalta yhden mikroampeerin virran kulje-
tukseen tarvitaan 6.2 - 10'? varausta sekunnissa.

Yksi elektrodynamiikan peruskivist# on sdhkoisen voiman 1/r2-etiisyys-
riippuvuus. Jo hyvin varhaisista havainnoista voitiin tehd& johtop&a&tos, etta
riippuvuus on ainakin ldhes téllainen. Olettamalla riippuvuuden olevan muo-
toa 1/r?*¢, voidaan mittauksilla etsisi rajoja e:lle. Cavendish padtyi vuonna
1772 tarkkuuteen |e| < 0.02. Maxwell toisti kokeen sata vuotta mychemmin
ja saavutti tarkkuuden |¢| < 5-107° ja nyky#in on samantyyppisilld koe-
jirjestelyilli pidsty tulokseen || < (2.7 £3.1) - 10716,

Teoreettisin perustein voi argumentoida, etti 1/r2-etiisyysriippuvuus on
ekvivalenttia fotonin massattomuuden kanssa. Tarkin Cavendishin menetel-
miin perustuva tulos vastaa fotonin massan ylirajaa 1.6-107°° kg. Geomag-
neettisilla mittauksilla fotonin massan yliaraja on saatu vieldkin pienemméksi:
my < 4- 10! kg. Voimme siis todeta, ettd niin fotonin massattomuus kuin
sihkoisen voiman 1/r2-etdisyysriippuvuus ovat erittiin hyvin todennettuja
kokeellisia tosiasioita. Lopuksi on hyvéd muistaa, ettd elektrodynamiikka
tehtiin aluksi makroskooppisille systeemeille. Vasta paljon my6hemmin kavi
selviksi, ettd elektrodynamiikan peruslait ovat yleisid luonnonlakeja, jotka
patevit myos kvanttitasolla.
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Luku 2

Staattinen sihkokentta

Téssé luvussa tutustutaan sihkovarausten aiheuttamaan staattiseen sahko-
kenttédin (RMC luvut 2 ja 3; CL luvut 2 ja 3). Materiaali on periaatteessa
tuttua fysiikan peruskurssilta (KSII, luku 2).

2.1 Sihkovaraus ja Coulombin laki

Maailmankaikkeudessa on tietty médréd positiivisia ja negatiivisia sdhkova-
rauksia. Nykytietdmyksen mukaan niité ei voida havittda eikd luoda. Nain-
ollen mink&#én suljetun systeemin varausten mééra ei voi muuttua. Kaytan-
nossd useimmat systeemit ovat neutraaleja, eli niissd on yhta paljon positii-
visia ja negatiivisia varauksia. Makroskooppisen kokonaisuuden varauksella
tarkoitetaankin yleenséd sen nettovarausta, joka on siis poikkeama varaus-
neutraalisuudesta. My06s tdmé nettovaraus séilyy, ellei systeemi ole vuorovai-
kutuksessa ympéristonsa kanssa.

1700-luvun lopulla oli opittu, ettd varauksia on vain kahta lajia, joi-
ta nykyisin kutsutaan positiivisiksi ja negatiivisiksi. Charles Augustin de
Coulomb muotoili kokeisiinsa perustuen seuraavanlaisen lain

e Kaksi pistevarausta vaikuttavat toisiinsa voimilla, joiden suunta on
niitd yhdistdvan suoran suuntainen ja kid&ntden verrannollinen va-
rausten vilisen etédisyyden nelioon.

e Voimat ovat verrannollisia varausten tuloon siten, ettd samanmerkkiset
varaukset hylkivat toisiaan ja erimerkkiset vetédvét toisiaan puoleensa.

Tatéd kutsutaan Coulombin laiksi, joka nykyaikaisen formalismin avul-
la kertoo, ettéd varaus go vaikuttaa varaukseen ¢; sihkostaattisella voimal-
la

F1 =k Q17?f]2r12 (2.1)
T'12
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missd rio = ri{ — ro on varauksesta ¢o varaukseen ¢; osoittava vektori.
Séhkostaattinen vuorovaikutus noudattaa voiman ja vastavoiman lakia. Jos
varaukset ¢; ja g9 liikkkuvat, tilanne muuttuu, mutta siihen palataan mychem-
min.

Lis#ksi kannattaa huomata, ettd Coulombin laki edellyttdé vuorovaiku-
tuksen vélittymisté darettomén nopeasti koko avaruuteen. Ta4mé on tietysti
approksimaatio, koska mikéan tieto ei levid suuremmalla kuin valon nopeudel-
la. Toisaalta valon nopeuden suuren arvon vuoksi staattisuus on aivan kelvolli-
nen oletus monissa kiytédnnon tilanteissa.

Verrannollisuuskerroin k riippuu kiytetystéd yksikkojarjestelmasté. Sah-
koopissa kiytetddn yhi usein cgs-yksikoitd (Gaussin yksikoitd), joissa k =
1. Talloin varauksen yksikké mééritelladn siten, ettd se aiheuttaa 1 cm
etdisyydelld 1 dynen voiman (1 dyn = 1075 N) toiseen yksikkovaraukseen.
Me kaytdamme ”virallisempia” SI-yksikoitéd eli MKSA-jérjestelméé, joissa

1
k =
47eq

(2.2)

missid e¢g ~ 8.854 - 1072 F/m on tyhjon permittiivisyys. Titen ker-
toimen numeroarvo on k ~ 8.9874 - 10° Nm2C~2 (muistisdsnto: 9 - 10°
ST-yksikkod). Néissé yksikoissd sdhkovirta on perussuure. Palaamme siihen
tuonnempana, mutta todettakoon téssé, ettd virran SI-yksikko on ampeeri
(A) ja varauksen yksikkoé coulombi (C = As). €y:n yksikko on faradi/metri
(F/m = C2N~1m™1).

Toistettakoon, ettd Coulombin laki perustuu kokeellisiin havaintoihin ja
voisi siten olla esimerkiksi 7~ 2-riippuvuuden osalta vain likim#ériinen tu-
los. Modernin fysiikan teoreettiset perusteet samoin kuin erittdin tarkat
mittaukset viittaavat siihen, ettdi r—2 riippuvuus todella on tésmillinen
luonnonlaki. Myds painovoima riippuu etiisyydestd kuten 72
olemassa vain yhdenmerkkisté gravitaatiota. Lisdksi painovoima on paljon
sihkostaattista voimaa heikompi (HT: vertaa kahden elektronin vélisté sih-
kostaattista ja gravitaatiovuorovaikutusta.).

, mutta on

Jos varauksia on useita, varaukseen ¢; vaikuttaa voima

N
q; Tij
oy dmeg 175

miké ilmaisee voimien kokeellisesti oikeaksi todetun superpositioperiaatteen.

Tarkastellaan sitten varausta itseddn. Kokeellisesti on opittu, ettd mitat-
tavissa oleva varaus on kvantittunut yhden elektronin varauksen suuruisiin
kvantteihin. Makroskooppisessa mielessé tdmé alkeisvaraus on erittdin pieni
(e ~ 1.6019-1071Y C). Tiedimme nykyisin, etti kvarkeilla on £1/3 ja £2/3
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e:n suuruisia varauksia, mutta ne néyttivét olevan aina sidottuja toisiin-
sa siten, ettd kaikkien alkeishiukkasten varaukset ovat 4+e:n monikertoja ja
elektronin varaus on siten pienin luonnossa vapaana oleva varaus.

Yksikkovarauksen pienuudesta johtuen makroskooppinen varausjakau-
tuma muodostuu yleensi suuresta joukosta alkeisvarauksia ja varaustihey-
den késite on hytdyllinen. Kolmiulotteisen avaruuden varaustiheys mééari-
telladn

Aq
= 1 — 2.4
NN (24)
ja pintavaraustiheys vastaavasti
Aq
= li — 2.
77 p5%0 AS (25)

misséd V on tarkasteltava tiheys ja S tarkasteltava pinta.

Olkoon tilavuudessa V' varausjakautuma p ja V:ta rajoittavalla pinnalla
S pintavarausjakautuma o. Talloin pisteessi r olevaan varaukseen g vaikut-
taa voima

q r—r / / q / r—r / /
F, = d d 2.
0= e eV e [ ey ds' (26

2.2 Sidhkokentta

Séhkostaattinen vuorovaikutus ajatellaan kaksivaiheiseksi: Staattinen sys-
teemi aiheuttaa kentdn E(r), joka vaikuttaa pisteessi r olevaan varauksel-
liseen hiukkaseen (varaus ¢) voimalla

F(r) = ¢E(r) (2.7)

joka voidaan mitata. Sdhkostatiikalle tyypillinen kokeellinen ongelma on
se, ettd kenttddn tuodaan télloin ”ylimddrdinen” varattu kappale. Se voi
vaikuttaa huomattavasti sithen varausjakaumaan, joka aiheuttaa kentin:
kappaleet polarisoituvat. Tdmén vuoksi useat oppikirjat puhuvat ”pienista
testivarauksista”, jotka eivat vaikuta kentén aiheuttajaan. Sahkokentédn voi-
makkuuden maéadritelma ei kuitenkaan valttamétta edellytd testivarauksen
késitettd. (HT: Kuinka painovoima eroaa téssd suhteessa sihkostaattisesta
voimasta?)

Yksittédisten varausten ja varausjakautumien yhteenlaskettu sidhkokentté
on tietenkin

1 X r—r; 1 r—r
E(r) = > + /V‘r_r/|3p(r/)dvx

47reo ‘ r—r;?  dme
=1

r—r ,
drey / \r—r’\3 (") ds (28)
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Periaatteessa sdhkokentts voidaan siis méarittad laskemalla kaikkien varaus-
jakautumien ja yksittédisten hiukkasten aiheuttamat kentéit. Kéytdnnossa
tdmé on usein tdysin ylivoimainen tehtdva. Myoskddn mielikuvan luomi-
nen sdhkokentésta ei ole aivan triviaali asia. Michael Faraday otti kayttoon
kenttiviivan kisitteen. Vektorikentén kenttéviiva on matemaattinen kay-
réd, joka on jokaisessa pisteessd kyseisen vektorin suuntainen. Se on oikein
kiaytettynd hyodyllinen apuviline, mutta se on turvallisinta ymmértiaa vain
keinoksi visualisoida sdhkokenttéé, joka on varsinainen fysikaalinen suure.

2.3 Sihkostaattinen potentiaali

Vektorianalyysin alkeistiedoilla osaamme todistaa, ettd

r—r’
_ = 2.
V><’r_r,‘5 0 (2.9)

eli staattisen sédhkokentén roottori haviaa:
VXxE=0 (2.10)
ja sdhkokenttd voidaan esittédd sihkdstaattisen potentiaalin ¢ avulla
E(r) = —V(r) (2.11)
Pisteessé r; sijaitsevan hiukkasen aiheuttama potentiaali on siten

_ 1 @
dmeg |r — 11|

o(r) (2.12)

kun sovitaan, etté ddrettomyydesséd potentiaali hdvida. Vastaavasti mielival-
taiselle varausjoukolle

1ot
. / a4 (2.13)

jotka molemmat voi nidyttid toteen laskemalla potentiaalin gradientin.

Sahkostaattinen kentté on esimerkki konservatiivisesta voimakentésta.
Se merkitsee sité, ettd potentiaalienergia U eli voiman F viivaintegraali
annetusta referenssipisteesté ref tarkastelupisteeseen r

Ur) =— /r:f F(r') - dr’ (2.14)
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on riippumaton integrointitiestid. Koska itse fysikaalinen suure sihkokentté
riippuu vain potentiaalin derivaatasta, potentiaalin nollakohdan voi valita
mieleisekseen. Asettamalla ¢(ref) = 0 saadaan U(r) = qp(r).

Potentiaalin késitteestd on suurta hyotyé erilaisissa sdhkokenttaan liit-
tyvissd ongelmissa. Tamé johtuu osaksi siitéd, ettd sdhkokentédn integroimi-
nen varausjakautumista on olennaisesti monimutkaisempi tehtéva kuin yk-
sinkertaisemman potentiaalin laskeminen. Potentiaali on toki viela derivoita-
va, mutta se on aina helpompaa kuin integrointi. Kdytannollisempi syy po-
tentiaalien kayttokelpoisuudelle on kuitenkin se, ettd matematiikan poten-
tiaaliteoria tarjoaa koko joukon hyodyllisid matemaattisia apuneuvoja.

Sl-jarjestelméssd voiman yksikkd on newton (N) ja varauksen yksikko
on coulombi (C), joten sdhkokentéin yksikké on N/C. Energian yksikko on
puolestaan joule (J = Nm) eli sihkostaattisen potentiaalin yksikko on siten
J/C. Séhkoopissa potentiaalin yksikkod kutsutaan voltiksi (siis V.= J/C) ja
sihkokentdn yksikko ilmaistaan yleensid muodossa V/m.

2.4 Gaussin laki

2.4.1 Maxwellin ensimmaéinen yhtilo

Tarkastellaan origossa olevan pistevarauksen ¢ kenttda

q r

E(r) = 4eq r3

(2.15)

Olkoon V jokin tilavuus varauksen ympérilld ja S sen reuna 9V. Inte-
groidaan sdhkokentédn normaalikomponentti tdmén reunan yli

]{E.ndsz g fﬁds (2.16)
S 4 s

Teo r3

Nyt (r/r)-ndS on dS:n projektio r:a4 vastaan kohtisuoralle tasolle ja tAméa
pinta-ala jaettuna r2:lla on avaruuskulma-alkio df2, joka pallokoordinaatis-
tossa on sinfdf d¢. Valitaan sitten V:n sisdpuolelta origokeskinen pallon-
muotoinen alue, jonka reuna on S’. Nyt infinitesimaalinen pinta-alkio d.S’
kattaa yhtd suuren avaruuskulman df2 kuin elementti dS, joten

r-n r-n
—dS = dS'=¢ dQ) =14 2.17
.55 T ) a0 —ar (2.17)
misté seuraa
y{E~ndS: I pr= 1 (2.18)
S 4meg €0

Jos varaus on tilavuuden V ulkopuolella, se ei vaikuta pintaintegraaliin.
Téamén nékee tarkastelemalla varauksen kohdalta kohti tilavuutta V avau-
tuvaa avaruuskulmaelementin df2 suuruista kartiota. Taémé kartio lapéisee
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tilavuuden V' sekd sisddn ettd ulospdin ja néinollen pinta-alkioiden inte-
graalit summautuvat nollaan. (Piirrd kuval)

Tulos yleistyy N:n varauksen parvelle

1 N
E -ndS=— i 2.19
i w2 (2.19)

Jos suurta varausjoukkoa tarkastellaan varausjakautumana, voidaan pdV
ajatella alkioksi, joka tuottaa pintaintegrandiin osuuden pdV/ey eli inte-
groituna tilavuuden V' yli

1

]{E'ndS:—/pdV (2.20)
S € JV

miké on peruskurssilta tuttu Gaussin laki integraalimuodossa.

Vektorianalyysistd tunnemme divergenssiteoreeman eli Gaussin lau-
seen riittévin siistille vektorikentélle u

j{u-ndS:/ V-udV (2.21)
S \%4

missd n on tilavuutta V ympéréivan pinnan S ulkonormaalivektori. Sovel-
letaan téitd Gaussin lain vasemmalle puolelle, jolloin

1
/V-EdV:—/pdV (2.22)
\% € JV

Téadmén lauseen tédytyy olla riippumaton tilavuuden V' valinnasta, eli

v E=" (2.23)
€0

ja olemme saaneet Gaussin lain differentiaalimuodossa. Kutsumme tata Max-
wellin ensimmaéiseksi yhtéloksi (laiksi).

2.4.2 Gaussin lain soveltamisesta
Pallosymmetrinen varausjakautuma

Pallosymmetrisessi tapauksessa varaustiheys on muotoa p = p(r), jolloin
siahkokenttéd on radiaalinen ja riippuu ainoastaan etéisyydesté origosta: E =
E(r)e,, mikéd on helppo pédtelld suoraan Coulombin laista. Tarkastellaan
integraalimuotoista Gaussin lakia pallokoordinaateissa. Ensinnékin

T 21

%E -dS = O/D/E(r)er - (r’sinfdfdoe,) = 4nr*E(r) (2.24)
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Toisaalta Gaussin laki antaa

r w2
1 4 T
%E -dS = — ///p(r')(r’2 sin 0dr'dfd¢) = —W/ p(rrdr’ (2.25)
€ €
o) 0 Jo
joten saamme pallosymmetriselle varausjakautuman sdhkokentéksi
1 r 9
E(r) = o Jo p(r"r"2dr’ (2.26)

Sovelletaan tété sitten tasaisesti varatulle R-séteiselle pallolle, jonka sisélld
varaustiheys on pg ja ulkopuolella nolla. Pallon kokonaisvaraus on

4
Q= §R3po (2.27)

Yksinkertainen integrointi antaa sdhkoékentéksi

Qr
< E = ——
rsh (r) dmegR3
. Q
r>R E(r)= Treor? (2.28)

Varausjakautuman ulkopuolella séhkokentté on siis sama kuin origossa ole-
van pistevarauksen Q kentta.

Viivavaraus

Esimerkkiné sylinterisymmetrisesté tapauksesta tarkastellaan pitkdd tasai-
sesti varattua ohutta lankaa, jonka varaustiheys pituusyksikkod kohti on
A. Symmetrian perusteella on selvid, ettd sihkokenttd on radiaalinen (joko
kohti lankaa tai siitd poispéin). Tarkastellaan langan ympérilld olevaa r-
sdteistd sylinterié, jonka pituus on [. Integroitaessa sdhkdkentédn normaa-
likomponenttia sylinterin pinnan yli, sylinterin pé&t eivéit tuota mitéén.
Vaipan pinta-ala on 277l ja sylinterin sisilld oleva varaus Al, joten Gaussin

laki antaa
&

2nrlE, = (2.29)
€0
- A

E. = 2.30
" 2megr ( )

eli viivavarauksen kentti pienenee kuten r~!. Kentén potentiaali on
*n(r/ro) (231)

=— n(r/r .
v 2meq 0

Téssd tapauksessa ei voida sopia potentiaalia nollaksi darettomén kaukana.
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AE

Kuva 2.1: ”Pillerirasia” johdekappaleen reunalla.

Johdekappale

Kappaletta, jolla voi olla sisdistd varausta, kutsutaan eristeeksi (engl. di-
electric). Johteet ovat puolestaan kappaleita, joissa on tarpeeksi liikkkuvia
varauksia, jotka jatkavat liikettdin, kunnes sdhkokenttd kappaleen sisélla
on nolla. Varaukset joutuvat télloin kappaleen pinnalle, eli sisélla varausti-
heys on nolla ja kappaleen mahdollinen nettovaraus on pintavarausta. Jotta
tilanne olisi staattinen, pinnalla olevan sdhkokentén taytyy olla pinnan nor-
maalin suuntainen E,, = nF,, (muuten varaukset liikkuisivat pitkin pintaa).
Sovelletaan Gaussin lakia téssé tilanteessa tarkastelemalla ohutta (paksuus
h) sylinterinmuotoista ”pillerirasiaa”, jonka ulompi pinta yhtyy tarkastelta-
van kappaleen pintaan ja jonka tilavuus on hdS (dS = ndS, dS pohjan
pinta-ala) (kuva 2.1).

fE-dS:En-nds—Ei-nder E.dS (2.32)

varppa

misséd E; on kentta pillerirasian sisemmélla pinnalla, siis 0. Mentdessé rajalle
h — 0, integraali vaipan yli menee myd&s nollaksi ja saamme

odS
€0

1
En-ndS:—/ pdV = (2.33)
€ Jv

Koska tdmén taytyy pited kaikilla pintaelementeilld, on sdhkdkentté johde-
pallon pinnalla suoraan verrannollinen pintavaraukseen
o

E="n (2.34)
€0

Harjoitustehtévéksi jéa osoittaa, ettd mielivaltaisen johdekappaleen ympéroi-
maéssé tyhjassi onkalossa ei ole sihkostaattista kenttéa.
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=

Kuva 2.2: Sdhkoédipolin muodostaminen kahdesta ldhekkiisestd samansuu-
ruisesta vastakkaismerkkisestd varauksesta.

2.5 Sahkoinen dipoli

Tarkastellaan kahden erimerkkisen varauksen muodostamaa sahkoistd dipo-
lia. Olkoon varaus —q pisteessé r’ ja varaus ¢ pisteessid v’ + 1 (kuva 2.2).
Talloin sdhkokentté pisteesséd r on

E(r) = {r_r/_l r_r/} (2.35)

T dmeg \r—v' =1 Jr—r/3

Tama4 lauseke on tédysin yleinen riippumatta varausten etéisyydestd. Kaytan-
nossé séhkoisella dipolilla ymmaérretddn raja-arvoa I — 0, mikd on sama
asia, kuin dipolin katselu kaukaa |r — r’| > [1]. Nyt

r—r' =173 = [c—r) =20 —1) -1+12373/2
-3/2
2(r—1') -1 12
- /-3
= |r—1| [1— T2 T (2.36)
josta jalkimmaisen sulkulausekkeen voi kehittédd binomisarjana
) 2(r—1') -1 1 }_3/2
lr — /|2 lr — /|2

B 3 2r—1r') -1 12
=1 <_2> <_ v —r'|2 * |r—r’|2>
<_%> (_g) (_ 2(r —r') -1 12 )2+

Ir — /|2 Ir — /|2

3r—r)-1

Py + O[1?] (2.37)

Sijoittamalla tdmé séhkokentédn lausekkeeseen ja ottamalla mukaan l:n suh-
teen ensimmaéistéd kertalukua olevat termit saadaan sidhkokentédn dipoliap-
proksimaatio

B(r) = 4 {S(r_r/)'l(r_r') %+} (2.38)

Cdmeg | e =1/ Ce—r/
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Kuva 2.3: Dipolikentén kenttéviivat xz-tasossa. Dipoli sijaitsee origossa ja
on z-akselin suuntainen.

Rajalla | — 0 kentté haviia, ellei g kasva rajatta. Pistedipoli on idealisaatio,
jonka varaus on nolla, mutta jonka dipolimomentti p = gl on &&rellinen
ja méadrasa sahkokentian

1 3(r—r)-p ’ p
E(r) = —r)— 2.39
(x) d7eg { v —r/]5 (r—r) v —r/|3 + } (2:39)
Kun dipoli sijoitetaan vield origoon, saadaan
1 3r-p p} 1 {3pcos€ p}
E(r)= — — == - = 2.40
(r) 4meg { s LT 4meg BT s (240)

misséd # on dipolimomentin ja vektorin r vilinen kulma.

Samanlaisella laskulla saadaan dipolia vastaava potentiaali ldhtien lausek-

keesta
q 1 1 }
= — 2.41
() 47eg {\r—r’ -1 |r—r| (241)

Tulos on sdhkokenttdd yksinkertaisempi

() = — {p-@—rq} (2.42)

" dreg r — /|3

Mythemmin ndhdéén, ettd magneettiselle dipolille saadaan samanmuotoiset
lausekkeet. Dipolikentén kenttédviivat on hahmoteltu kuvaan 2.3.
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2.6 Sihkokentin multipolikehitelméa

Tarkastellaan seuraavaksi mielivaltaista varausjakautumaa p(r’) origon ym-
paristossd. Sen aiheuttama potentiaali etdisessé pisteesséd r on

o) = — / ) gy (2.43)

dmey Jv |r — 1|
Kehitetiisin [r — r/|~! binomisarjaksi (r > r’)
|I' o I',’_l _ (,r_2 —9r-r + ,r/2)—1/2
1 ) 1 21‘-1"4_1“’2
or 2 r2 r2
Sijoitetaan timé potentiaalin lausekkeeseen, jitetddn r’:n toista potenssia
korkeammat termit pois ja jérjestetéifin termit r’:n kasvavien potenssien mu-

kaan. Taméa antaa potentiaalin multipolikehitelmén kvadrupolimoment-
tia myoten

1 1 / ! r / / / /
= — av' + — - dv
o(r) 1 eo{r/ p(r') 3 r'p(r’)

lzix;
+ Z Z 5 7’5J / ;x; — 6Z-j7"2)p(r’) av’ (2.45)

i=17=1

+§[F+“} (2.44)

missé x;:t ovat paikkavektoreiden karteesisia komponentteja ja d;; on Kro-
neckerin delta
0, i#j
0i5 = e 2.4
) { 1’ 1= ( 6)

Multipolikehitelmén ensimmaéinen tekijé vastaa origoon sijoitetun varaus-
jakautuman kontribuutiota potentiaaliin. Toinen tekijd puolestaan vastaa
origoon sijoitettua dipolimomenttien jakautumaa. Kolmas termi on muotoa

1z
Z Z 5 xrif] Qij (2.47)

i=1j=1

missé (;; on kvadrupolimomenttitensori. Néin ollen potentiaalin multi-
polikehitelmé voidaan kirjoittaa sarjana

o) = — {Q +ZZ”1%QU } (2.48)

Ameo i=1j=1

Kaukana varausjakautumasta potentiaali on likimain ensimméisen nollasta
poikkeavan termin aiheuttama potentiaali. Atomien ytimissi dipolimoment-
ti on nolla, mutta korkeammat multipolit ovat tarkeitd ydinfysiikassa.
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2.7 Pistevarauksen jakautuma

Yksittaiset pistevaraukset voidaan késitelld samalla formalismilla kuin va-
rausjakautumat ottamalla kdyttoon Diracin deltafunktio §(r), jolloin

p(r) = g6 (r) (2.49)

Deltafunktion ominaisuudet oletetaan tutuiksi (HT), todettakoon téssé kuiten-
kin seuraavat ominaisuudet

5(r) = 0, josr#0 (2.50)
/5(r’)dv’ = 1 (2.51)
/ F()8(' —ro)dV' = F(ro) (2.52)

Lasketaan triviaalina esimerkkiné pisteessé r; olevan varauksen sihkokentté
talla formalismilla

1 qi&(r/ - ri) / / q Tr—r;
E(r) = - —1r)dV' = — 2.
(r) 4d7eg /V v — /|3 (r—r) 4meg [r —1;]3 (2.53)

2.8 Poissonin ja Laplacen yhtélot

Séhkostatiikka olisi aika suoraviivaista touhua, jos tietdisimme aina etu-
kéteen kaikkien varausten paikat ja varausjakautumien paikkariippuvuudet.
Niin ei kuitenkaan ole laita monissa kéytdnnon ongelmissa. Koska V - E =
p/eo ja E = =V, Gaussin laki differentiaalimuodossa vastaa matematiikan

Poissonin yhtaloa
Vip=-L (2.54)
€0
Poissonin yht#lo voidaan integroida, jos varausjakautuman funktiomuoto ja
oikeat reunaehdot tunnetaan. Usein tarkasteltavan tilanteen geometriasta
on hy6ty# ja silloin Laplacen operaattori V2 on tarpeen kirjoittaa sopivissa

koordinaateissa, esimerkiksi:

e karteesisissa koordinaateissa

2,2 P, e O
Y= Ba2 oy? 022

(2.55)

e pallokoordinaateissa

2_1(9(2&0) 1 a<, 390) 1
. op 2 (sinol) 4+ TP 9
Vo= 25" ) T memeos 00 ) T ramgagr 209
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e sylinterikoordinaateissa

10 [ ¢ 1 0% 0%
2 = — — —_— —_— —_
Vie= r Or (7’ 87“) + r2 062 + 072 (2.57)

Tapauksissa, joissa varaustiheys on nolla, Poissonin yhtélo yksinkertais-
tuu Laplacen yht&loksi
Vip =0 (2.58)

Laplacen yhtélon toteuttavaa funktiota kutsutaan harmoniseksi.

Tarkastellaan sitten séhkostaattista systeemii, joka koostuu N johdekap-
paleesta. Kunkin johteen pinnalla potentiaali on ¢y, I = 1,..., N. Sdhko-
statiikan potentiaaliongelmissa tehtdvini on etsid ¢ = ¢(r) annetuilla reu-
naehdoilla. Reunaehtoja on olemassa kahta tyyppié:

1. Tunnetaan potentiaali ¢ alueen reunalla. Téllaisia reunaehtoja kutsu-
taan Dirichlet’n reunaehdoiksi.

2. Tunnetaan potentiaalin derivaatan normaalikomponentti d¢/9n alueen
reunalla. Téllaisia reunaehtoja kutsutaan von Neumannin reuna-
ehdoiksi.

Selvitetddn ensin, missd médrin mahdollisesti 10ydettévit ratkaisut ovat
yksikésitteisia.

Ensinnékin on selvii, etté

o Jos ¢i(r),...,pn(r) ovat Laplacen yhtdlon ratkaisuja, niin

o(r) =Y Cipi(r)

misséd C;:t ovat mielivaltaisia vakioita, on Laplacen yht&lon ratkaisu.
Yksikésitteisyyslause

e Kaksi annetut reunaehdot tayttavia Laplacen yhtdlon ratkaisua ovat
additiivista vakiota vaille samat.

Tarkastellaan tdmén todistamiseksi johteiden pinnat Si, ..., Sy sisdénsé
sulkevaa tilavuutta Vp, joka on pinnan S sisilld (pinta voi olla dérettomyy-
dessi). Olkoot 7 ja @2 kaksi Laplacen yhtélon toteuttavaa ratkaisua, jotka
tdyttavat samat reunaehdot johteiden pinnalla Sy, siis joko 1 = o tai
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0p1/0n = Jpa/On niilld pinnoilla sekd pinnalla S. Tarkastellaan funktio-
ta ® = @1 — @o. Tilavuudessa V; on tietenkin V2® = 0. Reunaehdoista
puolestaan seuraa, ettd kaikilla reunoilla

0P
joko ®=0 tai n-Vé=_—=0
on
Sovelletaan sitten divergenssiteoreemaa vektoriin @V &:
V. (OVD)dV = 74 (®V®) - ndS = 0
Vo

S+S1+...+SN

koska joko ® tai V® - n on pinnoilla 0. Toisaalta
V- (dVP) = dV2D + (V)2 = (VD)?

eli
/ (V®)2dV =0
Vo

Koska toisaalta (V®)? > 0 koko alueessa Vp, sen on oltava nolla kaikkialla.
Téstd seuraa, ettd ® on vakio koko alueessa V) ja yksikésitteisyyslause on
siten todistettu.

Huom. Tamé ei ole todistus ratkaisun olemassaololle vaan sille, ettéd jos
ratkaisuja on, ne ovat yksikésitteisid! Tarkastelun merkitys on siiné, ettd
jos loydédmme milld keinolla tahansa annetut reunaehdot tayttavin Lapla-
cen yhtdlon ratkaisun, ratkaisu on Dirichlet’'n reunaehdolla yksikésitteinen
ja von Neumannin reunaehdolla vakiota (eli potentiaalin nollatasoa) vaille
yksikésitteinen.

Todistuksessa kiiytettiin Greenin ensimméisté kaavaa (GI)

/ (OV2 + Vi - Vi) dV = 7{ oV - ndS (2.59)
1% S

sovellettuna tapaukseen ® = ¢ = 1. Greenin toinen kaava (GII)

| @V - V) av = § Ve - oVe) ndS  (2:60)
1% S

tunnetaan myo6s nimelld Greenin teoreema. Namé ovat divergenssiteoree-
man suoria seurauksia (HT).

2.9 Laplacen yhtilon ratkaiseminen

Laplacen yht#lo on yksi fysiikan keskeisimmisté yhtéloista. Sdhkoopin lisdksi
se esiintyy mm. ldmmonsiirtymisilmitissé, virtausmekaniikassa, jne. Kovin
monimutkaisissa tilanteissa yhtdlod ei voi ratkaista analyyttisesti, mutta tu-
tustutaan téssd muutamiin tapauksiin, joissa ongelman symmetriasta on
hyotyé.
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2.9.1 Muuttujien erottelu

Tutustutaan tédssd lyhyesti menetelméén, jolla Laplacen yhtéls, joka on
osittaisdifferentiaaliyhtélo, saadaan muunnetuksi ryhméksi tavallisia yhden
muuttujan differentiaaliyhtélsita. Aiheesta enemmén kurssilla FYMM 1T ja
fysiikan matemaattisten menetelmien oppikirjoissa. Kirjoitetaan Laplacen
yht&lo ensin karteesisissa koordinaateissa

2o 0% 0%
= 2.61
ox?  Oy? 022 0 (2.61)

ja etsitéddn sille ratkaisua yritteelld
p(r,y,2) = X(2)Y(y)Z(2) (2.62)
Sijoitetaan tdmi yhtdloon (18.1) ja jaetaan tulolla XY Z, jolloin saadaan

iﬁx+lfy+lfz
X da? Y dy? 7 d2?

—0 (2.63)

Nyt jokainen termi riippuu vain yhdestd muuttujasta, jotka ovat keskenéén
riippumattomia. Niinp4 kunkin termin on oltava erikseen vakioita

1d’X 5, 1dY ., 1dZ

_ — . _—— = —_— = 2.64
Xdz Y Y a2 C Zaz2 7 (2.64)
missi o + 32 +~2 = 0. Nyt kukin yht#loistd (2.64) on helppo ratkaista
X(z) = A1e® + Age™ "
Y(y) = Bie? + Boe % (2.65)
Z(z) = C1e7" 4 Coe 7

missé yleisesti kompleksiarvoiset vakiot A;, B;, C; ja «, (3, v maardytyvéit
ongelman reunaehdoista.
Laplacen yht&lo voidaan separoida kaikkiaan 11 erilaisessa koordinaatis-

tossa. Koska pistevarauksen kenttéd on pallosymmetrinen, pallokoordinaatis-
to on usein erittédin kdyttokelpoinen. Laplacen yhtélo on télloin

2
19 (r28—¢> + L 9 (sin Ga—SO) + Lo =0 (2.66)

r2 or or r2sin 6 90 00 72 sin? 0 ¢?
Etsitaan talle ratkaisua muodossa
R(r
o(r.0.6) = "o@)a) (2.67)

Sijoitetaan timi yhtiloon (2.66), kerrotaan suureella r2sin?6 ja jaetaan
RO®:1l4:

1 d’R 1 14d do 1 d’®
2 .2 - - 1 - —_— =
Tt <R a2 2sn00do (Sln9d9)> toa -0 (268)
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Nyt ainoastaan viimeinen termi riippuu ¢:sté, joten sen on oltava vakio, jota
merkitdsn —m?2:1l4: )

——— =-m 2.69
Taman ratkaisut ovat tietenkin muotoa

®(¢) = vakio - e=M? (2.70)

Yleisesti m on kompleksinen, mutta fysikaalinen ehto rajaa sen mahdol-
liset arvot: jotta ratkaisu olisi jatkuva, kun ¢ — 0 ja ¢ — 27, on oltava
®(0) = ®(27), joten m = 0,£1,+2,.... Yhtdlon (2.68) ensimmaéisen termin
on oltava puolestaan m?, joten

1 ,dR 1 1d /. ,dO© m?
S22 29 (gne2) - ) = 2.71
R 4 +<sin9@d¢9 <Sm d0> sn?g) = (2.71)

Nyt tdmén yhtélon ensimmaéinen ja toinen termi riippuvat kumpikin ainoas-
taan omasta muuttujastaan ja ovat siten yhtd suuria vastakkaismerkkisia
vakioita, jota merkitddn [(I + 1):114

1 2
= 7 % = (I+1) (2.72)
1 1d de m?
— =% (sinp ) - o = —(+ 1) 2.73
sin6 O do (Sm d9) sinZ 6 1) (273)
Yhtélon (2.72) yleinen ratkaisu on muotoa
R(r) = Arl*tt 4 Br~! (2.74)

missé A ja B ovat vakioita. Kirjoittamalla £ = cos§ saadaan ©:n yhtéloksi

d
dfg((l ~ &%)

iC)

m2
i@ ) + (l(l +1) ) 0=0 (2.75)

o1&

Jotta tdmén ratkaisut olisivat dérellisid pisteissd £ £1 eli € = 0,7, on oltava
[ =|m|,|m|+1,.... Tietylld tavalla normitettuja ratkaisuja ovat Legendren
liittofunktiot P/"(¢). Niille on voimassa ehto |m| <1, joten

m=—l,—l+1,....1—1,1 (2.76)

Erikoistapauksessa m = 0, jolloin Laplacen yhtélon ratkaisu ei riipu
lainkaan ¢:sta, Legendren liittofunktiot redusoituvat Legendren polyno-
meiksi P, jotka voidaan laskea kaavasta

1 d

=g ga& Y (2.77)

Fi(€)
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Legendren liittofunktiot saadaan Legendren polynomeista puolestaan kaaval-
la

Bwaza—éWW%%B@ (2.78)

Yleisesti Laplacen yhtélolla on siis pallokoordinaatistossa jokaista [ kohti

20 4+ 1 kulmista 0 ja ¢ riippuvaa ratkaisua. Ne voidaan sopivasti normittaen
lausua palloharmonisten funktioiden

2z+1(1— m)!
(+m)!

avulla. Normitus on valittu siten, etta pallofunktiot Y}, muodostavat ortonor-
mitetun tdydellisen funktiojéirjestelmén pallon pinnalla:

[ Yiia 0.6V (0.6) 42 = 61y (2.80)

Palloharmonisten yhteenlaskuteoreema antaa kahden vektorin vélisen etéisyy-
den kaanteisluvun summana

Yim (0, ¢) = (=1)™ 5 B (cos B)e™? (2.79)

o0 l

l
ZXIHlmﬁwwM%w (2.81)
=0 m=—1

missé vektorin r suuntakulmat ovat 6, ¢ ja vektorin r’ suuntakulmat ¢’, ¢’
sekd ro = min(r,7’) ja r~ = max(r,r’).

Mika hyvénsd riittdvan sddnnollinen pallon pinnalla mééritelty funk-
tio voidaan kehittdd palloharmonisten sarjaksi. Esimerkkind kdy maapal-
lon magneettikentté, jonka sarjakehitelmén johtava termi vastaa magneet-
tista dipolia ja korkeammat termit johtuvat kentén ldhteen poikkeamisesta
dipolista, magneettisen maa-aineksen epétasaisesta jakautumasta ja maapal-
lon ylapuolisissa ionosfaérissé ja magnetosfairissa kulkevista sihkovirroista.
Palloharmonisia funktioita tarvitaan myos paljon atomifysiikassa ja kvant-
timekaniikassa mm. tarkasteltaessa impulssimomenttioperaattoreita. Tekija
(—1)™ kaavassa (2.79) on vaihetekijé, joka voidaan periaatteessa jattdd pois
tai ottaa mukaan jo P;™:n méiritelméssa (2.78). Sen ottaminen mukaan on
hyodyllisté eritoten kvanttimekaniikan laskuissa (katso esim. Arfken).

Kootaan lopuksi 16ydetty Laplacen yhtéalon muotoa

R(r
o(r.0,9) = "o ()b ()
oleva ratkaisu, kun 0 < r < 0o
o(r,0,¢) = Z A Yim (0, 6) + Z Bimr Y (6, ¢) (2.82)

missi summaus on

ja kertoimet A;,,, By, madrdytyvat ongelman reunaehdoista.
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2.9.2 Ratkaisu pallokoordinaateissa

Ratkaistaan Laplacen yhtélo pallokoordinaatistossa rajoittuen atsimutaa-
lisymmetriseen tapaukseen, missi siis dp/d¢p = 0 eli ¢ = ¢(r, ). Tallaisia
ovat pistevarauksen tai dipolin kaltaiset tilanteet, mukaanlukien my6hemmin
eteentuleva magneettisen dipolin kenttéd. Laplacen yht#lo on nyt

1 0 [ 5,0p 1 0 /. 8(,0)
-2 - - 7 - ) =0 2.83
r2 Or (7‘ 87“) + r2sin 0 00 <sm ( )
Toistetaan harjoituksen vuoksi edelld ollut muuttujien separointi etsimélla
ratkaisua yritteelld

p(r,0) = Z(r)P(0) (2.84)

1d [ 4,dZ 1 d /. dP

2 (70 ) = paman (%) (2.85)
Yhtdlon molemmat puolet ovat yhtéd suuria kuin jokin vakio k£ kaikilla r:n
ja @:n arvoilla. Nain osittaisdifferentiaaliyhtalé on hajotettu kahdeksi taval-
liseksi differentiaaliyhtédloksi. Kulman 6 yhtdloa kirjoitettuna muodossa

1 d /.  dP

kutsutaan Legendren yhtéloksi. Kuten edelld todettiin, fysikaalisesti kelvol-
liset ratkaisut kaikilla 6 € [0, 7] edellyttavit, ettd k = n(n + 1), misséd n on
positiivinen kokonaisluku ja ratkaisut ovat Legendren polynomeja P, (cos 8).
(Huom. RMC merkitsee samaa asiaa P(6):1la!)

1 ar

Pu(cosf) = ——————[cos®  — 1]" 2.
(cos 6) 27n! d(cos )" [cos } (2:87)

joten muutama ensimméinen P,, on

P, =1

Py = cosf

P = % (3 cos? 6 — 1)

Py = % (5 cos® 0 — 3 cos 9)

Tarkastellaan sitten radiaalista yhtaloa

% <r2%> =n(n+1)Z (2.88)

Yrite Z,(r) = C,,r® antaa kaksi riippumatonta ratkaisua r" ja 7~ (1) Ra-
diaalisen yht&lon taydellinen ratkaisu on néiden lineaarikombinaatio

Zn(r) = Apr™ + Bpr= (") (2.89)
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ja koko Laplacen yhtélon ratkaisu atsimutaalisessa symmetriassa on muotoa

0o . B,
o(r, ) ;::O <Anr + W) P (cos 6) (2.90)

Integroimisvakiot A, ja B, on méiritettdva reunaehdoista.

Esimerkki. Johdepallo vakiosdhk&kentissia

Tarkastellaan tasaista sihkokenttdia Eg, johon tuodaan varautumaton johde-
pallo. Johdepallo pakottaa alunperin suorat kenttéviivat taipumaan siten,
ettd ne leikkaavat pallon pintaa kohtisuoraan. Valitaan koordinaatisto siten,
ettéd origo on pallon keskipisteessé ja sdhkokenttd on z-akselin suuntainen.
Télloin on selvié, ettd ongelma on atsimutaalisymmetrinen. Johteen pinta
on kaikkialla samassa potentiaalissa ¢g.

v(a,0) = ¢o (2.91)

missé a on pallon side. Kaukana pallosta sihkokentta lihestyy alkuperéisté
kenttéa
E(r,0),—c = Eoe; (2.92)

misté voidaan laskea potentiaali
o(r,0)r oo = — /E ~dr = —FEgrcos +C = —Epz+ C (2.93)

Valitsemalla origon potentiaaliksi nolla, saadaan C' = 0.

Tarkastellaan sitten yhtdlon 2.90 kertoimia. Kirjoitetaan auki potenti-
aalin muutama ensimméinen termi

B B 1
o(r,0) = Ao+ 204 Aqircosf + —21 cos O + Agr? [— (3(3052 0 — 1)]
r T 2
+5 [2 (3cos 9—1)] ¥ (2.94)
Kun r — 00, ¢ = —Fgrcosf = A, =0, kaikille n > 2 ja A; = —Ej. Koska
pallon kokonaisvaraus on nolla, potentiaalissa ei ole (1/r)-riippuvuutta, eli
By = 0. Jaljella olevat cos™ 6-termit, joissa n > 2, ovat kaikki lineaarisesti
riippumattomissa polynomeissa P, , joten ne eivit voi kumota toisiaan pallon
pinnalla, missé ei ole f-riippuvuutta (potentiaali on vakio johteen pinnalla),
eli B, = 0 kaikille n > 2. Néin ollen jéljella on

p(a,0) = o (2.95)
o(r,0) = Ay — Egrcosf + B—Ql cos 0 (2.96)
r
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Kun r = a, cosf-termien on kumottava toisensa, joten saamme méaratyksi
Ay = g ja By = FEya®. Niinpd reunaehdot tdyttivi Laplacen yhtidlon
ratkaisu on

3E,
o(r,0) = o + (aﬂ 0 _ Em“) cos 6 (2.97)
Sahkokentdn E = —V¢ komponentit saadaan laskemalla
Oy ad
E. = 5 = Ey <1 + 25) cos 6 (2.98)
10¢ a\ .
E@ = —;% = —E() <1 — ﬁ) sin 0 (299)
Pallon pintavaraustiheys on
o =¢eE,(r=a) =3eEycosb (2.100)

Pinnalle indusoituva varausjakautuma on #:n funktio. Sen dipolimomentti
on

p = / rp(r)dV = / (re)(3e0Eg cos §)r2 sin 0 df d¢
pallo r=a
= 6ra’eE) / k cos® fsin 0 df = 4reg a®Ey e, (2.101)
0

Kaukaa katsottuna johdepallon osuus kentésté on sama kuin origoon sijoite-
tun dipolin, jonka dipolimomentti on p = 4mega’Epe..

2.9.3 Ratkaisu sylinterikoordinaateissa

Useat fysiikan ongelmat ovat sylinterisymmetrisié. Tarkastellaan esimerkkini
Laplacen yht&loa pitkédn suoran virtajohteen tapauksessa. Mikéli tarkastelta-

va sylinteri on riittdvin pitkd, voidaan olettaa dp/0z = 0 ja Laplacen
yhtalosta tulee
10 [ Op 1 0%
i .0 4 — 2T 0 2.102
ror <r8r>+r2692 ( )

Huom. Sylinterikoordinaatistossa r:114 ja #:lla on eri merkitys kuin pallo-

koordinaatistossa!
Laplacen yht&lo separoituu yritteelld ¢ = Y (r)S(6)
r d dY 1d%2S
(e =2 2.1
Y dr (T dr ) S d6? (2.108)

missé separointivakiolle k& tulee jalleen tiettyjé rajoituksia kulmayhtélostéa

d2S
o TS =0 (2.104)
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T&mién ratkaisut ovat sin vk 0 ja cos vk 6. Niiden on oltava yksikisitteisis
ja jatkuvia valilla 0 < 0 < 27 eli cos \/E(G + 2m) = cos VE 6. Tasta seuraa,
ettd k = n?, missid n on kokonaisluku, joka voidaan rajoittaa positiiviseksi
eli ratkaisufunktiot ovat sinnf ja cosnf. Lisdksi tapauksessa k = 0, saadaan
ratkaisu S = Agf + Cy. Radiaalisesta yhtélostd tulee nyt

d dy 9
22 2y =
rdr(rdr> "

d*y dy
2 2 _
"z —i—r—dr —-nY = 0 (2.105)

joka ratkeaa yritteelld Y = azr?
ass(s — 1)r® 4 agsr® — anr® =0 (2.106)

Tisté saadaan ehto s:lle s2 — s + 5 —n? = 0 eli s = +n. Ratkaisufunktiot
ovat siis muotoa Y = r" ja Y = r~ ™. Tapaus n = 0 antaa liséksi ratkaisun
Y =1In(r/ry). Kokonaisuudessaan ratkaisu on

o(r,0) = > (Apr™ 4 Bpr™") (Cnsinn + Dy, cos nf)
n=1
+ (Ao In (r/r9)) (Cof + Do) (2.107)

Vakiot on jilleen selvitettivi tarkasteltavan tilanteen ominaisuuksista ja
reunaehdoista.

2.10 Peilivarausmenetelmai

Laplacen yhtélon yksikésitteisyys antaa ratkaisijalle vapauden kéyttad mie-
leisidéin kikkoja ratkaisun 16ytédmiseen. Tietyissd geometrisesti yksinkertai-
sissa tapauksissa peilivarausmenetelmé on néppéiréd keino valttda itse dif-
ferentiaaliyhtélon ratkaiseminen. Tarkastellaan tilannetta, jossa meilld on
joko annettu tai varausjakautumasta helposti laskettavissa oleva potentiaali
¢1(r) ja johteita, joiden pintavarausjakautuma olkoon o(r). Talloin koko-
naispotentiaali on

/
o) = a(r) + o [ T (2.108)
Nyt ratkaisuun johdesysteemin ulkopuolella ei vaikuta lainkaan, kuinka va-
raus on jakautunut johteen pinnan takana, kunhan johteen pinnalla on voi-
massa samat reunaehdot. Voimme siis ajatella, ettei kyseesséd olekaan joh-
dekappale vaan pinta, jonka takana on varausjakautuma, joka antaa samat
reunaehdot kuin oikea johdekappaleen pintavaraus. Tarkastellaan seuraavas-
sa muutamaa esimerkkii.
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Esim. 1. Pistevaraus johdetason ldhelld

Valitaan johdetasoksi (y, z)-taso ja olkoon varaus ¢ z-akselilla pisteessd = =
d. Johteen pinta on tasapotentiaalipinta, jonka potentiaali voidaan vali-
ta nollaksi. Toisaalta (y, z)-taso saadaan nollapotentiaaliin asettamalla va-
raus —q pisteseen (—d,0,0). Ratkaisujen yksikisitteisyyden vuoksi tdmé
jarjestely antaa oikean ratkaisun alueessa x > 0. Puoliavaruuteen x < 0
tatd menetelmii el saa soveltaa, koska sielld ei ole oikeasti varausta! Nyt
kokonaispotentiaali on

q 1 1 )
= — 2.109
#(r) 4mo<h—d\ r+d (2.109)

misséd d on vektori origosta pisteeseen (d, 0,0). Tésta saa suoraan siéhkokentan

q r—d r+d )
E(r) = — - — 2.11
)= Vo) = - (T =gp ~ o (2.110)

ja johteen pintavaraustiheydeksi tulee

qd
d2+y2+z2)3/2

o(y,z) = eoby|,._n=— 2.111

(y ) 0 $‘x_0 27T( ( )
Varaus vetidd pintaa puoleensa arvatenkin samalla voimalla kuin se vetéisi
etaisyydella 2d olevaa vastakkaismerkkistd varausta.

Esim. 2. Pistevaraus maadoitetun johdepallon ldhelld

Maadoitus merkitsee tédssé pallon pinnan valitsemista nollapotentiaaliksi.
Valitaan origoksi nyt pallon keskipiste, olkoon a pallon sdde ja olkoon d
etdisyys origosta varaukseen ¢. Etsitdén siis potentiaali ¢(r), kun r > a
reunaehdolla ¢(a) = 0.

T&lla kertaa peilivarauksen paikan ja suuruuden méérittdminen on hie-
man monimutkaisempi ongelma. Symmetrian perusteella peilivarauksen ¢’
tdytyy olla suoralla, joka kulkee varauksen ¢ ja origon kautta. Tarkastellaan
tilannetta kuvan 2.4 mukaisesti kiyttden pallokoordinaatteja.

Varauksen ja peilivarauksen yhteenlaskettu potentiaali pisteessé r on

1 q q )
= 2.112
#(r) 4m0(r—d|*h—b| (2.112)
_ { q N ¢
© dmeg [(r2 4+ d? —2rdcos§)1/2 T (r2 4+ b2 — 2rbcos §)1/2

Pallon pinnalla potentiaali on nolla kaikilla 8, ¢. Sijoittamalla r = a ja aset-
tamalla 0 = 0 saadaan peilivarauksen paikka
a

b=— 2.11
. (2113)
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Kuva 2.4: Pistevaraus johdepallon lahella.

ja asettamalla puolestaan 8 = 7 16ytyy peilivarauksen suuruus

__ ¢ 2.114
q 74 ( )

ja ongelma on ratkaistu.

Mikali palloa ei olisi maadoitettu, sen keskipisteeseen voitaisiin asettaa
toinen peilivaraus ¢”, joka puolestaan sovitettaisiin antamaan pinnalla oikea
reunaehto. Pallon kokonaisvaraus olisi talloin

Q=q+¢" (2.115)

2.11 Poissonin yhtilon ratkaisemisesta

Edellisissa jaksoissa tarkasteltiin tilanteita, joissa oli joko pelkéstdéin johde-
kappaleita tai johdekappaleita ja yksittdisid varauksia. Yleisessd tilanteessa
meilla voi olla annettu varausjakautuma p seké johdekappaleita, joiden pin-
tavarausjakautuma on tuntematon. T&ll6in on ratkaistava Poissonin yht#lo

Vip=-= (2.116)

Tamé voidaan tehd& integroimalla varausjakautuman yli

1 p(r') /
=+ dV 2.117
P1(r) 4meq /V |r — 1| ( )

ja lisdéamaélla tdhén Laplacen yhtélon sellainen ratkaisu s, ettéd yhteenlas-
kettu potentiaali toteuttaa reunaehdot johdekappaleiden pinnalla.

Kaikki ylldolevat esimerkit ovat perustuneet hyvin yksinkertaiseen geo-
metriaan. Yleisemmin voidaan osoittaa, ettd Laplacen ja Poissonin yhtélot,
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jotka totetuttavat joko Dirichlet’n tai von Neumannin reunaehdot, voidaan
ratkaista kdyttden Greenin teoreemaa (2.60) ja Greenin funktioita. Tarvit-
semme t#itd varten vield kolmannenkin Greenin kaavan (GIII). Se saadaan
soveltamalla GII:ta tapaukseen

P(r,r') = L. (2.118)

e
misséd r on jokin kiinted piste alueessa V. Muodollisesti voidaan kirjoittaa
V3)(r,v') = —4né(r — 1) (2.119)

Sijoittamalla ndmé Gll:een (2.60) saadaan GIII

v — ']

v 95 [ o () p0] 2120

(todistus, esim. CL 2.6.1, tai Jacksonin oppikirja)

1 1
olr) = —3- | V')
1

GIII:a ei voi kayttdd suoraan, koska siind esiintyvit seké Dirichlet’n
ettd von Neumannin reunaehdot. Oletetaan, ettd F(r,r’) on jokin alueessa
médritelty harmoninen funktio eli funktio, joka toteuttaa Laplacen yhtéalon
V2F(r,r') = 0, missi derivaatta on otettu pilkuttoman koordinaatin suh-
teen. Nyt GII antaa tuloksen

0 = —/ dV'F (v, ) V2p(r)
v
do(r')  OF(r,r') >
’ / . ) /
+f2ds <F(r,r) " o) (2.121)
Muodostetaan sitten Greenin funktio
no__ 1 /
G(r,r') = Py + F(r,r") (2.122)

Summaamalla (2.120) ja (2.121) saadaan tulos

olr) = — [ Ve Vi)
+jgdS’ (G(r,r')aggl) - 8%2 IJ)go(r’)) (2.123)

Valitsemalla sellainen F(r,r’) joka tidyttdéd joko Dirichlet’n reunaehdot Fp
tai von Neumannin reunaehdot Fy saadaan téstd Poissonin yhtélon ratkaisu
annetuilla reunaehdoilla.

Greenin funktiolla on selvastikin ominaisuus

V2G(r,r') = —4né(r — 1) (2.124)
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Greenin funktioiden kdytto ei rajoitu suinkaan Poissonin yhtélén ratkomi-
seen, vaan niilla on keskeinen osa ratkottaessa erilaisia integraaliyht&l6i-
td. Poissonin lauseke potentiaalille varausjakautuman funktiona on sindlldéan
poikkeuksellisen yksinkertainen integraaliyht&lo.

Esimerkki. Pallon Greenin funktio

Tarkastellaan esimerkkinéd pallon Greenin funktiota Dirichlet’n reunehdolla,
etté potentiaali pallon pinnalla on tunnettu. Téll6in valitaan

Gp(r,r) = + Fp(r,r) (2.125)

v — /|

reunaehdolla 1

v — |

+ Fp(r,r') =0 (2.126)
r'eS

missé S on pallon pinta. Olemme jo aiemmin ratkaisseet identtisen ongelman

yvhdelle pistevaraukselle pallon ulkopuolella ehdolla, ettd potentiaali pallon

pinnalla on nolla yhtélossé (2.112). Sielld saatu ratkaisu on vakiota ¢/4meg

vaille yhtdlon (2.126) ratkaisu, joten

N L a
Gp(r,r') = ] R Wy Ay s (2.127)

missé a on origossa sijaitsevan pallon séide. Potentiaali saadaan integroimalla

1
4dmeq

p(r) = /‘/Gp(r,r’)p(r’) dV’—lfsaGD(r’rI)go(r’) ds’  (2.128)

47 on

missd on V' viittaa pallon tilavuuteen ja S pallon pintaan. Normaalivek-
tori n suuntautuu ulospéin siitd alueesta, jossa potentiaali halutaan laskea.
Tarkasteltaessa aluetta pallon sisidlla n = e, ja ulkopuolista aluetta tutkit-

taessa n = —e,. Ulospéin suuntautuva normaaliderivaatta on
/ 2 2
r la*—r
— - V'Gp(r,r') = o3
a r'cS alr—r'|3lres
r2 _ g2

= (a®> = 2ar cosy +72) 732 (2.129)
a

missé v on r:n ja r’:n vilinen kulma.
Sovelletaan Greenin funktiota tapaukseen, jossa pallon siséllé ei ole va-

rausta eli ratkaistaan Laplacen yhtdlo reunaehdolla ¢(a) = f(r), kun r on
pallon pinnalla. Témé& antaa Poissonin kaavana tunnetun tuloksen

a277‘2 a.0'. &
o(r) = /S( fla,0',¢) s’

4ra a? — 2ar cosvy + 12)3/2

_ “(“2_7"2)/3( f(a,0,¢') Y (2.130)

4 a? —2ar cosy +1r2)3/2
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joka ilmaisee siis potentiaalin alueen sisdlld olettaen annetun potentiaalin
pallon pinnalla. Jos puolestaan halutaan tarkastella potentiaalia pallon ulko-
puolella, pintaintegraalissa normaalin suunta mééritellddn ulospéin ja ainoa
muutos on korvata (a? —r?) — (r? — a?).



Luku 3

Sahkokenttia valiaineessa

Téssd luvussa tutustutaan séhkokenttddn viliaineessa (RMC luku 4, CL
luku 4; esitiedot KSII luku 2, osa 2.9). Viliaineiden sdhkdoisiin ja magneet-
tisiin ominaisuuksiin tutustutaan lisééd luvussa 10.

Edellisessé luvussa tarkasteltiin sihkostaattista kenttaé tilanteissa, joissa
oli annettuja varausjakautumia tai vapaita varauksia johdekappaleiden pin-
nalla. Laheskéén kaikki materiaalit eivéit kuitenkaan ole johteita. Hyvén joh-
teen vastakohta on ideaalinen eriste, jossa ei ole lainkaan vapaita varauksia.
Aine on kuitenkin koostunut positiivisesti varatuista atomiytimisti ja elek-
troneista. Jos eriste asetetaan sihkokenttdan, kentté aiheuttaa voimavaiku-
tuksen eristeen rakenneosasiin. Vaikutuksen suuruus riippuu materiaalin
mikroskooppisista ominaisuuksista. Eristeeseen syntyvdd makroskooppista
vaikutusta kuvataan eristeen positiivisten varausten siirtyméané negatiivisiin
varauksiin nidhden. Aineen sanotaan télldin polarisoituneen. Siséisen polari-
soituman ja ulkoisen kentédn yhteisvaikutus on usein hyvin monimutkainen
vuorovaikutusketju, sillé polarisoituma muuttaa puolestaan ulkoista kenttia
ja mikéli eristeen ldhelld on johdekappaleita, niiden pinnalle indusoituva va-
rausjakautuma muuttuu, miké puolestaan muuttaa eristeeseen vaikuttavaa
ulkoista kenttéa.

3.1 Sahkoinen polarisoituma

Ennen kuin jatketaan, palautetaan mieleen, ettd sdhkostatiikka hallitaan
yhtalsilla

vVE ="' (3.1)
€0
VxE = 0 (3.2)

35
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Erityisesti on huomattava, etté p sisdltda kaikki varaukset eikd mitédén jakoa
”vapaisiin” ja "muihin” varauksiin tarvitse tehdé. Periaatteessa polarisoitu-
va aine voidaan siis késitelld varausjakaumien avulla. K&ytédnnosséd aineen
mikroskooppinen kuvaaminen ei ole helppoa. Téhén palaamme vield luvussa
10.

Tarkastellaan polarisoituneen aineen pienté tilavuusalkiota AV, jonka
dipolimomentti on

Ap:/ rdq (3.3)
AV

Sdhko6inen polarisoituma mééritelldan dipolimomenttina yksikkotilavuu-

dessa
Ap

AV

Tamé& méadritelmé edellyttad, ettd AV on makroskooppisessa mielessé pieni.
Varsinaisesta raja-arvosta AV — 0 ei tarkkaan ottaen ole kysymys, koska
tilavuusalkiossa taytyy kuitenkin olla monta molekyylié, jotta polarisaatio
ylipaénsa syntyisi. Makroskooppiselta kannalta polarisoitumaa voi kuitenkin
tarkastella jatkuvana paikan funktiona.

P (3.4)

Polarisoituman SI-yksikks on C/m?, joten [P] = [¢][E]. Cgs-yksikoissi,
missé tyhjon permittiivisyys on 1/47, polarisoitumalla on sama yksikko kuin
sahkokentalla.

3.2 Polarisoituman aiheuttaman sihkokentian
maarittiminen

Tarkastellaan pisteessé r’ sijaitsevan pienen eristealkion AV’ dipolimoment-
tia Ap = PdV’. Oletetaan, etti korkeampien multipolien vaikutus voidaan
jattdad huomiotta. Vaihtoehtoisesti voidaan ajatella, ettd havaintopiste r on
niin etdalld, ettd tdmén alkion aiheuttama sdhkoinen potentiaali saadaan
laskemalla pelkén dipolimomentin potentiaali

_Ap-(r—1x) P()-(r—r)AV’

A = = 3.5
#(r) dmeplr — 1|3 dmeplr — /|3 (35)
Kokonaispotentiaali pisteesséd r on tietenkin tdmén integraali
1 P')  (r—1/)dV’
r = 36
() 47eg /Vo v —r/|3 (36)

Mikéli polarisoituma tunnetaan, potentiaali voidaan laskea téstd suoraan.
Kéytdnnosséd sama asia on hyodyllistd ilmaista hieman eri tavalla. Koska

v( ! ) rov (3.7)

r—v]) " r=rP
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voidaan potentiaalin integrandi kirjoittaa

P<r’>'<r—r'>zp.vf( ! ) (3.8)

R v

Kayttamalla kaavaa

V- (fF)=fV -F+F- -V'f (3.9)

P(r) - (r—r') / p 1 /
VRSP [ - P 1
v —r/|3 v (rr’\) |r—r’|v (3.10)

saadaan

Tédmén avulla ja soveltamalla divergenssiteoreemaa potentiaali voidaan il-
maista seuraavasti:

1 P-ndS 1 (=V'-P)dVv’
o) = 7 o | :
dmeg Js, v — 1| dmeg Jv, v — 1|
1 opdS’ pp dV’]
_ _ A1
4meg [7{% |r—r’|+/v0 |r —r/| (3.11)
1 dqp

ey J |r — 1|

misséd Sy on eristeen pinta. Potentiaali voidaan siis laskea lausekkeista, jot-
ka muistuttavat edellisessé luvussa olleita avaruus- ja pintavaraustiheyden
integraaleja. Témé& on kaytdnnon ongelmissa usein ndppéarampi tapa laskea
potentiaali kuin suora séihkoisen polarisoituman integraali. Suureita

op = P-n (3.12)

kutsutaan polarisaatiovaraustiheyksiksi. Niiden fysikaalinen dimensio
on varaus/pinta-ala (op) ja varaus/tilavuus (pp) ja ne aiheuttavat eristeen
ulkopuolella todellisen potentiaalin ¢, josta saadaan sdhkokenttd E = —V.
Kyse ei ole kuitenkaan oikeista ”vapaista” varauksista vaan tavasta ku-
vata eristeen ominaisuuksia varausjakautuman dgp avulla. Témén vuok-
si polarisaatiovarauksia kutsutaan usein ndennéisiksi varauksiksi, miké ei
kuitenkaan tee niille taytta oikeutta. Eriste on kokonaisuudessaan neutraali,
joten kokonaisvaraus

Qr :/ (-V'-P)dV' + ¢ P-ndS' =0 (3.14)
Vo SO
miké on suora seuraus divergenssiteoreemasta.
RMC:ssé edelld oleva tarkastelu on aluksi rajoitettu eristekappaleen ulko-
puoliseen alueeseen. Sen jélkeen todetaan, ettd sama potentiaalin lauseke

kelpaa myo0s eristeen sisélld. Téllainen jako ei kuitenkaan ole tarpeen, koska
polarisaatiovaraus on yhté todellista varausta kuin ”vapaa” varaus.
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3.3 Sidhkovuon tiheys

Edellé oletettiin eristeen polarisoituma P tunnetuksi. Todellisuudessa néin
ei yleensé ole, vaan polarisoituma syntyy vasteena ulkoiseen sdhkokenttéén.
Tarkastellaan yleistd tilannetta, jossa on eriste ja sen sisélld mahdollisesti
vapaita varauksia. Sovelletaan Gaussin lakia eristeen siséllé olevalla pinnalla
S, joka sulkee sisdénsd niin vapaat varaukset kuin polarisaatiovarauksenkin

fE.ndszl(Q+Qp) (3.15)
S €0

missd () = >_,_;n ¢ on vapaiden varausten summa ja
10y

Qp:/v(—V-P)dV:—jiP-ndS (3.16)

on polarisaatiovaraus. Téssé on implisiittisesti oletettu, ettd vapaat varauk-
set ovat pistemadisid. Jos eristeen sisélld olisi makroskooppisia johdekap-
paleita, niiden pinnoilta tulisi osuus polarisaatiovaraukseen @) p. Namé pin-
tatermit kuitenkin kumoutuisivat muutettaessa tilavuusintegraalit pintain-
tegraaleiksi (ks. RMC).

Saadaan siis

jé(eoE +P)-ndS=Q (3.17)

Siis vektorin D = ¢E + P vuo suljetun pinnan ldpi on sama kuin pin-
nan sulkemaan tilavuuteen sijoitettu nettovaraus. Tata vektoria kutsutaan
sdhkoévuon tiheydeksi tai sihkoiseksi siirtyméksi englanninkielisen termin
7electric displacement” mukaan. Sidhkévuon tiheydelld on sama SI-yksikko
kuin polarisoitumalla.

b

Kéyttéamalld jilleen divergenssiteoreemaa ja toteamalla, ettd @ = [}, pdV,
saadaan Gaussin laki eristeessi kirjoitetuksi differentiaalimuotoon

V-D=p (3.18)

misséd p on nyt ulkoisten varausten tiheys. Kokonaisvaraustiheys on p + pp.
Ulkoisia varauksia kutsutaan usein vapaiksi, mutta tdmé saattaa aiheuttaa
sekaannusta, silla eristeessé oleva ulkoinen varaus ei ole vapaa samassa mie-
lessé kuin johteen pinnalla oleva varaus. My6s ajasta riippuvissa tilanteissa
vapaiden ja ulkoisten varausten sekoittaminen toisiinsa voi johtaa virheisiin.

Sahkostatiikan peruslait on nyt siis puettu muotoon

V-D = p (3.19)
VXxE = 0 (3.20)

missé
D=¢E+P (3.21)
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Etuna tdssd on se, ettd ”vapaa” varaus on helpommin hallittavissa kuin
polarisaatiovaraus. Kuitenkin siahkokentté E on suure, joka loppujen lopuksi
halutaan médrittdd. Siksi on vield tunnettava rakenneyhtils P = P(E),
koska muuten yhteydestd D = ¢gE+P ei ole iloa. T&atéd ongelmaa késitelldan
seuraavaksi.

3.4 Dielektrisyys ja suskeptiivisuus

Séhkoinen polarisoituma aiheutuu sdhkokentéstd. Néiden vélinen riippuvu-
us ilmaistaan sihkoisen suskeptiivisuuden y(E) avulla

P = y(E)E (3.22)

X(E) méérdytyy véliaineen mikroskooppisesta rakenteesta, johon tutustu-
taan ldhemmin luvussa 10.

Yleisesti ottaen y(E) on tensori, jolloin polarisoituma ei valttdmétta
ole samansuuntainen kuin séhkokentté eli eriste voi olla epédisotrooppista.
Téllaisia véliaineita ovat esimerkiksi kiderakenteet, joissa epéisotropia ai-
heuttaa sdhkomagneettisen aallon etenemisesséd kahtaistaittavuudeksi kut-
suttavan ilmion. Téll6in eri tavoin polarisoituneet aallot taittuvat eri tavoin.
Kahtaistaittavuutta tapahtuu myo6s vapaista varauksista koostuvassa mag-
netoituneessa plasmassa.

Toinen ongelmakentté ovat epélineaariset viiliaineet, joissa x (E) on séhko-
kentén funktio, jolloin P riippuu sihkokentésté epélineaarisesti. Tamé il-
mio tulee yleensd vastaan vasta hyvin voimakkailla sdhkokentilld. Kaikissa
aineissa ei my0Oskéén ole suoraa relaatiota P:n ja E:n vililla. Ferrosihkoisisséa
aineissa on polarisoitumaa myos ilman ulkoista sdhkokenttdé. Tarkastellaan
tésséd kuitenkin vain isotrooppisia eristeité, joille x(E) on skalaari ja rajoitu-
taan vield lineaarisiin viliaineisiin, joille x on sdhkokentéistd riippumaton
vakio. Téllaista véliainetta kutsutaan myos yksinkertaiseksi viliaineeksi.
T&ll6in polarisoituman, sihkokentin ja sdhkdvuon tiheyden valilla vallitse-
vat rakenneyhtilot

P = yE (3.23)
D = ¢E (3.24)

misséd € = ¢y + x. Laadutonta suuretta

K=¢="=14+% (3.25)

€0 €0
kutsutaan viliaineen eristevakioksi, dielektrisyysvakioksi tai suhteelliseksi
permittiivisyydeksi. Aineen eristeominaisuudet eivit kuitenkaan salli kuin-
ka suuria sédhkokenttid hyvinsé, silld riittdvan suuri sdhkokentts ajaa elek-
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Taulukko 3.1: Eristeiden ominaisuuksia. Tésséd annettu ilman lapilyonti-
kestédvyys koskee kuivaa ilmaa, muissa oloissa arvo on pienempi. Lasin suh-
teellinen permittiivisyys vaihtelee kemiallisesta koostumuksesta riippuen.

aine suhteellinen lapilyonti-

permittiivisyys kestédvyys [MV/m]
akryyli 3.3 20
eboniitti 2.7 10
kuiva ilma 1.0006 4.7
lasi 5-10 15
kova paperi 5 15
eristyspaperi 5 30
posliini 5.5 35
tislattu vesi 81 30

troneja ulos molekyyleisté, jolloin aine alkaa johtaa sdhkoa. Téta rajaa kut-
sutaan aineen dielektriseksi vahvuudeksi. Taulukossa 3.1 on joidenkin tér-
keiden aineiden eristevakioita ja dielektrisid vahvuuksia. Ilma on sdhkéisesti
melkein tyhjo, siis hyvé eriste. Veden eristevakio on puolestaan suuri, mika
merkitsee vahvaa polarisoitumista ja siten kohtuullisen hyvéa sdhkonjohtoky-
kyé polarisoitumisvarausten kantamana.

3.5 Sihkokenttd rajapinnalla

Eristeet ovat usein paljon hankalampia késiteltavid kuin johteet. Hyvan joh-
teen ominaisuus on, ettd sen sisdinen sihkdkenttd on nolla ja kaikki varaus
kertyy pinnalle. Eristeet sen sijaan polarisoituvat ja erilaiset eristeet polari-
soituvat eri tavoin. Eristeongelmissa joudutaan usein tarkastelemaan kent-
tien ominaisuuksia eri eristeiden tai eristeiden ja johteiden rajapinnoilla.

Tarkastellaan seuraavassa tilannetta kahden yksinkertaisen (lineaarinen,
isotrooppinen, homogeeninen = LIH) eristeen rajapinnalla ja oletetaan ra-
japinta makroskooppisessa mielessd ohueksi. Téamé tarkastelu voidaan ulot-
taa myos epdhomogeenisiin eristeisiin, jos eriste voidaan kuvata eri eriste-
vakiolla varustettuina kerroksina. Toinen eriste voi olla myos tyhjo, jonka
permittiivisyys on ¢y eli K = 1. Merkitddn véliaineita indekseilld 1 ja 2
ja olkoon o pintavaraustiheys rajapinnalla. Tarkastellaan pienté sylinterin-
muotoista ”pillerirasiaa”, jonka kannet ovat eri véliaineissa (kuva 3.1).

Sovelletaan Gaussin lakia

j{D~ndS:D1~n1ASl+D2-n2ASQ—|— f D-ndS=0Q (3.26)

vaippa
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Kuva 3.1: ”Pillerirasia” kahden véliaineen rajapinnalla ja sdhkévuon tihey-
den ”taittumiskulmien” méaaritelma.

Oletetaan, ettd pillerirasian korkeus — 0. Téll6in integraali vaipan yli on
nolla ja pillerirasian sisélld oleva varaus on pelkki pintavaraus kertaa pinta-
ala ) = o AS, missd AS = AS; = AS,. Koska ny = —ns, voidaan kirjoittaa
reunaehto sihkévuon tiheyden normaalikomponentille

(D2 — Dl) ‘No =0 (327)
tai
Dy — Dy =0 (3.28)

Téarked erikoistapaus on ¢ = 0: Mikéli kahden eristeen rajapinnalla ei ole
ulkoista varausta, séhkévuon tiheyden normaalikomponentti on jatkuva ra-
japinnan lapi.

Huom. Koska eristeet polarisoituvat, ylldoleva tarkastelu on tehtéavi

nimenomaan sidhkévuon tiheydelle, ei sihkokentélle.

Myos sihkostaattiselle kentélle 16ytyy reunaehto rajapinnalla. Koska E =
—Vp, niin viivaintegraali

?{E dl=0 (3.29)

pitkin mitéd tahansa suljettua silmukkaa. Sovelletaan téta suorakulmaiseen

silmukkaan ABCD eristeiden rajapinnalla. Olkoot rajapinnan suuntaiset

sivut AB ja C'D kumpikin eri véliaineessa ja pituudeltaan Al. Viliaineesta
toiseen kulkevat sivut BC' ja DA oletetaan hévidvin lyhyiksi. Talloin

j{E-dI:(Eg—EI)-Alzo (3.30)

By = By (3.31)

eli sihkokentén tangentiaalikomponentti on jatkuva rajapinnan yli. Taméa
tulos on voimassa riippumatta mahdollisesta pintavarauksesta.
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Lasketaan sitten vektorin D taittuminen rajapinnalla tapauksessa o = 0.
Olkoon o7 "rajapinnalle tulevan” vektorin D; ja ni:n vélinen kulma ja as
"rajapinnalta lahtevdn” vektorin Ds ja ng:n vélinen kulma. Koska viliaineet
on oletettu yksinkertaisiksi, niin

Dy = KqeoE1y 3 Doy = Koegbgy (3.32)

Talloin
tanag Dy Din _ Koegbyy Ky €

tana; Do, Dy KBy K1 €

(3.33)

Séhkovuon tiheysvektori taittuu siis poispéin normaalin suunnasta mentéies-
sé pienemmasté eristevakiosta suurempaan eristevakioon. Tamé on selvésti
sukua aaltojen taittumiselle eri viliaineiden rajapinnalla, johon tutustutaan
ldhemmin luvussa 12.

Tarkastellaan sitten potentiaalin reunaehtoa rajapinnalla. Oletetaan jél-
leen 0 = 0, jolloin Dy, = Dy,. Téastéd seuraa KoegFEo, = KiegE1,. Koska
E, = —0¢/0n, tulee reunaehdoksi

Opa 1
Ko—= = K{—/— .34
2 on Von (3.34)

Téamaén liséksi ¢ on jatkuva reunan yli. Tam& ndhdé&én tarkastelemalla kahta
pistettd r1 ja ro reunan molemmin puolin. T&ll6in

ra
/ E-dr=p; — o2 —0 (3.35)
T

kun r; ja 7o ldhestyvit toisiaan eri puolilta rajapintaa sillid fysikaalisella
oletuksella, ettd sihkokenttd on &dérellinen rajapinnalla.

Eristepallo sihkdkentissi

Yksinkertaisessa véliaineessa (LIH) D = €E, joten V - E = p/e. Siis ainoa
muodollinen ero edellisten lukujen késittelyyn on korvata ey — €. Useissa
kiytinnon ongelmissa eristeessi ei ole ulkoista varausta, joten V2 = 0 koko
eristeessi. Tarkastellaan esimerkking a-séteistéd eristepalloa homogeenises-
sa sdhkokentédssd Eg. Ratkaisumenetelmi on samanlainen kuin johdepal-
lon tapauksessa. Valitaan alkuperédinen séhkokenttd z-akselin suuntaiseksi
E¢ = Epe,, joten tdmén potentiaali on jélleen p = —FEprcosf ja tdmén
on oltava ratkaisu kaukana pallosta. Asetetaan pallo origoon ja todetaan,
ettd tilanne on aksiaalisymmetrinen z-akselin suhteen: dp/0¢ = 0 = ¢ =
©(r,0). K on vakio eristeessi ja € = €y muualla. Systeemissé ei ole vapai-
ta varauksia, joten p = 0 kaikkialla ja Laplacen yht#dl6 on voimassa niin
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eristeesséd kuin sen ulkopuolellakin. Kirjoitetaan Laplacen yhtélon ratkaisu
jélleen vyohykeharmonisten funktioiden sarjana (2.90)

o(r,0) = Z (Anr" + Bnr_("+1)) P, (cos @) (3.36)

n=0

Merkitdén termejd pallon ulkopuolella (r > a) indeksilld 1 ja sisdpuolella
(r < a) indeksilla 2. Eta#lla pallosta ratkaisu ldhenee alkuperéistd potenti-
aalia —Egr cos @, joten pallon ulkopuolella

A, =0, kunn>2; Ay = —Ey

o1 = Z Blnr_(”H)Pn(cos 0) — Egr cos 6 (3.37)
n=0

Pallon sisélla potentiaalin on oltava #arellinen origossa, joten kaikki ker-
toimet By, ovat nollia ja sisdratkaisu on muotoa

@2 =Y Agnr"Ppy(cos ) (3.38)

n=0

Kaytetdan sitten potentiaalin reunaehtoja rajapinnalla. Ensinnékin poten-
tiaalin on oltava jatkuva ¢1(a,0) = pa(a,0)

=

B B B
—Epacosf + —2 4 %cos0+ %Pg(cose) +...
a a a

= Ay + Asjacosf + Agpa®Py(cos ) + ... (3.39)
Toisaalta potentiaalin derivaatalle on reunaehto

0p1(r,0)

or

L 0pa(r,0)
=K or

r=a
josta seuraa

BIO 2311 3312

—F 0— — 0 P, 0)+...
0 COS 2 T g cost+— »(cos 6) +

= KAy cosf+ 2KA22CLP2(COS 9) + ... (3.40)

Koska Legendren polynomit muodostavat ortonormaalin kannan, kunkin P,-
termin taytyy toteuttaa yhtdlot erikseen. Nyt molemmat yhtilot (3.39) ja
(3.40) toteutuvat vain jos Ag, = 0 ja By, = 0 kaikilla n > 2. Yhtélon (3.40)
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ainoa cos f:sta riippumaton termi on By = 0, joka sijoitettuna yhtaloon
(3.39) antaa Agy = 0 ja jiljelle ja& yhtalopari

B
~Eoa+—5 = Asa (3.41)
a
2B
_Fy— 311 = KAy (3.42)
a
joiden ratkaisuna saadaan
3Ey K-1 3
Aoy — — - Bj1=—_F, 3.43
AT K 2 TN T Ko (343)

Kaiken kaikkiaan ratkaisu pallon ulkopuolella on

K—-1da
@1(7‘, 9) = — (1 — K——|-2 ﬁ) E{]'I" cos (344)
ja pallon sisélla
(r, ) 5 Fyrcos S g (3.45)
r,0) = ——FEyrc =——Fyz .
2.7, K12 07 COS K12 0

Nyt pallon sisélld on vakiosdhkokentta

3

E,2=——E
2 K—I—2O

(3.46)
ja juuri tdmé& on erona johdepalloon, jossa varaukset jakautuvat pinnalle
siten, ettéd pallon sisilld ei ole sdhkokenttédd lainkaan. K > 1, joten kentté
eristeen sisdlld on pienempi kuin ulkopuolella. Jos eriste olisi ilmaa, pallon
kentta olisi miltei sama kuin alkuperéinen kentté. Jos eriste on jonkin verran
sihkod johtavaa vetti (K = 80—90), on pallon sisikenttd muutama prosentti
ulkopuolisesta kentésté.

Kenttien D ja E ero nidkyy kuvasta 3.2. Sdhkévuon tiheydelld ei ole
lihteita, vaan kaikki kenttéviivat jatkuvat pallon ldpi. Sitdvastoin polari-
soitumisesta johtuva pintavarauskate aiheuttaa sen, ettd sdhkokentélld on
ldhteitd ja nieluja pallon pinnalla ja osalla kenttéviivoista pdd on pallon
pinnalla. Tdmé&n seurauksena kenttéiviivat eivit myoskéadn ole kohtisuorassa
pallon pintaa vastaan. Tamé& osoittaa, ettd polarisaatiovarauksen kutsumi-
nen "néennéiseksi” on kyseenalaista.
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Kuva 3.2: Eristepallo ulkoisessa sdhkokentésséd. Vasemmalla sdhkdvuon ti-
heyden kenttéviivat, oikealla sdhkdkentén kenttaviivat.
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Luku 4

Sihkostaattinen energia

Esitiedot KSII luku 2, osa 2.10; oppimateriaali RMC luku 6 ja CL luku 5.

Voiman, tyon ja energian késitteet ovat keskeisié kaikessa fysiikassa. Mit-
taamme sdhko- ja magneettikenttid voimavaikutuksen kautta. Kun voima
vaikuttaa varaukselliseen hiukkaseen, se tekee tyotéd ja hiukkasen energia
muuttuu. Samoin kuin mekaniikassa, myos elektrodynamiikassa energia voi-
daan jakaa liike- ja potentiaalienergiaan. Sihkostaattinen energia on potenti-
aalienergiaa. Kun varaus ¢ siirtyy pisteestd A pisteeseen B sidhkostaattisessa
kentéssé, kentta tekee tyon

B B B
W:/ F-dl:q/ E-dl:—q/ Vp-dl=—q(ep —pa) (4.1)
A A A

Tyo6n ja energian Sl-yksikko on joule (J), joka on sama kuin wattisekunti
(Ws). Ylldolevan tarkastelun mukaan tyd on my6s varaus kertaa sdhkoinen
potentiaali, jonka yksikké on CV tai elektronivoltti (eV). Koska elektronin
varaus on 1.6022- 107 C, on 1 eV = 1.6022 - 10719 J.

4.1 Varausjoukon potentiaalienergia

Varausjoukon sidhkostaattisella energialla ymmérretddn systeemin potenti-
aalienergiaa verrattuna tilanteeseen, jossa kaikki varaukset ovat ddrettémén
kaukana toisistaan. Energia saadaan laskemalla yhteen tarvittava tyo, kun
kukin varaus tuodaan kerrallaan paikalleen tarkasteltavana olevaan varaus-
joukkoon. Koska alunperin tarkasteltavassa systeemissé ei ole varauksia, en-
simméinen ¢; varaus voidaan asettaa pisteeseen ri ilman tyotd, Wi = 0.
Toisen varauksen ¢z tuominen tédmén ldhelle merkitsee tyontekoa voimaa
F=qry/ 47r60]7“1\3 vastaan, joten varauksen sijoittamiseksi pisteeseen ro on

tehtédva tyota
q1492

- 471'607"21

(4.2)
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Kolmannelle varaukselle

q1 q2
Wa = 4.3
3 1 (47‘(’607“31 + 471'607“32) ( )

ja niin edelleen kaikille N kappaleelle varauksia. Koko systeemin sédhkostaat-
tinen energia U saadaan yhteenlaskulla

al Y S g
U=>» W, = L= (4.4)

Summaus voidaan jirjestdd uudelleen muotoon

N
U=y 3 (3 ) (@5)

=\ dmeork

missd merkintd > merkitsee etté termit j = k jitetéisin pois. Tama voidaan
ilmaista varaukseen j vaikuttavien kaikkien muiden varausten potentiaalin

N
r 4k
- L 4.6
¥i kZ::l dmeor g, ( )
avulla:
1N
U=32. 4% (4.7)
j=1

4.2 Varausjakautuman sihkostaattinen energia

Tarkastellaan seuraavassa jatkuvia tilavuus- ja pintavarausjakautumia. Osan
varauksista oletetaan olevan johteiden pinnalla ja liséiksi systeemissé saa olla
eristeitéd, mutta ne on oletettava lineaarisiksi. Syy tdhén on, etté epélineaa-
risilla eristeilla varaussysteemin kokoaminen riippuu tiesté, jota pitkin va-
raukset tuodaan ddrettomyydesté tarkastelualueeseen.

Oletetaan, ettd olemme jo koonneet osan systeemistéd. Talloin uuden
varauselementin d¢ tuominen nollapotentiaalista systeemiin vaatii tyon

SW = ¢'(r)dq (4.8)

Kokonaisty6 ei riipu tavasta, jolla varaukset tuodaan paikoilleen. Voimme
ajatella, ettd kaikkia varauksia siirretdan vuorotellen véhén kerrallaan, ja
merkitaan kullakin hetkelld osuutta koko matkasta «:lla. Mielivaltaisella het-
kelld varausjakautumat ovat siis ap(r) ja ao(r) ja siirrokset ovat dp = p(r)da
ja 00 = o(r)da. Lopullinen energia saadaan integroimalla

U= /01 da/vp(r)cp’(oz;r) alV+/01 da/sa(r)cp’(oz; r)dS (4.9)
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Kaikki varaukset ovat joka hetki saman suhteellisen etéisyyden pédssé lop-
ullisesta sijoituspaikastaan, joten ¢'(a;r) = agp(r), missi ¢(r) on lopullinen
potentiaali pisteessd r. Tamén avulla a-integrointi on laskettavissa ja

2/ p(r)p(r)dV + = / (4.10)

Téssé tilavuuden V' tédytyy olla niin suuri, ettd se pitdéd sisdllddn kaikki
ongelman varaukset.

Jos koko (tarkasteltava) tila on eristettd, jonka permittiivisyys on e,
saadaan potentiaali laskemalla

1 p(r) dV’ 1 o(r)ds

= 4.11
P () vame [v—r/| ' Jsdme [r—1/| (411)

Jos taas systeemisséd on useita erilaisia eristeitd, on huomioitava oikeat reu-
naehdot rajapinnoilla.

Johdekappaleet on kéytannollistéd késitelld erikseen, silld niiden varaus
on kokonaan pinnoilla S; ja johteen potentiaali on vakio:

1 1
U= 5/5 opdS = Engpj (4.12)

J

Varausjakautuman sdhkostaattinen energia on kaiken kaikkiaan
=3 [oeav+3 [ovds+2Y Qe (4.13)
=3 VP(P 5 SU @ ) ; P .

missé viimeinen termi on summa yli kaikkien johdekappaleiden ja pintain-
tegraali on rajoitettu eristeiden pintoihin. Energian lausekkeen voi péételld
myds suoraan yleistdmaélld luvun 4.1 diskreettien varausjakautumien tulok-
set jatkuville jakautumille.

Huom. Koska johdekappaleen pinnalla on suuri mé&#rd varauksia, ei
johdekappaleita summattaessa kappaleen omaa osuutta (itseisenergiaa) voi-
da jattda huomiotta, kuten tehtiin yksittdisten varausten tapauksessa edel-
lisessd jaksossa. Pistevarausten itseisenergia voidaan jattad huomiotta makro-
skooppisissa tarkasteluissa, mutta aikoinaan formuloitaessa kvanttitason elek-
trodynamiikkaa téstéd aiheutui ongelmia.

4.3 Sidhkostaattisen kentin energia

Edelldoleva tarkastelu edellyttéaéd potentiaalin tuntemista koko systeemissé.
Usein tunnetaan kuitenkin tavalla tai toisella itse siéhkokenttd ja halutaan
madrittdd sen sihkostaattinen energia.
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Varaustiheydet voidaan ilmaista sdhkovuon tiheyden avulla seuraavasti.
Eristeissd p = V - D ja johteiden pinnalla ¢ = D - n. Téll6in

1 1
U:f/g0V~DdV+f/<pD~ndS (4.14)
2 v 2 Js

Tilavuusintegraali lasketaan alueessa, jossa V - D # 0 ja pintaintegraali on
johteiden pintojen yli. Muotoillaan tilavuusintegraalin integrandia kirjoit-
tamalla pV-D =V (¢D) — D - V. Téssd oikean puolen jialkimmé&inen
termi on +D - E ja ensimmaéisen termin tilavuusintegraali voidaan muuttaa
Gaussin lauseen avulla pintaintegraaliksi, jolloin saadaan

_! ¢D-n’ds+1/D.Edv+1/ng.nds (4.15)
2 Js+s 2 Jv 2Js

Téssé pinta S + S’ on koko tilavuutta V rajoittava pinta, joka muodostuu

johteiden pinnoista S ja tilavuuden V ulkopinnasta S’. Molemmissa tapauk-

sissa n’ osoittaa ulospéiin tilavuudesta V. Viimeisen integraalin n puolestaan

osoittaa johdekappaleista ulospéin eli tilavuuden V siséddn. Néinollen inte-

graalit johdekappaleiden yli kumoavat toisensa.

Osoitetaan vield, ettd pinnan S’ yli otettava integraali hiviii, kun pin-
ta viedsdn kauas varausjakautumasta. Kaukana ¢ oc 1/r ja D(r) o 1/72.
Olkoon nyt S” pinnan S’ sisdénsi sulkeva R-séiteinen pallo. Téllsin on ole-
massa darellinen suure M, jolle

1 M ArR?M 1
—pD-n'd </—d =————x—=—0 4.1
5/290 n S'— S”""g S R3 O(R_> ( 6)
kun R — oo. Niinpé energiaksi jaa
1
U= f/ D -EdV (4.17)
2 Jv

Téssé V on koko avaruus siséltéden myos johdekappaleet, joiden sisélla E = 0.
Lausekkeen integrandi on sdhkdstaattinen energiatiheys

1
u = §D ‘E (4.18)
Koska on oletettu lineaarinen véliaine, tdmé voidaan kirjoittaa
1 1 D?
— ZeE?=_-2__ 4.19
YT T o (4.19)

Huom. Sovellettaessa tétéd formalismia systeemiin, jossa on pistevarauksia,
niiden d#reton itseisenergia on vidhennettdva eksplisiittisesti.

Toinen tapa johtaa tulos (4.18) on esitetty yksityiskohdittain CL:n jak-
sossa 5.2. Siind ldhdetaén liikkeelle varausjakautumasta p(r) ja oletetaan
sithen pieni héirié dp. Hairioon liittyy tyo

5U = /V 5p(r)p(r) dV (4.20)
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ja siirtymékenttd 0D, jolle V-(dD) = Jp, joten osittaisintegroimalla lauseket-
ta (4.20) saadaan

5U = / (V- 5D)pdV :/ E.sDdV (4.21)
1% 1%
Nyt voidaan kirjoittaa muodollisesti
D
U:/dv/ E- 6D (4.22)
1% 0
missé integrointi D:n suhteen riippuu integroimistiesté. Yksinkertaiselle véli-

aineelle

E 6D =- §(E-D) (4.23)

| =

U:l/E-de (4.24)
2 Jv

Téssé johdossa on oletettu, etté tarkasteltava systeemi on mekaanisesti jayk-
k&, mikad viittaa siihen, ettd yksinkertaisellekin viliaineella energiatiheyden
lauseke (4.18) on vain approksimaatio. Epélineaarisille viliaineille energia
on laskettava suoraan lausekkeesta (4.22). Tama4 liittyy hystereesi-ilmioon,
johon tutustutaan ldhemmin luvussa 10.

4.4 Sahkokentan voimavaikutukset

Sahkokenttd médriteltiin alunperin operatiivisesti sen voimavaikutuksen
kautta. Toisaalta olemme oppineet madrittdméadn varaussysteemin sahko-
staattisen energian. Tarkastellaan nyt, kuinka téstd energiasta voidaan joh-
taa sdhkokentdn voimavaikutus. Oletetaan systeemi eristetyksi ja kaikki
sen energia sidhkostaattiseksi energiaksi. Voiman F tekemi tyo systeemin
pienessé siirroksessa dr on

dW =TF - dr (4.25)

Koska systeemi on eristetty, tdmé tyo on tehtdva sdhkostaattisen energian
U kustannuksella
dW = —dU (4.26)

Niistd seuraa, ettd voima on energian gradientin vastaluku
F=-VU (4.27)

Jos voima puolestaan kiertdd systeemis kulman d@ verran (vrt. vékipyord),
tehty tyo on
dW =1 -d@ (4.28)



52 LUKU 4. SAHKOSTAATTINEN ENERGIA

missd T on viadntdmomentti, joka saadaan siis energian negatiivisena gradi-
enttina kiertyméakulman suhteen

ou

Koska systeemi on eristetty, gradientit lasketaan olettaen varaus @) vakioksi.

Kaytdnnossd mielenkiintoiset sihkostaattiset systeemit eivit useinkaan
ole eristettyjd, vaan muodostuvat esimerkiksi johdekappaleista, jotka pi-
detdén kiintedssd potentiaalissa ulkoisen energialdhteen avulla. Siirtykéon
osa systeemistéd jédlleen sdhkoisten voimien vaikutuksesta. Nyt

AW = dW, — dU (4.30)

misséd dW} on paristosta peréisin oleva tyo. Johdekappaleiden energia on
U = (1/2) Y ¢;Q;. Koska ulkoinen paristo pitd4 johdekappaleet samassa
potentiaalissa saadaan

1
dU = 3 > idQ; (4.31)
J

Toisaalta paristosta saatava ty6é on yhtd suuri kuin ty6, joka tarvitaan siir-
tdmédn varauksen muutos d(@); nollapotentiaalista johdekappaleen potenti-
aaliin

AWy =) 9;dQ; (4.32)
J
joten
dWy = 2dU (4.33)
eli nyt voima on
F=(VU), (4.34)

missé alaindeksi ¢ viittaa siihen, ettd ulkoinen energialdhde pitéé johdekap-
paleiden potentiaalit vakioina siirroksen dr ajan.

Esim. Levykondensaattorin sisilld olevaan eristepalkkiin vaikutta-
va voima

Olkoon kondensaattorin levyjen sisilld koko kondensaattorin tdyttavéa eris-
tepalkki (kuva 4.1), jonka permittiivisyys on e. Kondensaattorin levyjen
etdisyys on d, niiden pituus L ja leveys w. Ulkoinen virtalihde pitda kon-
densaattorin jannitteen vakiona Ap. Lasketaan, kuinka suuri voima yrittdi
vetéd palkkia kondensaattoriin.

Kondensaattorissa on seké ilmassa etté eristeessi sama sihkokenttd £ =
Ap/d (HT: miksi?), joten sen energiasisiltd on

1
U=— / eE?dV (4.35)
2Jv
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A
FTFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF T

A
\

Kuva 4.1: Eristepalkki levykondensaattorin sisilla.

jattamalla kondensaattorin reunaefektit huomiotta. Systeemin energia ku-
van tilanteessa on

U) = ¢ (ﬂ)Q wad + 2 (%Y w(L — 2)d (4.36)

Voima 5 )
U e—e€ A K-1
Ox 2 d 2
osoittaa kasvavan x:n suuntaan vastustaen ulosvetdmistad (HT: miten tdmén
voi selittéé eristepalkkiin indusoituvien varausten avulla?).

eoE*wd (4.37)

Mainitaan lopuksi, ettd sihkokentéin voimavaikutukset voidaan laskea
tyylikkdasti Maxwellin jannitystensorin avulla. Siihen perehdytdén luvussa
9.



54

LUKU 4. SAHKOSTAATTINEN ENERGIA



Luku 5

Staattinen magneettikentta

Té&ssd luvussa tustustutaan tasavirtoihin ja niiden aiheuttamiin magneet-
tikenttiin (RMC luvut 7 ja 8, CL luku 6; esitiedot KSII luvut 5 ja 6).

5.1 Siahkovirta

Nykyaikana sdhkévirta lienee tutumpi ilmio kuin sdhkévaraus. Todellisuu-
dessa sdhkovarauksia ja -virtoja ei oikeastaan voi kasitelld erikseen. Edel-
lisissé luvuissakin sdhkovirta on ollut implisiittisesti esilld monta kertaa.
Kun varaukset jarjestaytyvéit johdekappaleen pinnalle, systeemissd kulkee
virtaa ja kuinkapa muuten kuin sahkovirran avulla paristo pystyy pitdmé&an
edellisen luvun viimeisessé esimerkissé kondensaattorin jannitteen vakiona.
Samoin termit ”johde” ja "eriste” viittaavat kappaleiden kykyyn kuljettaa
sdhkovirtaa.

Tarkastellaan joukkoa varattuja hiukkasia, joiden varaus on ¢, lukumééa-
riatiheys on n ja nopeus v. Sdhkovirta I mééritelliin annetun pinnan l&pi
aikayksikosséd kulkevan varauksen méarané

dQ
I=— 5.1
o (5.1)
Olkoon dS jokin pintaelementti. Sen lapi kulkeva virta on
dlzw:pv-ndS:J-dS (5.2)

misséd J on virrantiheys.

Sahkovirran SI-yksikko on ampeeri A = C/s. Virrantiheys on virta pinta-
alan lipi, joten sen yksikké on A/m2. Sl-yksikoissd sidhkovirran yksikko
otetaan perussuureeksi ja kaikki muut sédhkoéiset yksikot voidaan ilmaista
ampeerin, metrin, kilogramman ja sekunnin avulla.

95
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Virrantiheys on samankaltainen vuosuure kuin sdhkévuon tiheys D tai
pian maédriteltiva magneettivuon tiheys B. Fysikaalinen vuo tarkasteltavan
pinnan lipi saadaan integroimalla vuon tiheys pinnan yli.

5.1.1 Jatkuvuusyhtilo

Virrantiheys ja séhkovaraus liittyvét ldheisesti toisiinsa. Tarkastellaan sul-
jetun pinnan S lépi alueeseen V' tulevaa virtaa (n osoittaa ulospéin)

——%J-ndS:—/V-JdV (5.3)
S 1%

Téamén taytyy olla yhté suuri kuin varausten tilavuuteen V tuoma séhkévirta

dt dt/ pav (54)

Oletetaan tilavuus kiinteédksi, jolloin aikaderivaatta voidaan vieda integraalin
sisédn. Koska p on seké ajan ettd paikan funktio, kokonaisderivaatta muut-

tuu osittaisderivaataksi 5
I= / P av (5.5)

joten
dp B
/(af+v;0dv_o (5.6)

Koska tdmén taytyy olla voimassa kaikilla tilavuuksilla, saamme virralle
jatkuvuusyhtdlén

Pyv.a= (5.7)

Mikaéli varaustiheys on ajasta riippumaton eli V -J = 0, sdhkévirralla ei ole
ldhteita tai nieluja ja siten kaikki virtaviivat sulkeutuvat. Téllaista virtausta
kutsutaan stationaariseksi.

Huom. Jatkuvuusyht&lé on suora seuraus kokonaisvarauksen séilymis-
laista eiki edellyté kiinte#in tilavuuden tarkastelua (yleisempi johto: CL 6.1).

5.1.2 Ohmin laki

On kokeellinen tosiasia, ettd vakioldmpotilassa olevissa metalleissa sdhkovirta
riippuu lineaarisesti sdhkokentésta

J=0E (5.8)

Téatd yhtaloda kutsutaan Ohmin laiksi ja verrannollisuuskerrointa o joh-
tavuudeksi.
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Huom. Kaytdmme sihkonjohtavuudelle yleisen tavan mukaan samaa
symbolia kuin aiemmin pintavaraukselle. RMC valttda tdmén merkitsemalléd
johtavuutta g¢:114 ja KSII puolestaan ~:lla. ¢ on kuitenkin kirjallisuudessa
yleisin merkinté ja jos joudumme jossain kirjoittamaan molemmat suureet,
eroteltakoon ne sielld vaikkapa kirjoittamalla pintavaraukselle og. Jélleen
on térke#d oppia lukemaan yhtildiden takana olevaa fysiikkaa eiki niinkain
opetella kaavoja ulkoa!

Lineaarinen Ohmin laki on voimassa tavallisille aineille, ellei sihktkentta
ole kovin suuri. Se ei kuitenkaan ole samanlainen fysiikan peruslaki kuin
Maxwellin yhtalot, vaan samantapainen rakenneyhtélo kuin D = €E, jon-
ka yksityiskohtainen muoto ja jopa olemassaolo riippuvat véliaineen omi-
naisuuksista. On myo6s olemassa epélineaarisia véliaineita, missé o on sdhko-
kentén ja mahdollisesti my6s magneettikentén funktio. Jos sdhkikenttd on
riittdvan suuri, niin véliaine kuin véliaine alkaa kidyttiytyéd epédlineaarisesti.

Johtavuuden kédnteislukua n = 1/0 kutsutaan ominaisvastukseksi
eli resistiivisyydeksi. MyGs sen merkintéd vaihtelee kirjallisuudessa. Nyt on
térkedd oppia tekemééin ero ”ominaisvastuksen” (engl. resistivity) ja ”vas-
tuksen” (resistance) vililli. Johtavuuden SI-yksikko on [o] = (A/m?)/(V/m)
= A/(Vm), joten ominaisvastuksen yksikoksi tulee Vi /A. Toisaalta V/A on
tuttu vastuksen yksikkd ohmi (€2), joten ominaisvastuksen yksikké on Qm
ja johtavuuden Q~'m~! = S/m, misss on otettu kiyttéon yksikko siemens.
Siemensin sijasta ohmin ké&nteislukuna esiintyy kirjallisuudessa usein mho.
Taulukossa 5.1 on annettu joidenkin hyvien johteiden resistiivisyyksia.

Tarkastellaan sdhkovirran ja jdnnitteen vélistd relaatiota ohuessa ho-
mogeenisessa suorassa virtajohdossa, jonka péiden vélilld on jénnite Agp ja
jonka johtavuus on o. Johteessa on sdhkokentté, joka saadaan integraalista

Np = /E-dl (5.9)

Sahkokentélla ei voi olla komponenttia kohtisuorassa johtoa vastaan, koska
tdma aiheuttaisi jatkuvan sdhkovirran joko johtoon tai siitd pois ja johdon
pinnan varautumisen. Koska systeemi on homogeeninen ja suora, sihkokentta
on sama koko johdossa, joten

Ap = El (5.10)
missé [ on johdon pituus. Ohmin lain mukaan johdossa kulkee virta, joka
mielivaltaisen poikkileikkauspinta-alan A lépi on

A
I:/J-ndS:JA:JTAcp (5.11)
A

ja olemme l6yténeet sihkovirran ja jdnnitteen vélisen Ohmin lain. Verran-
nollisuuskerroin on vastus (resistanssi) R = [/(cA), jonka SI-yksikko on siis
ohmi.
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Taulukko 5.1: Aineiden resistiivisyyksia. Johtavuus on resistiivisyyden kdan-
teisluku. Vertailun vuoksi mainittakoon, ettd taulukossa 3.1 lueteltujen eris-
teiden resistiivisyydet ovat tyypillisesti suurempia kuin 108Qm. Vesi on
poikkeus, silld sen resistiivisyys on noin 5000 Qm, joten sitd voidaan pitéa
my0s johteena.

aine resistiivisyys

1078 Qm
alumiini 2.65
grafiitti 1375
hopea 1.59
konstantaani 50
kulta 2.35
kupari 1.67
nikkeli 6.84
rauta 9.71
sinkki 5.92
volframi 5.68

Tamén avulla voimme johtaa koulufysiikasta tuttuja relaatioita, kuten
tyon, jonka sdhkokenttd tekee siirtdessédén varauksen () potentiaalieron U
lipi: W = QU ja sitd vastaavan tehon P = UI = RI? = U?/R. Témin
tehon sanotaan hévidvin materiaalin Joulen ldmmityksené.

5.1.3 Stationaariset virtaukset

Ohmin laki on siis rakenneyhtild kuten E:n ja D:n vilinen relaatio. Analogia
menee pidemmallekin. Stationaarisen virtauksen jatkuvuusyhtdlo V -J =0
on samaa muotoa kuin V - D = 0, miké yksinkertaisen viliaineen tapauk-
sessa on muotoa V - E = 0. Niinp4 stationaarisen sdhkévirran virtavii-
vat voidaan ratkaista ratkaisemalla Laplacen yht&ld samoilla menetelmélla
kuin edellisissé luvuissa. Ensin on etsittdvéa sopivat reunaehdot virrantihey-
delle. Tarkastellaan esimerkkiné johdetta, jossa on pitké sylinterinmuotoinen
reikd. Sahkovirran on epéilemiéitta kierrettdva tdma este jotenkin.

Merkitéén sylinterié (sisdalue) alaindeksilld ¢ ja johdetta (ulkoalue) alain-
deksilla u. Koska V - J = 0 reunaehdoksi saadaan J,, = J;,, eli

Oig~ = Oup (5.13)
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sylinterin pinnalla r = a. Toisaalta potentiaali on jatkuva, joten

wula,8) = ¢i(a,d) (5.14)
Kaukana sylinteristd virta on héiriintyméton, joten

¢ =—FEgrcosf kunr — oo (5.15)

Tehdaén ratkaisuyritteet (vrt. luku 2.9.3)

p; = Ajrcosf (5.16)
0
Yy = —FEgrcos+ By s (5.17)
r
Yritteessé ei ole sin f-termeja symmetrian ¢(0) = —p(m — 6) vuoksi (HT:

misté téllainen symmetria tulee?). Nyt reunaehdot antavat

0
Ajjacos = —FEpacosf + By cos (5.18)
a
B 0
o;A;1cos = oy (—Eo cosf — M(;OS’) (5.19)
a
Saadaan kertoimet A;; ja By
—20,Fo
Ay = —2= 5.20
i O+ 0y ( )
By = 22" %Eq? (5.21)
o + 0y

ja ongelma on ratkaistu.

Tarkastellaan vield tilannetta, jossa reikéd on niin hyvé eriste, etté kaikki
virta kiertéd sen. T&lloin o; — 0. Sijoittamalla tdmé potentiaalin lausek-
keeseen, laskemalla sihkokenttd ja kdayttaméilla Ohmin lakia saadaan virran
lauseke

2

J:JO—JOCL

5 (cosf e, +sinb ey) (5.22)
r

Séhkovirran virtaviivat kiertdvit esteen siististi. Ongelma on analoginen
kokoonpuristumattomassa nestevirtauksessa (V - V = 0) olevan sylinterin-
muotoisen virtausesteen kanssa. Laplacen yhtdlon ratkominen on varsin yleis-
pétevd menetelma fysiikassa (Feynman lectures, osa 2, luku 12-1: ” The same
equations have the same solutions”.).
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5.2 Magneettivuon tiheys - Biot’n ja Savartin laki

Magnetismin olemassaolo on tunnettu kauan, mutta sen yhteys sdhkdon
loytyi vasta vuonna 1820, kun Orsted havaitsi, ettid sihkovirta aiheuttaa
magneettikentdn. Magneettikentéin fysikaalinen mééritteleminen tehddén voi-
mavaikutuksen kautta samaan tapaan kuin sihkokentian méaérittely.

Pian @rstedin kerrottua havainnoistaan, ettéd sdhkovirta aiheuttaa mag-
neettikentdn, Ampére julkaisi mittaustuloksensa, joiden mukaan kahden vir-
tasilmukan, joissa kulkee virrat I; ja Is, vililld vaikuttaa voima, joka nyky-
merkinnéilld on

my= By ) el o) (5.23)
4 c1Je2 lrg — 1|

T&m4 on siis virtasilmukkaan 2 vaikuttava voima (vrt. Coulombin laki). Kos-
ka Sl-yksikoissi mé##ritelldsin po/4n = 1077 N/A2 timin voiman mit-
taus varsinaisesti méérittelee ampeerin, josta saadaan coulombi ja muut
sihkoopin SI-yksikot.

Voiman lauseke voidaan kirjoittaa muodossa

F2 = Igf dlg X B(I‘Q) (524)
C2
missé il ( )
Ko 1 X (rg—1r
B =—1 _— = 5.25
(r2) = 1}21 211 (5.25)

on silmukan C1 synnyttdm& magneettikenttd (oikeammin magneettivuon
tiheys) pisteessi ra, joka on silmukassa C2. Tétd kutsutaan Biot’n ja
Savartin laiksi tai myos Amperen ja Laplacen laiksi (kunnia kuulunee
kaikille). Se voidaan yleistdd virtasilmukoista viliaineessa olevalle virranti-
heydelle korvaamalla I dl — JdV ja korvaamalla lenkki-integraali tilavuus-
integraalilla. Integrandi on tietenkin nollasta poikkeava vain siind alueessa
missé J # 0. Siis

o J(I‘l) X (I‘Q — I’1)
B = = 2
(r2) 47 /V vy — ;|3 Wi (5.26)

Naiin voimme laskea magneettikentédn mielivaltaisesta virtajakautumasta sa-
maan tapaan kuin staattisen sihkokentén annetusta varausjakautumasta.

Kokeellinen tosiasia on, ettéd kaikki magneettikentét voidaan antaa vir-
tajakautumien avulla. Nyt ndhddén suoraviivaisella laskulla (HT), etté

V-B=0 (5.27)

joka on Coulombin lain jilkeen toinen laki Maxwellin yhtéloiden joukossa
ja ilmaisee, etté ei ole olemassa erillisii kentdn B ldhteitd tai nieluja eli
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Ay
8 X (rrry/
Mo,
a
0
Y > >
<>
' dx X

Kuva 5.1: Suoran virtajohtimen aiheuttaman magneettikentdn laskeminen.

magneettisia napoja (magneettisia monopoleja). Tamé merkitsee myos sité,
ettd magneettikentén kenttéviivoilla ei ole alku- eiké loppupéété vaan kaikki
kenttaviivat sulkeutuvat.

On syyté korostaa, ettd magneettikentén lahteettomyys on puhtaasti ko-
keellinen laki eik sille ole mitéan teoreettista tai matemaattista valttamat-
tomyyttéa. Itseasiassa modernit sdhkoisté, heikkoa ja vahvaa vuorovaikutusta
yvhdistavit yhtenéiskenttédteoriat mahdollistavat magneettisten monopolien
olemassaolon. Ne voidaan periaatteessa ottaa mukaan klassiseenkin elektro-
dynamiikkaan kirjoittamalla V - B = p,,, misséd p,, on magneettinen va-
raustiheys, mutta tdhén ei ole mitéén syyté, koska emme havaitse monopo-
lien vaikutuksia klassisen elektrodynamiikan puitteissa.

Pitkén suoran virtajohtimen aiheuttama kentta

Olkoon johdin x-akselilla ja lasketaan magneettikentté pisteessé ry y-akselilla.

Kéytetddn seuraavia merkintojd dl = dxi ; r1 = xi ; ro = aj. Télloin
dl X (rg —r1) = adx k. Biot'n ja Savartin lain suoraviivainen kdytto antaa

+oo

ol / dl x (1‘2 —rq) wol / adx
B p— —_— _— = _— —_— k
(r2) ir Jo ra—riP e (@2 + a2)3/2
“+o0o
pola x pol
Ar | a*(a® + 22)1/2 21a (5:28)

Jos virtajohde on #érellisen mittainen, magneettikentté on oheisessa kuvassa
méédritellyn kulman 6 funktio
Lo 02

(—cosf) (5.29)

01

€T _ /L()I
L (a2 +22)V/2  4drma

I
_ Mot

B(rs) = dma k
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Huom. Téssd laskussa kéytettiin karteesista koordinaatistoa, misséd suun-
nan k méaaria tarkastelupisteen paikka. Peruskurssilta tieddmme, ettd mag-
neettikentta kiertd4 suoran virtajohteen ympéri oikean kiden kiertosddnnon
mukaisesti. Kdyttdmaélla sylinterikoordinaatistoa, missé positiivinen z-akseli
on virran suuntainen ja ey on atsimutaalikoordinaatin yksikkovektori (siis
eri kulma kuin ylldolevassa kuvassa), magneettikentti on

pol
2ma ¢

B(rs) = (5.30)

Ympyrianmuotoisen virtasilmukan kenttid ympyrin keskipisteen
lapi kulkevalla akselilla

Taméikin esimerkki lienee tuttu peruskurssilta. Olkoon ympyrén sidde a ja
tarkastellaan kenttdd ympyrén tasoa vastaan kohtisuorassa olevalla keskipis-
teen kautta kulkevalla z-akselilla. Olkoon k-vektorin suunta virtaan nédhden
oikean kiden sdinnon mukainen. Biot’n ja Savartin lain suora soveltaminen
antaa kentéksi

B(I‘g) _ M/C’le(I‘Q_rl)

47 ‘I‘Q - I‘1‘3
ol T a®d pola®

= — )/ "k = —F———k 31
A7 0/ (22 + a2)3/2 2(2% 4 a?)3/? (5:31)

Jos ympyro6itd on useampia, kuten kelassa, on jokaisen ympyran osuus sum-
mattava.

Helmholtzin kela

Helmholtzin kela muodostuu kahdesta N-kertaisesta silmukasta, joiden kes-
kipisteet ovat samalla z-akselilla. Olkoot kelojen siteet a ja etdisyys 2b.
Télloin kenttd z-akselilla kelojen vélissé etaisyydella z toisesta kelasta on

_ Npola® { 1 N 1 }
B 2 (22 +a2)3/2 " [(2b — 2)2 + a2]3/2

B.(2) (5.32)

Helmholtzin keloja kaytetéadn tuottamaan suhteellisen homogeeninen mag-
neettikenttd rajoitettuun alueeseen. Tarkastellaan magneettikentén derivaat-
taa z-akselilla. Kun z = b, dB,/dz = 0. My®s toinen derivaatta on nolla téssé
pisteessé, jos 2b = a. Asettamalla siis kelat niiden siteen etéisyydelle toisis-
taan, on kenttéd pisteen z = a/2 ympéristossd mahdollisimman homogeeni-
nen. Itse asiassa kolmaskin derivaatta hividi ja kentdn epidhomogeenisuus
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ilmenee vasta Taylorin sarjan neljdnnessé termisséa

z—a/2)* d*B,
Bz) = Bu(a/2)+ " 24/2) ddi +..
z=a/2
~ B.(a/2) [1—1421;(2 a/2)] (5.33)

5.3 Amperen laki

Tarkastellaan stationaarista virtaa, siis V-J = 0. Lasketaan magneettikentén
roottori ldhtien Biot’'n ja Savartin laista

Vs x B(ra) = Vs x {Z—i/ J(rﬁ;_(z; r1) dVl} (5.34)

Alaindeksi 2 viittaa siihen, etté vietdessd roottori integraalin siséén, se ote-
taan paikan ro suhteen. Kirjoittamalla ristitulot auki saadaan

Ho r

B J —— ) =J —— 1 dW;

Vo x B(rp) = 47T/ [ (r )<V2 ‘r2_r1|3) (r1) - V2‘ 2_r1|3] 1
(5.35)

Muistetaan kaava
ro —I1 9 1
- —_— = — —_ = 4 - .

V2 |I‘2 _ 1'1’3 Vz ’r2 — I‘1‘ 7T(5(I‘2 1‘1) (5 36)

jonka avulla integraalin ensimméinen termi antaa poJ(rsa).

Jalkimméisessd termissd voidaan rp — ri:n antisymmetrisyyden vuok-
si vaihtaa derivointi tapahtuvaksi ri:n suhteen vaihtamalla merkki. Koska
jalkimmaéinen termi sisédltdd V:n ja ro —r; vilisen dyaditulon, késitelldan se
ro — ri:n komponentti kerrallaan. Manipuloidaan z-komponenttia kaavalla

T1 — T2 T1 — T2 T — X2
J.ov,- T g (3 - 3 .
Vi —ap = V! ( rz—r1|3> =i V! (5.37)

Nyt oikean puolen jalkimméiinen termi on nolla oletuksen V -J = 0 perus-
teella. Jéljelld oleva tilavuusintegraali voidaan muuttaa pintaintegraaliksi

r1 — T2
Vi - <J )dV %J -dS 5.38
/V ! ’I‘Q — I’1‘3 1= |1'2 - I‘1’3 ( )

Tamén on oltava voimassa pinnan valinnasta riippumatta, joten pinta voi-
daan siirtdd virtajakautuman ulkopuolelle eli integraalin on oltava nolla.
Sama pétee kaikille komponenteille, joten jiljelle on jidnyt Amperen laki
differentiaalimuodossa

V x B = ppdJ (5.39)
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Integraalimuotoon Amperen laki saadaan kaytdmalld Stokesin lausetta muo-
dossa

/VxB-ndS:j{B-dl (5.40)
S C
joten

%B%ﬂ:;to/.]-ndszuof (5.41)
C S

Siis suljettua lenkkiéd pitkin integroitu magneettivuon tiheys on pg ker-
taa lenkin ldpi kulkeva kokonaisvirta. Tatd tulosta kutsutaan Amperen
kiertosdédnndksi. Sen avulla voi laskea suoraan magneettikentén sellaisis-
sa edelld kisitellyissd symmetrissé tapauksissa kuin suora virtajohdin tai
ympyrdanmuotoinen silmukka. Integraaleissa on muistettava, ettd pinnan S
normaalivektori n mééarittelee oikeakétisesti kiyraalkion dl.

Kentti toroidaalisen solenoidin sisilla

Tarkastellaan toruksen ympérille kierrettyé solenoidia (N kierrosta). Toruk-
sen sisélld kenttd on symmetriasyistda B = B(p)ey , misséd ¢ on toruksen
keskipistettd kiertdva kulma ja p etéisyys toruksen keskipisteestd toruk-
sen sisilld olevaan pisteeseen. Sovelletaan Amperen kiertosdantod pitkin p-
siteistd ympyraé toruksen sisélla

f B-dl = B(p)2mp = NI (5.42)
C
- NI
Ko
B = 5.43
omp (5.43)

5.4 Lorentzin voima

Siirrytdan nyt tarkastelemaan varauksellisten hiukkasten vilisid magneet-
tisia vuorovaikutuksia. Palautetaan mieleen origossa olevan varauksen g¢;
pisteessé r olevaan varaukseen ¢ aiheuttama Coulombin voima

I qnr
F. = - 5.44
¢ dmeg 2 r ( )
Téasséd molemmat varaukset ovat levossa. Jos varaukset liikkkuvat vakionopeuk-
silla v ja v, aiheuttaa varaus ¢; varaukseen ¢ magneettisen voiman

F,, = L0, <v1 x 5) (5.45)

47 2 r

Téamén voi piatellda soveltamalla kahden virtasilmukan vélistd magneet-
tista voimaa 5.23 infinitesimaalisille virta-alkioille. Laki on luonnollisesti
myds kokeellisesti todennettavissa.
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Magneettinen voima voidaan my®s lausua muodossa (vrt. virtasilmukat)
F,,=qvxB (5.46)

misséd B on magneettivuon tiheys

Mo g1 r
="—=v] X — 5.47
drr2 P 7y ( )
Samoin kuin sdhkokentdn myos magneettikentén tapauksessa useiden liikku-
vien varausten kentét ovat additiivisia.

Yhteenlaskettua sihkoisté ja magneettista voimaa
F=¢E+vxB) (5.48)

kutsutaan Lorentzin voimaksi. On tirkedd huomata, ettd magneettinen
voima on aina kohtisuorassa hiukkasen nopeutta vastaan. Siten v - Fy, = 0,
mik4 merkitsee, ettd magneettinen voima ei tee tyota varattuun hiukkaseen.
Jos siis haluamme kiihdyttdd varauksia, tarvitsemme aina viime ké&dessé
sihkokentan, vaikka se luotaisiinkin muuttuvan magneettikentin avulla.

Magneettivuon tiheyden Sl-yksikko on tesla (T = Ns/Cm = N/Am) ja
magneettivuon yksikké weber (Wb = Tm?). Koska esimerkiksi maapallon
magneettikenttd maan pinnalla vaihtelee vélilld 30000-60000 nT, on tesla
useissa sovellutuksissa varsin suuri yksikko.

Vertaamalla séhkoisen ja magneettisen voiman médritelmia huomataan,
ettd tulon €pug dimension tédytyy olla sama kuin nopeuden nelion kédnteis-
luvulla. Kirjoittamalla eppg = 1/c? saadaan c:n lukuarvoksi valonnopeus.
Niinpé voimme kirjoittaa magneettisen voiman lausekkeen muodossa

1 gnv <v1 r>
Fp,=——F—x|—x- 5.49

™ Arey 12 ¢ c T ( )
Nyt voimme verrata magneettista ja sdhkoistd voimaa toisiinsa

F, v

— < —— 5.50

F. —cec ( )
Siis tavallisilla nopeuksilla liikkuville varauksille séhkoiset voimat ovat paljon
voimakkaampia kuin magneettiset voimat. Magneettiset voimat eivét kuiten-
kaan ole merkityksettomié, silli vaikka aine on yleensd sidhkoisesti neu-

traalia, se saattaa olla voimakkaasti magnetoitunutta.

5.5 Virtasilmukan magneettimomentti

Tarkastellaan virtajohdinta, joka muodostaa suljetun silmukan C'. Talloin
koko silmukkaan vaikuttaa voima 5.24

F :f IdlxB (5.51)
C
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Kokonaisvirta ei riipu paikasta, joten se voidaan siirtdd integraalin ulko-
puolelle, samoin magneettikentté, mikéli se on vakio

F:—IBx%dl:() (5.52)
C

Siis vakiomagneettikentéssé virtasilmukkaan vaikuttava voima on nolla.

Tarkastellaan sitten silmukka-alkioon vaikuttavaa vaiantomomenttia
dr =r xdF =1Ir x (dl x B) (5.53)
joten koko silmukkaan vaikuttava vidntomomentti on

T:I?{Crx(dle) (5.54)

Oletetaan jélleen, ettd magneettikenttd on vakio. Kirjoitetaan ristitulo auki
kaavalla r x (dl x B) = (r - B)dl — (r - d)B. Téll6in

T:I]{C(r-B)dl—IBj{Cr'dl (5.55)

Jalkimmaéinen integraali muuntuu Stokesin lauseella muotoon §r - dl =
J5(V xr)-dS = 0. Ensimméinen integraali muuntuu puolestaan yleistetyll&
Stokesin lauseella muotoon

f(r-B)dl _ / dS x V(r-B) (5.56)
C S

Koska B on vakio, niin (HT)

V(r-B)=B (5.57)
joten
T:I/deB:I(/dS)xB:IAXB (5.58)
S S
missé pinta-alavektori S voidaan kirjoittaa yleistetyn Stokesin lauseen avulla
1

S:/ndS:ffrxdl (5.59)

S 2 Jc

Tuloa IS kutsutaan silmukan C magneettimomentiksi
1
m:IS:—I%rxdl (5.60)
2 Jo

Taméan avulla vaantomomentti on
T=mxB (5.61)

Siis vaikka silmukkaan ei kohdistukaan voimaa, joka kiihdyttéisi silmukkaa
kokonaisuutena, sithen kohdistuu vaintomomentti, joka pyrkii kddntaméaan
silmukan pintaa kohtisuoraan magneettikenttdd vastaan. Tatd kéaytetéddn
hyviksi esimerkiksi avaruusalusten asennonséitojérjestelmissé.
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5.6 Magneettikentin potentiaaliesitys

5.6.1 Vektoripotentiaali

Koska magneettikenttd on ldhteeton, V - B = 0, se voidaan ilmaista vek-
torikentén roottorina

B=VxA (5.62)

Vektoripotentiaali A ei ole yksikésitteinen, silld olipa f miké riittdvan
siisti skalaarikenttd hyvéinsd V x (A +Vf) =V x A.

Vektoripotentiaali voidaan ilmaista virran avulla ldhtemélla jélleen Biot’'n
ja Savartin laista

po [ JI(r1) x (r2—r11)
B = — dV; 5.63
(1‘2) 4 /V |I‘2 - I‘1|3 ! ( )
Koska 1
rs — I
— = —Vy—— 5.64
vy —rq? Ty — 14 (5.64)

voidaan integrandi kirjoittaa muotoon

J(I‘l) X(I‘Q—I‘l) :—J(I'l)XVQ 1

(5.65)

lrg —ry? ry — 11|

Sovelletaan tihin kaavaa VX (fG) = fVXG—-GxV f. Nyt VoaxJ(r;) =0,
koska V5 ei operoi rj:een, joten integrandiksi tulee

J(I‘l) X (I‘Q —I‘l)
ro — 1|3

1
= —J(I‘l) X VQH = VQ X (J(I‘l)m) (566)

V3 voidaan siirtdé ri:n suhteen laskettavan integraalin ulkopuolelle, joten

Ko J(r1) }
B(ry) = V x{—/-———dv 5.67
(r2) 2 4 Jv |rg —rq| ! (5.67)
eli 3
A= @/ ﬂ A% (5.68)
47 Vv |I‘2 - I'1’

Kirjoittamalla A komponenttimuodossa
Ho J;
A= — / — dVj 5.69
! 47 \4 ‘1‘2 — I‘1| ! ( )

nihdiin, ettd komponentit A; ovat matemaattisesti samaa muotoa kuin
sihkostaattisen potentiaalin lauseke

1 p
= dV; 5.70
14 41eq /V |re — 11 ! ( )
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joten jokaiselle komponentille erikseen ja siten koko vektorille on voimassa
Poissonin yhtalo
VZA = — (5.71)

Koska toisaalta
pJ =VxB=Vx(VxA)=V(V-A)-V3A (5.72)
vektoripotentiaalin on toteutettava ehto
V(V-A)=0 (5.73)

Usein vektoripotentiaali valitaan siten, ettd V - A = 0, miké itse asiassa
oletettiin edelld implisiittisesti (Luku 9).

Séhkostatiikassa skalaaripotentiaali helpottaa laskuja olennaisesti. Vek-
toripotentiaali on monimutkaisempi suure, mutta silti kdyttokelpoinen mo-
nessa tilanteessa. Vektoripotentiaali on my6s hyddyllinen séhkémagneettisi-
in aaltoihin ja séteilyyn liittyvissd ongelmissa ja keskeinen apuvéline elek-
trodynamiikan teoriassa, relativistisissa tarkasteluissa ja kvanttielektrody-
namiikassa.

5.6.2 Magneettikentti kaukana virtasilmukasta

Mikali virta on kulkee virtasilmukassa, voidaan palata luvun alussa olleeseen
esitykseen J dV — I dr ja vektoripotentiaalin lausekkeeksi tulee

pol drq

A(rs) = (5.74)

47 ‘1'2 — I'1|

Tarkastellaan tilannetta kaukana silmukasta ja kehitetdédn nimittéja sarjaksi

1
lrg —r1| ' = (P2 + 12 — 20 - w) M2 = r2 {1 + rlr 2 } (5.75)
2

Al(rs) ‘ZTI {m fdrl + = jfdrl ) } (5.76)

Ensimmé&inen integraali on nolla. Jalklmmamen integrandi on osa lausek-
keesta

joten

(1'1 X drl) X Iro = —I'1(I'2 . drl) + drq (1‘1 . 1'2) (577)

Toisaalta lausekkeen ri(ry - ro) differentiaali rq:n pienen muutoksen suhteen
on

d[r1 (1‘2 . I'l)] =1 (I‘Q . dI‘l) + drq (1‘2 . I‘l) (578)

Summaamalla ndm4 ja jakamalla kahdella saadaan

1 1
drl(rl . I'Q) = 5(1‘1 X drl) X ro + 5 d[r1 (I’Q . rl)] (579)
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Koska tdmén jalkimméinen termi on kokonaisdifferentiaali, se ei tuota mitdéan
suljettuun lenkki-integraaliin, joten jéljelle jaa

po [1 ]{ ] ro
Ary)="—|= ¢ry xdry| X — 5.80
Hakasuluissa oleva lauseke on tuttu silmukan magneettinen momentti m.,
jonka avulla lausuttuna vektoripotentiaali on

A(rQ)_@mer

= 5.81
47 r% ( )

Koska laskussa on oletettu r1 < rg, on koordinaatiston origo sijoitettava
ldhelle silmukkaa.
Magneettikenttid saadaan ottamalla vektoripotentiaalin roottori (HT)

B(r) = VxA(m) =4V x (m y r—§>

Tg

3 .
_ do [3lm ro)rs Eg} (5.82)
4 TS Ty

Ainoastaan etdilld olevan silmukan magneettinen momentti vaikuttaa mag-
neettikenttdédn. Tdmé on muodoltaan samanlainen kuin séhkéisen dipolin
aiheuttama sdhkokenttd 2.40. Tamén vuoksi magneettista momenttia kut-
sutaan usein magneettiseksi dipolimomentiksi.

5.6.3 Magneettikentin skalaaripotentiaali

Alueissa, joissa J = 0, magneettikenttd on pyorteeton V x B = 0, joten
néissé alueissa magneettikentts voidaan ilmaista magneettisen skalaaripo-
tentiaalin v avulla

B =—puoVy (5.83)

Koska toisaalta aina V-B = 0, skalaaripotentiaali toteuttaa Laplacen yht&lon
Vi) =0 (5.84)
joten sihkostatiikasta tuttuja apuneuvoja voi soveltaa magnetostatiikan on-

gelmiin kunhan ollaan huolellisia erilaisten reunaehtojen kanssa.

Koska etédilld olevan virtasilmukan luoma magneettikenttd on matemaat-
tisesti samaa muotoa kuin sihkodipolin kentté, voidaan magneettinen skalaa-
ripotentiaali ilmaista magneettisen dipolimomentin avulla

B = —uV (m : ’;2> (5.85)
T
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Kuva 5.2: Virtasilmukan muodostaminen pienistd silmukoista. Nettovirtaa
kulkee vain ison silmukan ulkoreunalla.

joten

=—— (5.86)

Erona sdhkostatiikkaan magneettinen skalaaripotentiaali on paikan yksiar-
voinen funktio ainoastaan yhdesti yhteniisisséd alueissa. Tarkastellaan esi-
merkkind aluetta, jossa on virtasilmukka. Nyt dipolitarkastelu ei kdy suo-
raan painsd. Virtasilmukan voidaan kuitenkin ajatella koostuvan monesta
pienesté (differentiaalisesta) silmukasta, jotka muodostavat tiheéin silmukan
sulkeman pinnan peittévén verkon (kuva 5.2).

Verkon vierekkiisten elementtien virrat kumoavat toisensa, joten koko-
naisvirta on sama kuin silmukkaa kiertdva virta. Kukin silmukka tuottaa
ulkopuolelleen skalaaripotentiaalielementin

dw:dm-rg _ (IndS) -ry

1
= =——dN 5.87
473 4773 4 (587)
missé df) on differentiaalisen silmukan avaruuskulmaelementti. Integroimalla
kaikkien pikkusilmukoiden yli saadaan

I
p=—71-0 (5.88)

missé € on silmukan peittdmé avaruuskulma katsottaessa pisteesté, jossa
lasketaan (tdmé selittdéd ylldolevan miinusmerkin!). Kuljettaessa silmukan
lépi ja tultaessa takaisin samaan tarkastelupisteeseen kasvaa avaruuskulma
tekijélla 47, joten potentiaali ei todellakaan ole yksikésitteinen vaan

oo L
7

1 (Qo £ ndn) (5.89)

Alueesta saadaan yhdesti yhtendinen asettamalla tarkastelualueen rajapin-
naksi jokin silmukan reunakéyrin rajoittama pinta.
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Helppo esimerkki tilanteesta, jossa skalaaripotentiaali ei ole paikan yk-
siarvoinen funktio, on &érettomén pitkd suora virtajohdin. Jos johdin on
z-akselilla, niin sylinterikoordinaateissa skalaaripotentiaaliksi kelpaa ¢ =

—1¢/(2m), jolle 1h(¢) # (¢ + 2m).

Magneettinen skalaaripotentiaali eroaa séhkoisesta siiné, etté jalkimmaéi-
selld on selva fysikaalinen tulkinta: se antaa varauksellisen hiukkasen poten-
tiaalienergian sihkostaattisessa kentéssia. Magneettikentéssé téllaista tulkin-
taa ei ole.

5.7 Magneettivuo

Magneettikentéiksi kutsumamme suure B on siis tarkkaan ottaen magneet-
tivuon tiheys, jonka SI-yksikko tesla (T) vastaa yhden weberin (Wb) suu-
ruista magneettivuota neliometrin 1lapi. Magneettivuo ® pinnan S lédpi on

o — / B.dS (5.90)
S
Jos pinta on suljettu
@:%B-dS:/V-BdV:O (5.91)
S \%4
eli magneettivuo suljetun pinnan ldpi on nolla. T&td voi havainnollistaa

epatidsmailliselld toteamuksella, ettd jokaisesta avaruuden alueesta ldhtee
yhté paljon magneettikentén kenttéviivoja kuin niitd sinne tulee.
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Luku 6

Magneettikenttia viliaineessa

Téssé luvussa késitelldén magneettikentdn ominaisuuksia véliaineessa (RMC
luku 9 osittain; CL luku 7 osittain; esitiedot KSII luku 4).

6.1 Magnetoituma

Edella rajoituttiin magneettikentin méarittdmiseen magneettisilta ominai-
suuksiltaan tyhjonkaltaisessa viliaineessa. Aineen mikroskooppinen rakenne
aiheuttaa todellisuudessa kullekin atomille ominaisen magneettisen dipolimo-
mentin m;. Lasketaan yhteen kaikkien atomien dipolimomentit tilavuusalki-
ossa AV. Aineen magnetoituma mééritelldéin raja-arvona (vrt. polarisoi-
tuma)

1
M= lim — ; 6.1
INEYNT XZ: i (61)
Magnetoituma on siis véliaineen magneettisten dipolimomenttien tiheys pai-
kan funktiona. Koska magneettisen momentin SI-yksikké on Am?, on mag-
netoituman yksikkoé A /m.

Jos dipolimomenttien tiheys on homogeeninen, kutakin dipolimoment-
tia vastaavat virtasilmukat summautuvat nollaan eivitkéd aiheuta nettovir-
taa. Jos jakautuma kuitenkin on epétasainen, on tarkastelupisteen eri puo-
lilla eri médrd virtaelementteja ja tuloksena on kokonaisvirta Jjp;. Virran
laskemiseksi tarkastellaan kahta pienté tilavuusalkiota magneettisessa mate-
riaalissa. Olkoon kummankin tilavuus AzAyAz ja sijaitkoot ne rinnakkain
y-akselin suuntaan kuvan 6.1 mukaisesti.

Jos ensimmadisen alkion magnetoituma on M(z, y, z), niin toisen magne-
toituma on

oM
M(z,y, z) + a—Ay + korkeamman kertaluvun derivaattoja
Y

73
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z A
Ay Ay
T ] T 0z
. Ix
M, M,+ oM, Jdy -Ay

y

Kuva 6.1: Magnetoitumasta aiheutuvan virran laskeminen.

Ensimmaéisen elementin magneettisen momentin z-komponentti saadaan il-
maistuksi silmukkavirran /> avulla

My Az AyNz = 1AyNz (6.2)
ja vastaavasti toiselle elementille

(Mx + %Ay) NxNyDz = TEAyNz (6.3)
Y

Elementtien vilistd nousee nettovirta z-akselin suuntaan

M,
I — It = _881/ Axly (6.4)

Toistamalla tarkastelu kahdelle rinnakkaiselle tilavuusalkiolle z-akselilla (tark-
kana merkkien kanssal!), saadaan z-akselin suuntaiseksi virraksi

oM,
Ic = —2 Az .
c =5, Arly (6.5)

Namé ovat ainoat magneettiset momentit, jotka tuottavat virtaa z-akselin
suuntaan. Laskemalla ne yhteen ja jakamalla pinta-alaelementilld saadaan
magnetoitumisvirran tiheyden z-komponentiksi

_OM, OM,
(Jar)= = ox oy

(6.6)

eli vektorimuodossa
Juy=VxM (6.7)
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6.2 Magnetoituneen aineen aiheuttama kentti

Lasketaan sitten magneettisen aineen aiheuttama magneettikenttd. Léah-
detaén liikkeelle vektoripotentiaalista (vrt. 5.81)

Ho M(I‘/) X (r— I‘,) 1 Ho / / /
Alr)=2= dVi=— [ M d .
(x) 47 /vo r — /|3 v 4 Jv;, (F)x ¥ Ir — 1’| V' (68)
Tekemaélla tuttuja vektorikikkoja saadaan tdmé muotoon
1o VixM _, o ?{ Mxn
A(r) =— —dV' + = dsS 6.9
(x) 47r/v0 |r — 1’| +47r So |r— 1| (69)

misséd Sp on tilavuuden V4 pinta. Pinnalla magnetoitumisvirran tiheys on
juy=Mxn (6.10)

Tdmé& on magnetoitumisvirta yksikkopituutta kohti eli virta on ikééan kuin
litistetty kulkemaan yksiulotteisen ” pinnan” 14pi. Vektoripotentiaali méaray-
tyy siis magnetoitumisvirrasta tilavuudessa Vj ja tilavuuden pinnalla Sg

A(r)—@/ Jar(r') dv’+@f g (6.11)

CAxn Jy, e — 1| A Js, |r — /|

Tdmé tulos el arvatenkaan ole mikéédn yllitys (vrt. siéhkostaattinen potenti-
aali). Téasté ei kuitenkaan ole aivan helppo laskea itse magneettikenttad, kos-
ka Jyr = V x M. Lihdetéén liikkeelle suoraan vektoripotentiaalin méi&ritel-
masta.

B—VXA—Z—O/VOVX[M(I-’)X(r_r/)]dV’ (6.12)

s r — /|3
misséd gradientti kohdistuu vektoriin r. Nyt integrandi saadaan muokatuksi
muotoon (kdy itse lapi kaikki valimuodot!)

] = Mew [ 5] - ve) 9)

lr — /|3 lr — /|3
Oikean puolen ensimméinen termi tuo magneettikenttiin osuuden

(r—1)

r — /|3

V x |[M(r') x (6.13)

Bi(r) = Z—; | M) drd(x ) AV’ = puoM(r) (6.14)

Toinen termi vaatii jalleen viahan vektoriakrobatiaa ja antaa tuloksen

Bu) = ¥ (- [ MG v = e (15)

47

Téssé 1 (r) on magneettisen materiaalin skalaaripotentiaali. Magneettikentté
on siis tdmén potentiaalin ja paikallisten virtojen aiheuttaman magneet-
tikentdn summa

B(r) = —puoVip(r) + poM(r) (6.16)
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Aineen ulkopuolella M on nolla, joten sielld kenttd saadaan skalaaripoten-
tiaalista, joka on siis integraali aineessa olevista dipolimomenttialkioista.

Téssd on péaddytty jokseenkin samanlaiseen kuvailuun kuin eristekap-
paleiden kanssa. Magneettisen skalaaripotentiaalin saa edelleen muotoon

1 (r—r')

- M) 8 gy

w(r) A7 /Vo () v —r/|3 v

1 M- 1 "M

= 7]{ st’—f/ VM Gy (6.17)
4 Js, v — 1| 4 Jy, v —1/|
1roou() o 1/ pu(r')

S s’ + — d
47‘(’%90 |I'—I'/| S+47‘r Vo |r—r’| 4

Niin méaéritellyt magneettisten napojen tiheys p)s ja magneettisen
napavoimakkuuden pintatiheys o;; ovat samankaltaisia apusuureita kuin
polarisaatiotiheydet pp ja op sdhkostatiikassa.

6.3 Magneettikentin voimakkuus

Magneettisen aineen itsensé liséksi kokonaiskenttédén vaikuttaa vapaiden va-
rausten aiheuttama virta. Esimerkiksi rauta voi olla magnetoitunutta ja
lisdksi sen johtavuuselektronit kuljettavat ”vapaata” virtaa. Niinpé

Ho Ix(x-r) _,
B(r)=— | ———==dV' — oV M 6.18
w =12 [ S pOVO() + M) (618)
Téamé& voidaan laskea, mikédli M ja J ovat tiedossa kaikkialla. Usein virta
tunnetaankin, mutta M riippuu B:std. Vaikka rakenneyhtilé M(B) tunnet-
taisiinkin, meille jd& yh& integraaliyhtélo B:n itsensé laskemiseen.

Tamén ongelman késittelemiseksi otetaan kayttoon apukenttd H, jota
kutsutaan magneettikentin voimakkuudeksi

H- ~B-M (6.19)
Ho
Téll6in )
1 Ix((r—-1) _,
Hr)=— | ————=—=dV' — 6.20
0 =4 | T oV (x) (6.20)

Tamé voi nayttad turhalta tempulta, koska H riippuu yhd M:std ppsin ja
opr:n kautta, mutta toimihan samanlainen temppu my6s sdhkostatiikassa.

Kentéin H hyodyllisyys piilee siiné, etté sille saadaan virrantiheydesté
riippuva differentiaaliyhtélo. Palautetaan ensiksi mieleen, ettd V- B = 0 on
kokeellinen laki, jonka mukaan magneettivuon tiheys voidaan aina palauttaa
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virtajakautumiin, eiké todellisista eristetyistd magneettisista monopoleista
ole havaintoja. Nyt Amperen laissa on térked huomioida kaikki sihkovirrat

V xB=pug(J+Jnm) (6.21)

missd J kuvaa varausten siirrokseen liittyvid vapaata virtaa. Tamé pétee
kaikkialla muualla kuin pintavirtaa yllipitdvin kappaleen pinnalla. Otta-
malla huomioon relaatio Jy; = V x M, saadaan tésté

VxH=1J (6.22)

Siis H-kentén pyorteet aiheutuvat vain vapaiden varausten kuljettamasta
virrasta. Magneettisten ongelmien ratkomiseen tarvitaan tdmén lisdksi tie-
tenkin V-B = 0, reunaehdot ja kokeellinen rakenneyht&lé B:n ja H:n vilille.

Integraalimuodossa H:lle pétee
IZ/qusz/vXqusszLm (6.23)
S S C

eli magneettikentéin voimakkuuden integraali pitkin suljettua lenkkid on
yhtd suuri kuin varausten kuljettama kokonaisvirta lenkin 1&pi.

6.4 Suskeptiivisuus ja permeabiliteetti

Kenttien B ja H vélinen suhde riippuu viéliaineen ominaisuuksista samaan
tapaan kuin kenttien D ja E yhteys. Magneettiset aineet ovat yleensé niin
monimutkaisia, ettd rakenneyhtilé on méaritettiava kokeellisesti. Suurelle
joukolle aineita (LIH) yhteys on muotoa

M = x,,H (6.24)

missé kerroin y,, on magneettinen suskeptiivisuus. Epéisotrooppiselle
mutta lineaariselle véliaineelle x,, on tensori, epélineaarisessa véliaineessa
se riippuu lisdksi magneettikentésté. Talla kurssilla rajoitutaan isotrooppi-
siin magneettisiin véliaineisiin. SI-yksikoissd magneettinen suskeptiivisuus
on dimensioton suure (sihkoisen x:n dimensio on sama kuin €g:n).

Jos xm > 0, viliaine vahvistaa ulkoista magneettivuon tiheytta ja ainet-
ta kutsutaan paramagneettiseksi. Jos taas x,, < 0, magneettivuon tiheys
heikkenee ja aine on diamagneettista. Sekd paramagneettisilla ettd dia-
magneettisilla aineilla magneettinen suskeptiivisuus on pieni: |x,,| < 1.

Kenttien M ja H vilinen lineaarinen yhteys merkitsee, ettd myos kent-
tien B ja H vélinen rakenneyht&ld on lineaarinen

B = uo(1 +xm)H = pH (6.25)

missé p on viliaineen permeabiliteetti. Aineiden magneettisia ominaisuuk-
sia tarkastellaan hieman enemmén luvussa 10.
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B1 Hl
s M
B g lo
1 2 N -«
2 |'//' l g
n, N

Kuva 6.2: Magneettikenttédvektoreiden reunaehtojen méérittdminen.

6.5 Magneettikenttivektoreiden reunaehdot raja-
pinnalla

Tarkastellaan kuvan 6.2 mukaista kahden véliaineen rajapintaa. Magneet-
tivuon tiheyden B reunaehto on analoginen sihkévuon tiheyden D reunaeh-
don kanssa. Kuvan pillerirasian pinnan yli laskettu B:n integraali on

%B-ndS:/V-BdV:O (6.26)
S |4

Litistdmaélla pillerirasian vaippa infinitesimaaliseksi saadaan

fB~ndS:B2-n2AS—|—B1-n1AS:O (627)
S
missd AS on rasian kannen pinta-ala. Koska n; = —no, niin

By, — B1, =0 (6.28)

eli magneettivuon tiheyden normaalikomponentti on jatkuva rajapinnan
lépi.

Magneettikentéin voimakkuudelle saadaan reunaehto Stokesin lauseen
avulla tarkastelemalla H:n lenkki-integraalia kuvan suorakaidetta pitkin

]{H-dl:/S(VxH)-ndS:/SJ-ndS (6.29)

missd n on normaalikomponentti integroimislenkin 1iapi (n = ny x ly). Litis-
tettéiessd integroimislaatikko jélleen infinitesimaaliseksi silmukan 1dpi kulke-
va virta voi olla ainoastaan pintavirtaa j, joten

J-nAS = AZJ . (n2 X 10) (630)
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jonka avulla saadaan
?{H.dlz (Hy — Hy) - 10Al = Alj - (ns x 1) = AL(§ x m2) - 1o (6.31)
josta seuraa reunachto

(Hy —Hip) = (j xna)y (6.32)

eli magneettikentéin voimakkuuden tangentiaalikomponentti on jatkuva ra-
japinnan yli, ellei pinnalla ole pintavirtaa. Mik&li H-kenttd tunnetaan pin-
nan molemmin puolin, saadaan pintavirran tiheys lausekkeesta

ng X (H2 — Hl) :_] (633)

Useissa magnetismiin liittyvissd ongelmissa on néppérdé tarkastella vuo-
putkia. Tarkastellaan magneettikentin kenttéviivoja, siis viivoja, jotka ovat
jokaisessa pisteessid kentdn B tangentin suuntaisia. Vuoputki on ikd&dnkuin
kimppu kenttidviivoja tai tdsméllisemmin alue, jonka vaipan ldpi ei kulje
yhtédn kenttdviivaa. Olkoot S; ja Sy vuoputken péit. Télloin vuoputken
tilavuuden yli laskettu integraali on

/ V- -BdV = B-ndSQ— B-n'dSlzcb(Sg)—CD(Sl):O (6.34)
\%4 So S1

missé n ja n’ ovat magneettikentin suuntaan laskettuja putken piiden nor-
maalivektoreita. Magneettivuo pitkin vuoputkea on siis vakio.

Huom. Ylldoleva tulos koskee vain B-kenttdd eikd valttaméatta pade
H-kentalle:

/‘/V-HdV:/V(—V-M)dV:/VpMdV (6.35)

Vuoputkeen voi siis tulla magneettikentéin voimakkuutta, mikéli véliaineen
magneettisten napojen tiheys on &dérellinen eli aineella on nollasta poikkeava
napavoimakkuus.

6.6 Reuna-arvo-ongelmia magneettikentissa

Magneettiset reuna-arvo-ongelmat ovat yleensd monimutkaisempia kuin séh-

kostatiikan vastaavat ongelmat. Séhkovirtojen olemassaolo, epédtasainen mag-
netoituminen tai epédlineaarinen rakenneyhtalo edellyttévat Laplacen yhtaloa
monimutkaisempien yhtéléiden ratkomista ja hankaloittavat reunaehtoja.

Rajoitutaan téssd yksinkertaisiin tilanteisiin.

Virrattomuus (VxH = 0) tekee mahdolliseksi magneettikentén esittdmi-
sen skalaaripotentiaalin gradienttina H = —V . Jos liséksi aine on magneet-
tisesti ainakin likimain lineaarista eli B = uH ja tasaisesti magnetoitunutta
(V-M =0), niin V- H = 0 ja piddsemme ratkaisemaan Laplacen yht&lod

V2 =0 (6.36)
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Magnetoituva pallo tasaisessa magneettikentéssa

Tamé ongelma on periaatteessa sama kuin luvun 3.5 eristepallo tasaises-
sa ulkoisessa sihkodkentéssé. Lausumalla ¢ vyohykeharmonisten funktioiden
avulla ja kdyttdméilld reunaehtoja saadaan (HT) magneettikentiille lausek-
keet pallon sisélla

3By .
By,=——"——e€, =vakio 6.37
> T 2u/n) (037
ja pallon ulkopuolella
(1/ o) — 1} (0)3 :
B, =8B z+{7 — ] Bpy(2e,cosb + 0 6.38
1 he /o) +2) \n 0(2e, cosf + ey sin f) (6.38)

missé e, on ulkoisen magneettikentdn suuntainen, koordinaatiston origo on
pallon keskipisteessé ja kulma 6 on poikkeama z-akselilta.

Tésséd on syytd huomata, ettd nimenomaan B-kentté vastaa rakenteeltaan
sihkostatiikan D-kenttaa.

Tasaisesti magnetoituneen pallon kentti tyhjéssa

Olkoon pallon sidde a ja magnetoituma vakio M = Me,. Tilanne on jélleen
aksiaalisymmetrinen, joten magneettinen skalaaripotentiaali pallon ulkopuo-
lella (1) ja sisdlld (2) voidaan kirjoittaa (ks. luku 2.9.2)

Pi(r,0) = icmf("H)Pn(cose) (6.39)
n=0

Pa(r,0) = iAZnTnPn(COSQ) (6.40)
n=0

Erona aiempiin vastaaviin laskuihin on, etté nyt ei ole taustan kenttédé, joten
ulkokentéssé kaikki r:n positiiviset potenssit on jatettava pois. Sisdkentéissi
el voi puolestaan olla negatiivisia potensseja, jotta ratkaisu olisi dérellinen
pallon keskipisteesséd. Reunalla r = a

Hiyg = Hoy (6.41)
By, = B, (6.42)

H:n reunaehdosta seuraa yksinkertaisesti

1991 _10¢»
a 00 a 00

B-kentédssd on mukana myds magnetoituma

(6.43)

B(r) = —puoVip(r) + poM(r) (6.44)
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ja tdmén jatkuvuus reunalla edellyttad

o Oy
—Ho—5 = = —Ho—p " + oM cos 6 (6.45)

Sijoittamalla néihin :n lausekkeet saadaan yhtalot

Z(C’lna*("ﬂ) — Ag,a™)Py(cosf) = vakio  (6.46)

n=0

10C10a ™% + po Y Pu(cos0)[Crn(n + 1)a~ ") 4 Ay,na™']  (6.47)
n=1

—poM cosf =0

P,:t ovat ortogonaalisia funktioita, joten jokaisen n-termin summauksissa
taytyy toteutua erikseen. Kun n = 0, saadaan ehdot

Cloail—Ago = vakio (648)
1oCroa™2 = 0 (6.49)

Siis C1p = 0 ja my0ds Agg voidaan valita nollaksi ilman, etté silld on vaiku-
tusta kenttiin B tai H. Termeille n = 1 on voimassa

Chia3—A4y = 0 (6.50)
2011a_3 +Ayy—M = 0 (651)
jonka ratkaisuna on C11 = Ma®/3 ; Ay = M/3.

Kun n > 2 yhtélot toteutuvat ainoastaan kertoimilla Cy,, = As, = 0.
Ongelma on ratkaistu. Potentiaalit ovat

Di(r,0) = %M(a?’ /r2) cos 6 (6.52)
Po(r,0) = %Mr cos 6 (6.53)
ja H-kentét saadaan néiden gradientteina
H, = %M(a3/r3)[2er cos B + eg sin 0] (6.54)
Hy, — —%Mez (6.55)

Ulkoinen B-kenttd on pgH;. Koska pallon magnetoituma M = Me,, jai
pallon sisédiseksi B-kentéksi
2 2
B2 = g,queZ = g,qu (656)
joka on siis vastakkaissuuntainen H-kentélle. Ongelman voisi ratkaista myos
luvussa 6.2 esitetylld tavalla skalaaripotentiaalin avulla, jolloin tehtédvéksi
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jad magnetoituman integroiminen. Tasaisesti magnetoitunut pallo on analogi-
nen tasaisesti polarisoituneen pallon kanssa.

Huom. Vaikka Maxwellin yhtélét ovat yksinkertaisemmat tyhjokentille
E ja B, jolloin ei tarvita rakenneyhtélditéd, kdytdnnon magneettisissa on-
gelmissa H-kentté on usein yksinkertaisempi tarkasteltava.



Luku 7

Sihkomagneettinen induktio

Oppimateriaali RMC luku 11 ja CL 8.1; esitiedot KSII luku 5.

Toistaiseksi olemme tarkastelleet vain ajasta riippumattomia kenttis. Ne
voi mainiosti kuvitella kenttéviivojen avulla, joten emme ole térménneet mi-
hink&#n, mikéd puolustaisi Feynmanilta lainattua toteamusta kurssin alussa.
Tésséd luvussa alamme tarkastella ajasta riippuvia kenttia ja siirtyé alueelle,
jossa mielikuvitus joutuu paljon kovemmalle koetukselle.

7.1 Faradayn laki

Sahkostaattiselle kentélle pitee ¢, E - dl = 0. Mikili kenttd ei ole staat-
tinen ja siten integraali ei ole nolla, silmukkaan C' sanotaan indusoituvan
sihkémotorisen voiman (smv)

E:]iE-dl (7.1)

joka havaintojen mukaan vastaa silmukan ldpéisevin magneettivuon muu-
tosta

£=-"— (7.2)

Tamé on Faradayn induktiolaki. Se ei riipu mitenkéén siité, kuinka mag-
neettivuon tiheys itsessédn muuttuu. Lain olemassaolo ei myoskéddn riipu
fysikaalisen silmukan olemassaolosta, vaan pétee annettua reittia C pitkin
lasketulle integraalille. Faradayn laki on jélleen kokeellinen luonnonlaki, joka
ei seuraa mistddn muista luonnonlaeista.

Séhkoémotorisen voiman yksikk6 on sama kuin potentiaalieron eli voltti.
Séhkoémotorinen voima ei kuitenkaan ole mink#in kahden pisteen vilinen
jannite, koska se lasketaan aina suljetun silmukan yli!
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Koska Faradayn laki ei riipu kentén jakautumasta silmukan siséllé, voi-
daan silmukka ajatella kiinteiksi ja vieda aikaderivaatta vuointegraalin si-
sdén, jolloin siité tulee osittaisaikaderivaatta

j{E-dl:—i/B-ndS (7.3)
c dt Js

ja Stokesin lauseen mukaan

/VxE-ndS:— a—B-ndS (7.4)
S s Ot

Tamé on voimassa kaikille kiinteille pinnoille, joten Faradayn laki differen-
tiaalimuodossa on

VXE:—%—]? (7.5)

joka on Maxwellin kolmas yht4lo.

Edella oletettiin integrointisilmukka kiinteéksi. Faradayn lain integraali-
muodossa E on siis séhkokenttéd silmukka-alkion dl kohdalla koordinaatis-
tossa tai aineessa, jossa dl on levossa. Jos tarkastellaan liikkuvia silmukoi-
ta ja mahdollisesti liikkeen mukana muuttuvia silmukoita, liikkeen kanssa
tdytyy olla huolellinen. Magneettikentdn kokonaismuutos havaitsijan koor-
dinaatistossa riippuu seké eksplisiittisestéd aikamuutoksesta (0/0t) ettd muu-
toksesta litkkeen mukana (V - V), missd V(r,t) on viliaineen virtauskentté
havaitsijan koordinaatistossa. Silloin siis

d 0
T V.V (7.6)
Faradayn laissa oleva miinusmerkki ilmaisee Lenzin lain: “Induktiovir-
ta vastustaa muutosta, joka sen aiheuttaa”. Induktiovirta kuluttaa ener-
giaa. Tdmé energia on saatava systeemilté, joka aiheuttaa induktion. Tama
merkitsee, ettd induktion aiheuttajan on tehtédva tyotd induktiovirran vas-
tavaikutuksen voittamiseksi. Lenzin laki on usein kdtevi tapa mé#rittas in-
dusoituvan virran suunta, joka saattaa olla vaikea johtaa aikaderivaatan ja
roottorin sisdltavistd abstraktin nikoisestd Faradayn laista.

Faradayn lain avulla voidaan ymmartééd esimerkiksi betatronin toimin-
ta. Olemme todenneet, ettd vain sdhkokenttd voi tehd&d tyotd varattuun
hiukkaseen. Betatronissa muuttuva magneettikenttd indusoi sdhkokentén,
joka kiithdyttdd hiukkasia. Lorentzin voiman lauseke ei tietenkd#dn rajoitu
staattisiin sdhko- ja magneettikenttiin.

Esimerkki: Liikkuva johdin magneettikentissa

Tarkastellaan yksinkertaisena, mutta toivottavasti ajatuksia heréttavéna esi-
merkkind magneettikentéisséd likkuvaa johdetankoa. Oletetaan, ettd johde-
tanko ab (pituus L) liikkkuu vakionopeudella v pitkin johdinkiskoja ja saapuu
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ol

d

Kuva 7.1: Magneettikenttdén saapuva kiskoilla liikkuva johdintanko.

alueeseen = > x, jossa on vakiomagneettikenttd B kohtisuorassa silmukan
tasoa vastaan (kuva 7.1). Asetetaan vilille cd suuriresistanssinen jénnite-
mittari (silmukassa abcda ei siis kulje virtaa).

Kentéssd olevan johdetangon vapaisiin varauksiin vaikuttaa Lorentzin
voima

F=¢(E+v xB) (7.7)

Voiman magneettinen osa ajaa positiivisia ja negatiivisia varauksia tan-
gon eri paihin. Tadmé aiheuttaa sihkokentén, joka pyrkii vastustamaan va-
rausseparaatiota ja syntyy tasapainotilanne, jossa sdhkokenttd suuntautuu
pisteesté a kohti pistettd b ja kentdn suuruus on

E=uB (7.8)

Tangon péiden a ja b vililld on jannite
b
Vab:(pa—(pb:/E'dIZEL:BLU (7.9)
a

Tétd sanotaan liikkeen indusoimaksi potentiaalieroksi (joskus epétédsmélli-
sesti liikkeen indusoimaksi séhkomotoriseksi voimaksi).

Edell ei tarvittu induktiolakia ollenkaan, vaan mikrofysikaalinen tarkas-
telu oli riittdvi. Voimme toisaalta laskea magneettivuon silmukan abeda 14pi,
kun johdetanko kulkee magneettikentéisséd. Valitsemalla integroimispinnan
eli silmukan tason normaalivektori magneettikentdn suuntaiseksi saadaan
vuon muutosnopeudeksi

dd dA dz
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joten Faradayn lain mukaan piiriin indusoituu smv

d®
—— =Bl 11
o v (7.11)

Merkki kertoo, ettéd sihkomotorinen voima vaikuttaa kuvaan merkittya posi-
tiivista kiertosuuntaa vastaan. Jos virtapiiri oikosuljettaisiin jinnitemittarin
kohdalta, niin induktiovirta kulkisi myotéapaivaan. Induktiovirta pyrkii siis
pienentdméin magneettivuon muutosta silmukan l&pi.

Ajatellaan sitten, etti neligsilmukka (sivu L) saapuu magneettikentt&din
nopeudella v. Oikosuljetaan piiri, jolloin virta voi kulkea siiné. Silmukan tul-
lessa magneettikenttddn vuon muutos on vakio (—BLv), ja piiriin syntyvéin
myotépaivadn kulkevan induktiovirran suuruus on BLv/R (R on piirin re-
sistanssi). Kun silmukka on kokonaan magneettikentén sisilld, vuo ei endéd
muutu ja virta lakkaa kulkemasta. Kannattaa huomata, ettd induktioilmio
voitaisiin tésséd tapauksessa selittdd myos Lorentzin voiman avulla.

Silmukan tullessa kenttdén sivuun ab kohdistuu nopeudelle vastakkaissu-
untainen voima F suuruudeltaan BLI, joten silmukan kiskomiseen tarvitta-
va teho on F'v = BLIv. Tamé& on tdsmilleen yhta suuri kuin virtasilmukan
ohmiset tehohéviot.

Oletetaan nyt, ettéd nelidsilmukka on kokonaan alueessa x > xg eiké li-
iku. Muutetaan magneettikenttéé silmukan kohdalla ajan funktiona: B(t) =
But/L. Talloin magneettivuo silmukan ldpi on ®(¢) = BvLt, jolloin vuon
muutos on sama kuin edelld liikkkuvan tangon tapauksessa. Ratkaisevana
erona edelliseen tilanteeseen on se, ettei induktioilmiotd voida nyt selittéda
Lorentzin voiman avulla (v x B = 0).

Magneettikenttdin saapuvan silmukan tilannetta voitaisiin tarkastella
myo0s silmukan mukana liikkuvan tarkkailijan kannalta. Hanen mielestdén
magneettisia voimia ei ole, joten taas tarvitaan induktiolakia selittdaméaan
sdhkomotorisen voiman syntyminen.

Se, etté lilkkkeen indusoima potentiaaliero on yhtd suuri kuin muuttuvan
magneettikentén aiheuttama sdhkdémotorinen voima, ei ole itsestddn selvaa.
Tamén ekvivalenssin selvittdminen oli keskeisessé osassa, kun Einstein ke-
hitti suppeamman suhteellisuusteorian vuonna 1905. Liikkuvissa koordi-
naatistoissa oikean integroimistien valinta vuon muutoksen laskemiseksi ei
ole aina helppoa. Koska Maxwellin yhtélot kuitenkin osoittautuvat Lorentz-
invarianteiksi, Faradayn laki differentiaalimuodossa ja Lorentzin voiman lau-
seke pétevit kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa.

7.2 Itseinduktanssi

Tarkastellaan eristettyé virtasilmukkaa, jossa magneettivuo on silmukan it-
sensd aiheuttama. Biot'n ja Savartin lain mukaan magneettikentta riippuu
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lineaarisesti silmukassa kulkevasta sidhkovirrasta I. Kiintedssa muuttumat-
tomassa silmukassa vuon muutos johtuu vain virran muutoksesta, joten

dd  dddl
= 12
dt dl dt (7.12)
Virran ja vuon muutoksen vilistd verrannollisuuskerrointa
do
L=" 1
I (7.13)

kutsutaan silmukan itseinduktanssiksi. Jos vuo on suoraan verrannollinen
virtaan, L = ®/I. Virran muutos indusoi sahkémotorisen voiman

dl

E=—-L— 7.14

7 (7.14)
Koska sihkomotorisen voiman Sl-yksikk6é on voltti, niin induktanssin SI-
yksikko on Vs/A = H eli henry. Itseinduktio ilmenee esimerkiksi siten, etté
virtapiireissé virta ei koskaan kytkeydy tai katkea taysin hetkellisesti. It-
seinduktio korostuu, jos piirissd on kdami, koska silloin piirin induktanssi on
kiaytannossi sama kuin kddmin induktanssi.

Toroidaalisen kelan itseinduktanssi

Muodostetaan kela kdamimélld johdinlankaa N kierrosta toruksen ympéri
(poikkileikkauksen ala A). Itseinduktanssiin vaikuttaa seki kela itse etté sil-
mukkaan virtaa syottava johteen ulkoinen osa. Oletetaan, ettd ulkoinen osa
on koaksiaalikaapeli, joka ei aiheuta merkittdvas ulkoista kenttdia. Amperen
kiertosd&nto antaa magneettikentéiksi toruksen sisélla

~ polNI

B
l

(7.15)

missé [ on toruksen keskiméérdinen pituus (luku 5.3). Magneettivuo jokaisen
yksittéisen kierroksen lapi on

o) = “Ojjm (7.16)
ja kaikkien kierrosten yhteenlaskettu vuo on
o = w (7.17)
josta saadaan induktanssi
L= 40 NPA (7.18)

Al
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7.3 Keskinaisinduktanssi

Tarkastellaan sitten n kappaletta erillisid silmukoita. Kirjoitetaan kaikkien
silmukoiden aiheuttama yhteenlaskettu vuo silmukan ¢ l4pi muodossa

= Zn: ®y (7.19)

=1
Tahén silmukkaan indusoituu smv
" dd;;
& =— J 7.20
=2 (7.20)

Jos kaikki silmukat ovat kiinteitd, kunkin silmukan osuus ®;; riippuu vain
siind kulkevan virran muutoksesta, joten

dd;;  ddy; dI;

= J 7.21
dt — dl; dt (7.21)

Kertoimia .
My = —9 £ 7.22

kutsutaan silmukoiden 7 ja j vélisiksi keskinéisinduktansseiksi.

Jos viliaine on magneettisesti lineaarinen, M;;:t ovat vakioita. Séhkémo-
torisen voiman lauseke sisdltdd myos silmukan 4 itseinduktanssin L; = M;;.
Keskinaisinduktanssi voi olla positiivinen tai negatiivinen riippuen virto-
jen kulkusuunnista silmukoissa. Tarkastellaan kahta kiintedé silmukkaa lin-
eaarisessa véliaineessa (yksinkertaisuuden vuoksi u = pg). Télloin

My = -2 (7.23)

Lasketaan magneettikenttd Biot’n ja Savartin lailla ja integroidaan siitd
magneettivuo

d11 X (I‘2 — 1'1):|
By = 1O —— | -ndS 7.24
21 = I 1/ {fél ity — 1|3 naoz ( )
Kayttamalla kaavaa
dl — dl
7{ &;1) S v 7{ et (7.25)
¢ |ra—ry ¢ [r2 — 1

saadaan

dl
M21 = @/ VQX l:?{ 1:|'nd52
47 o)) |I'2*I‘1‘

_ % 7{ dly - dly (7 26)
Co JCy ‘I‘Q - rl‘ '
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jota kutsutaan Neumannin kaavaksi.

Neumannin kaava ei ole kovin hyddyllinen induktanssien laskemisessa,
mutta se osoittaa, ettd keskindisinduktanssi on puhtaasti silmukoiden geo-
metriasta johtuva suure ja siten silmukoiden itsensd ominaisuus. Silmukoissa
kulkeva sdhkovirta ei vaikuta lineaarisessa tapauksessa induktanssiin. Li-
siksi keskindisinduktanssi on symmetrinen silmukoiden vaihtamisen suhteen
(Mya = Msy), miké vaikuttaa ensi nikeméltd hieman yllattavilta.

Keskindisinduktanssin laskeminen on kéiytinnossd hankalaa, mutta mit-
taaminen varsin yksinkertaista: syttetddn piiriin 1 tunnettu virta ja mi-
tataan sen indusoima smv piirissé 2. Helpointa tdmé on toteuttaa sinimuo-
toisen vaihtovirran avulla.

Kelojen kytkenndistia

Virtapiireissd on usein keloja, jotka on kytketty joko sarjaan tai rinnakkain.
T&ysin haviottomén kelan rakentaminen on vaikeaa ja kayténnossa niilla
on aina myos sisdinen resistanssi. Tarkastellaan kahta sarjaan kytkettyé
kelaa, joiden itseinduktanssit ovat L; ja Lo, resistanssit R; ja R ja ke-
skindisinduktanssi M. Olkoon kytkennén jénnite V. Virran muuttuessa kum-
paankin kelaan indusoituu smv, jolloin

V4+E +E =RiI+ Rl (7.27)

josta saadaan

I
V= (Ri+ Ro)l + (Ly + Ly +2M) (7.28)

eli tilanne vastaa efektiivisté resistanssia (R + Rg) yhdessé efektiivisen in-
duktanssin (L; + Lg + 2M) kanssa.

Kahdelle rinnakkain kytketylle kelalle vastaavia efektiivisid resistansseja
ja induktansseja ei voida esittédéd yksinkertaisina funktioina suureista Lq, Lo,
R ja R, koska vastus-kela-parien lapi kulkee eri sihkovirta. Jos resistanssit
ovat niin pienié, ettd ne voidaan jattdd huomiotta, saadaan yhtalopari

dl dls
Vv o= L2t m®2
Var T
dl dl
V = Lo—+M— 7.29
o M (7.29)
Eliminoimalla ensin dI;/dt ja sitten dly/dt saadaan kaksi yhtaloa
dI
V(Ly— M) = (LiLy— M*)=1
dt
dl
V(L1 — M) = (LiLy— M*)=2 (7.30)

dt



90 LUKU 7. SAHKOMAGNEETTINEN INDUKTIO

Kuva 7.2: Levy, jonka keskelld kulkevassa kdamissa kulkee tasavirta 1. Reu-
nalla on tasaisin vélein varattuja palloja.

Laskemalla ndmé yhteen saadaan lopulta mééritetyksi efektiivinen induk-

tanssi
LiLy— M? dI

T Li+L,-2Madt
Induktanssit ovat tarkeitd vaihtovirtapiireissé, joita emme varsinaisesti késittele

talla kurssilla. Vaihtovirrat on kuitenkin hyddyllistéd kerrata vaikkapa KSII:n
luvusta 6. My6s RMC:n luku 13 on oivallinen johdatus asiaan.

1% (7.31)

7.4 Péahkina purtavaksi

Palataan lopuksi perusongelmien pariin (Feynman, osa 2, luku 17-4). Tarkas-
tellaan levyé, joka péfisee pyoriméin akselinsa ympéri (kuva 7.2). Keskelld
on kadmi, jossa pieni paristo pitdid ylla tasavirtaa. Levyn reunalla on ta-
sainen varausjakauma, esimerkiksi samanlaisia varattuja palloja. Oletetaan,
ettd levy ei téssd tilanteessa pyori. Oletetaan sitten, ettd virta kéd&dmissd
katkeaa #killisesti ilman ulkopuolista vaikutusta. Alkaako levy pyoria?

Magneettikentéin heikkeneminen indusoi vihéksi aikaa sihkokentan. Geo-
metrian perusteella kenttéviivat ovat ympyroité, joiden keskipiste on levyn
akselilla. Varauspalloihin kohdistuva voima aiheuttaa silloin vaantémomen-
tin, jonka takia levy alkaa pyoria.

Toisaalta laitteiston liilkema&rdmomentti ennen virran katkaisua on nol-
la. Siihen ei kohdistu ulkoisia voimia, joten liikem&Adrdmomentin sdilymislain
perusteella levy ei ala pyorié.

Jos ensimmaéinen vastaus on oikea, miten k&y liitkem&adrdmomentin siily-
mislain? Jos taas jalkimmaéinen selitys pétee, niin sovellettiinko induktiolakia
vadrin?



Luku 8

Magneettinen energia

Oppimateriaali RMC Luku 12 ja CL 7.3; esitiedot KSII luvut 4 ja 5.

Luvussa 4 todettiin, ettd staattiseen sdhkokenttadn liittyy tietty ener-
gia. Ndin on myos magneettikentéin laita, silld Faradayn lain mukaan mag-
neettikentdn muuttaminen aiheuttaa muutosta vastustavan voiman ja siten
magneettikentdn luominen edellyttid tyoté.

8.1 Kytkettyjen virtapiirien energia
Tarkastellaan yksinkertaista virtasilmukkaa, jossa kulkee virta I ja jonka
vastus on R. Liitetédén virtapiiriin janniteldhde V. Talloin

V+E&=IR (8.1)

missé £ on virtasilmukkaan indusoituva smv. Jannite tekee tyota siirtdmallé
varauksia silmukassa. Differentiaalisen varauksen dg = I dt osalta ty6 on

Vdg=VIdt=—Eldt+I°Rdt = I1d® + I*Rdt (8.2)

Termi I?R dt antaa resistiivisen tehon hivikin limmoksi (Joulen limmitys).
Termi I d® on indusoitunutta sihkémotorista voimaa vastaan tehty tyo, joka
tarvitaan magneettikentdn muuttamiseen:

AW, = Id® (8.3)

missé alaindeksi b viittaa ulkoisen janniteldhteen (esim. pariston) tekemééin
tyohon.

Tarkastellaan sitten systeemié, joka koostuu n kappaleesta virtapiirejé:

AW, =>_ I; d®; (8.4)
=1

91



92 LUKU 8. MAGNEETTINEN ENERGIA

Oletetaan, ettéd kaikki vuonmuutokset ovat periisin systeemin silmukoista,
jolloin
n
d®;;
d®; = .
¢ Z d Ij

J=1

dI; =Y M;;dl; (8.5)
j=1

Oletetaan lisdksi, ettéd silmukat ovat jaykkid ja paikallaan, jolloin energian-
muutoksiin ei liity mekaanista tyotd. Talloin dWj on yhtésuuri kuin mag-
neettisen energian muutos dU. (Virrat oletetaan myds riittdvén hitaasti
muuttuviksi, jolloin ei tarvitse ottaa huomioon séteilyhévisité.)

Rajoitetaan tarkastelu yksinkertaiseen véliaineeseen, jossa magneetti-
vuon ja virran vélinen suhde on lineaarinen. Lasketaan virtapiirisysteemin
energia ldhtien tilasta, jossa kaikille virroille I; = 0. Véliaineen lineaarisuu-
desta johtuen lopullinen magneettinen energia ei riipu tavasta, jolla tila on
saavutettu. Néin ollen kaikkien silmukoiden virtaa voidaan kasvattaa nol-
lasta lopputilaan samassa tahdissa eli joka hetki I/ = al;, missid « kasvaa
0 — 1. Talloin d®; = ®; da ja systeemin magneettinen energia on

1 n n 1 1 n
U:/de:/ ZI{(I)ida:ZIZ-CI)i/ ado=5> I;®  (86)
0 =1 i=1 0 i=1

Téamé voidaan my6s ilmaista summana silmukoiden yli

n

Z Z M1, (8.7)
=1

J=1

U =

N =

josta saadaan suoraan yhdelle silmukalle (M7 = L1 = L = silmukan itsein-
duktanssi)

192
2L
Tamsin voi rinnastaa kondensaattorin energiaan Q2/(2C), joka ilmaisee kon-
densaattorin sdhkokenttddn varastoituneen energian. Kahdelle silmukalle
saadaan

1 1
U=3I®= 5Lﬂ = (8.8)

1 1
U= 5Llff - §L2122 + ML I, (8.9)

missé otettiin huomioon symmetria Mo = My = M. Harjoitustehtaviksi
ji& osoittaa, ettéd LiLy > M?2.

8.2 Magneettikentin energiatiheys

Tarkastellaan ylldolevaa tilannetta magneettikentdn nidkokulmasta. Olete-
taan véliaine edelleen lineaariseksi ja virtapiirit yksinkertaisiksi silmukoiksi.
Télloin magneettivuoksi saadaan Stokesin lauseen avulla

Sz' Ci



8.2. MAGNEETTIKENTAN ENERGIATIHEYS 93
joten magneettinen energia on
1
U=3 Zj{ LA - dl; (8.11)
i G

siirrytdén sitten tilanteeseen, misséd sdhkovirta on tilavuusvirta J ja Cj
on suljettu lenkki johtavassa viliaineessa. Tilannetta voi ajatella suurena
joukkona lahellé toisiaan olevia silmukoita, jolloin I;dl; — JdV ja

>t~k

U:l/ J-AdV (8.12)
2 )y

eli

Séhkostatiikassa energia lausuttiin vastaavasti varaustiheyden ja potenti-
aalin integraalina (luku 4.2).

Koska VxH =JjaV-(AxH)=H-VxA—-A-V xH, niin
divergenssiteoreemaa kayttamalld saadaan

Uzl/H-VXAdV—lfAXH-ndS (8.13)
2 v 2Js

Fysikaalisesti jarkevé oletus on, ettd virtasilmukat eivét ulotu ddrettomyy-
teen, joten pinta S voidaan siirtdd kauas niiden ulkopuolelle. Kenttd H
heikkenee vihintdin kuten 1/r? ja vektoripotentiaali A vihintéifin kuten
1/r, mutta pinta kasvaa vain kuten r2. Siispi pintaintegraali hivids kuten
1/r tai nopeammin r:n kasvaessa rajatta. Tilavuusintegraali voidaan siis ot-
taa koko avaruuden yli ja tulokseksi tulee

U= 1/ H.-Bdv (8.14)
2 Jv

Samoin kuin sihkostaattisen energian tapauksessa voidaan maéritelld mag-
neettinen energiatiheys

1
u=_H-B (8.15)

Tulos pétee siis lineaariselle magneettiselle véliaineelle. Mikéli viliaine on
liséiksi isotrooppista, saadaan

2
1 H? = lB_

U= -p

1
> > (8.16)

Huom. Edelld tarkasteltiin stationaarista tilannetta. Sihkomagneettisen
kentén energia yleisessi ajasta riippuvassa tilanteessa késitelldan luvussa 9.
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Esimerkki: Koaksiaalikaapelin energiatiheys

Tarkastellaan koaksiaalikaapelia, jonka keskelld on a-séteinen johdin (mate-
maattisesti sylinteri), sen ulkopuolella sylinterisymmetrisesti eristekerros vi-
lilld @ < p < b, jonka ulkopuolella on jilleen johtava sylinterisymmetrinen
kerros b < p < c. Oletetaan, etté kaikkialla y = pg. Kulkekoon siséjohtimessa
virta I ja ulkojohtimessa virta —I. Suoran johtimen aiheuttama magneet-
tikenttd on Amperen kiertosdinnon perusteella

1
B = By(p) ey = M)T(p) ey (8.17)
™
Tarkastellaan sisempiid johdinta (0 < p < a). Tallsin I(p)/I = (7p?)/(7a?),
joten
tolp

By, = — 8.18
Oa 2ral ( )
ja magneettinen energiatiheys on
BQ NOIQ P2
=— = 8.19
ta 2up  8m2at (8.19)
Sisemmén johteen yli integroitu energia [:n pituisella matkalla on
I 21 a
pol?p? polI?
U, = dpdfdz = 8.20
¢ /// gnzat PP YT e (8.20)
000

Johtimien vilissd a < p < b kenttd médraytyy sisemmén johtimen koko-
naisvirrasta ja vastaavat tulokset ovat

I
Ba = 2!
™
pol?
= — 8.21
up 82y (8:21)
11> b
Uy, = Ko In —
4 a

missé siis kokonaisenergia tarkoittaa johtimien vilisessd alueessa olevaa koko-
naisenergiaa. Uloimmassa johtimessa b < p < ¢ vastaavat lausekkeet ovat

pol ?
Bpe = b (S -
b 27r(02—b2)<p p)

pol? ! 2, 2
MO”2 [ PR 2 2 2 ]
e = — In-—-(¢*—=0b —-b
U, In(c — 1) ¢'lno 4(0 )(3¢ )

ja kokonaisenergia on jilleen kyseisen vélin yli integroitu energiatiheys. Lo-
pulta koaksiaalikaapelin ulkopuolella kenttd on nolla, joten energiakin on
sielld nolla.
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8.3 Magneettikentin voimavaikutus virtapiireihin

Siirretdéan virtapiirijarjestelmén yhta silmukkaa matka dr. Oletetaan, etti
silmukoissa kulkevat virrat séilyvét ennallaan. Téall6in siirroksessa tehty tyo
on

dW =F -dr (8.23)

Ty6 koostuu kahdesta osasta
dW = dW, — dU (8.24)

misséd dU on magneettisen energian muutos ja dW; on ulkoisten ldhteiden
tekemé ty0, jotta virrat siilyvét ennallaan.

Eliminoidaan dW; olettamalla silmukat jilleen jaykiksi ja lineaarinen
viliaine. Magneettisen energian muutos on

1
dU = = I;d®; 2
U= Z (8.25)
Toisaalta
AW, =Y I; d®; (8.26)
joten
AWy = 2dU (8.27)
ja
dU =F -dr (8.28)

eli voima saadaan energian gradienttina olettaen virrat vakioiksi

F=VU| (8.29)

Kéytannossé tilanne on usein sellainen, ettéd virtapiirin liike rajoittuu
kiertymiseen jonkin akselin ympéri. T&ll6in

AW =71 -do (8.30)

missd 7 on magneettinen vddntomomentti ja d@ on kiertyméan kulmaele-
mentti. VAdntomomentti akselin ¢ suhteen on siten

Ti = (g—g)l (8.31)

Tarkasteltu tilanne on siis samantapainen kuin luvussa 4.5 késitelty jarjeste-
ly, jossa johdesysteemi pidetdén vakiopotentiaalissa ulkoisen janniteldhteen
avulla. Joissain tapauksissa virtapiirien lapi kulkeva magneettinen vuo voi-
daan puolestaan ajatella vakioksi. Téllaisiin tilanteisiin joudutaan tarkastel-
taessa (lihes) ddrettomén hyvin johtavia viliaineita kuten suprajohteita tai
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tédysin ionisoitunutta harvaa plasmaa. T&ll6in mikéd&n ulkoinen ldhde ei tee
tyotd eli dWp, = 0 ja
F.dr=dW = —-dU (8.32)

Nyt voiman ja vadntomomentin komponentit saadaan derivoimalla U:ta
pitden ® vakiona, miké vastaa sdhkostatiikassa vapaiden johteiden systee-
mié.

Kaytdnnon sovellutuksena magneettisesta vadntomomentista voi maini-
ta vaikka avaruusaluksen asennonsiditojirjestelmén. Maapallon magneet-
tikentdn vaikutuksen alaisena olevaan satellittiin rakennetaan kelajirjestel-
méi. Kun satelliittia halutaan kdantds, ajetaan keloihin sellaiset virrat, etta
satelliitti kdantyy haluttuun kulmaan magneettikenttasin nidhden. Menetel-
mén etuna on se, ettid operaatio voidaan tehd4 aurinkoenergian avulla, hait-
tana taas kentédn pienuudesta johtuva vddntomomentin heikkous ja siten
operaation hitaus.

Kahden virtasilmukan vilinen voima

Palataan sitten aivan magnetostatiikan alkuun, missé kerrottiin Amperen
empiirisesti lausekkeesta voimalle kahden virtasilmukan vélilla (yht#lo 5.23).
Lasketaan sama tulos tdmén luvun keinoin. Virtapiirin 1 aiheuttama voima
virtapiiriin 2 on

Fo = VU = L1V M

1
= @111274 7{ (dly - dly) Vo
471' Cp JCo ‘I‘Q - rl’
Ho (1‘2 - I’1)
4W127€17€5(d1 e (8.33)

misséd keskindisinduktanssi M on ilmaistu von Neumannin kaavan avulla
(ks. luku 7). Ensi silméykselld ndyttd4 kuin olisimme saaneet eri tuloksen
kuin piti. Néin ei kuitenkaan ole, minké osoittaminen jaakoon harjoitusteh-
tavaksi.

Rautatanko solenoidin sisilla

Luvussa 4 tarkasteltiin levykondensaattorin sisélld olevaan eristepalkkiin
kohdistuvaa voimaa. Tarkastellaan nyt solenoidin sisilld olevaa rautatankoa,
jonka poikkipinta-ala on A ja permeabiliteetti y. Olkoon solenoidin pituus
[ ja olkoon sité kierretty N kierrosta johteella, jossa kulkee vakiovirta I.
Vedetédn tankoa ulos solenoidista kunnes siitéd on enéé puolet sisélld ja las-
ketaan voima, joka yrittdd vetdéd tankoa takaisin (kuva 8.1).
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Kuva 8.1: Solenoidiin tydnnettyyn rautasauvaan vaikuttava voima.

Ongelma olisi itse asiassa aika vaikea, jos kysyttéisiin alkuperiisen tai
lopullisen tilanteen todellista magneettista energiaa, koska silloin olisi huo-
mioitava reunojen vaikutukset. Koska voima on energian gradientti, sen
médrittdmiseksi riittédé tarkastella kahden eri tilan eroa. Tarkastellaan ohei-
sen kuvan mukaista lyhytté siirrosta. Kuvien a) ja b) vélinen ero on, ettd
pituusalkio Az on siirretty kentdn ulkopuolisesta osasta solenoidin siséén,
kun taas hankalan reunan kohdalla kaikki ndyttdd samalta molemmissa ku-
vissa. Koska H-kentté on lihes pitkittidinen alueessa Az ja koska H-kentédn
tangentiaalikomponentti on jatkuva sauvan sylinterinmuotoisen reunan yli,
voidaan magneettinen energia laskea lausekkeesta

1
Uezi/uﬂﬂm/ (8.34)

missd H on vakio sauvan sisé- ja ulkopuolella, koska I on vakio. Siirroksen
jilkeen energia on

1
U(zo + Azx) = U(xo)—i-—/ (1 — po)H?*dV
2 Jara

1 N2I?
= U(xo) + 5(# — io) B

ANz (8.35)

Koska voima on energian gradientti, se voidaan arvioida tésté

ou 1 N2I’°A 1
Fo= 2 = — pp) = = H?A 8.36
©= 5 B (1 — po) 2 B XmHo ( )
Voima osoittaa z:n positiiviseen suuntaan eli vetai sauvaa solenoidiin. Tilan-
teesta, jossa magneettivuo ® on vakio, on yksinkertainen esimerkki har-

joituksissa.
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Luku 9

Maxwellin yhtalot

Oppimateriaali RMC luku 16 ja CL luvut 8-9; esitiedot KSII luku 7 ja KSIII
luku 5.

Nyt meilld on koossa elektrodynamiikan peruspilarit silld tasolla, jolla ne
tunnettiin 1860-luvun alussa. Maxwell huomasi yhtéloissd piilevén teoreet-
tisen ongelman: Mité tapahtuu, jos varaustiheys ja siten sdhkokenttd muut-
tuvat ajallisesti? Amperen laki on voimassa vain staattiselle systeemille ja
ottamalla siitd divergenssi V - (V x H) = V - J nidhdéén, ettd V- J = 0.
Varaustiheyden muuttuessa ajallisesti pitéisi kuitenkin jatkuvuusyhtilon
Op/0t +V - J = 0 olla voimassa.

9.1 Siirrosvirta

Tarkastellaan kuvan 9.1 mukaista ajatuskoetta, jossa varataan kondensaat-
toria sdhkovirralla I. Ampeéren lain mukaan sdhkovirta on silmukkaa C

kondensaattorilevyt

Kuva 9.1: Amperen laki varattaessa kondensaattoria

99
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pitkin laskettu integraali
]{H-dlz J-ndS =T 9.1)
C St

missé Sp on pinta, jonka ldpi virta I kulkee. Nyt kuitenkaan mikéén ei sano,
misséd silmukan C' rajoittaman yhdesti yhtendisen pinnan tulisi olla, joten
pinnaksi pitdisi voida valita myos kondensaattorin levyjen vilisen alueen
kautta piirretty pinta Sz, joka ei leikkaa virtaa missddn ja

fH-dl: J-ndS =0 9.2)
C Sa

Molemmat integraalit on laskettu matemaattisesti oikein, joten ongelman
taytyy olla puutteellisesti ymmérretyssé fysiikassa. Ratkaisu on siiné, ettd
virta I tuo varausta kondensaattorin levylle eikd varaus poistu systeemisté
samaan tahtiin. Virralla on siis divergenssié pintojen S ja Se rajaamassa
tilavuudessa.

Tarkastellaan ongelmaa differentiaalimuodossa ldhtien varauksen jatku-
vuusyhtélostéa

op
VIt =0 (9.3)

Varaustiheys voidaan ilmaista Gaussin lain avulla
V-D=p (9.4)

joten jatkuvuusyht&lé voidaan kirjoittaa muotoon

v-(u%?):o 9.5)

Maxwellin oivallus oli korvata virrantiheys Amperen laissa ylldolevalla sulku-
lausekkeella ja tuloksena oli neljas Maxwellin laeista

oD
H=J+— 9.6
V x + 5 (9.6)
jota voi hyvalld syylld kutsua Amperen ja Maxwellin laiksi. Termid 0D /0t

kutsutaaan kentdnmuutosvirraksi, kenttavirraksi tai siirrosvirraksi.

Maxwellin idea siirrosvirrasta oli puhtaasti teoreettinen, silla sen vaiku-
tus on niin pieni, ettd mikiin tuolloinen mittaus ei ollut ristiriidassa Ampe-
ren lain kanssa. Siirrosvirta alkaa olla verrattavissa johtavuusvirtaan vasta,
kun we/o > 0.01 eli johteiden tapauksessa taajuuksien on oltava erittéin kor-
keita. Eristeissé tilanne on toinen ja jo tavallisessa 50 Hz vaihtovirtapiirissa
olevan kondensaattorin ldpi kulkeva virta on siirrosvirtaa. Kondensaattorin
siséistd virtaa ei tosin useinkaan tarvitse tarkastella virtapiirianalyysissa.
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Koska siirrosvirta tulee nikyviin vasta suurilla taajuuksilla, se liittyy
sihkomagneettiseen aaltoliikkeeseen luonnollisella tavalla. Vuonna 1888 Hein-
rich Hertz todensi siirrosvirran olemassaolon tutkiessaan sihkomagneettisia
aaltoja. Tamén jélkeen my6s Maxwellin alunperin teoreettinen oivallus sai
kokeellisen perustan.

Varauksen jatkuvuusyhtil6 seuraa nyt Amperen ja Maxwellin laista
yvhdessd Gaussin lain kanssa, joten sité ei tarvitse ottaa mukaan erillisend
yhtalond. Tamé ei kuitenkaan tarkoita, ettd varauksen siilymislaki seu-
raisi Maxwellin yht&loistd, vaan sitéd, ettd annetussa tilavuudessa varauk-
sen ajallinen muutos kompensoituu alueeseen tulevalla tai siitd poistuvalla
sihkovirralla, koska varaus séilyy!

9.2 Maxwellin yhtilot

Nyt meilld on koossa koko Maxwellin yht&ldiden ryhmé

V-D = p
V-B =0
0B
E = —— .
V X T (9.7)
oD
H = et
V x J+6t

Tassé lahdetermeiné ovat vapaat varaukset p ja vapaat virrat J. Sidotut
varaukset ja virrat on kétketty kenttiin D ja H. Mikéli kyseessd on tyhjoa
monimutkaisempi viliaine, tarvitaan lisidksi rakenneyhtdlot D = D(E, B),
H=H(E,B) jaJ = J(E,B).

Yhtaloryhmé 9.7 ei kuitenkaan ole sen yleisempi tai rajoitetumpi kuin
luvussa 1 esitetty ”tyhjomuodossa” kirjoitettu yhtaloryhmé

VE =2
€0
V-B = 0
0B
E = 2 .
V x T (9.8)
OE
VxB = pugdJ+epo—-

ot

misséd p ja J kuvaavat kaikkia varauksia ja virtoja. Esitysmuoto 9.7 on
joitain merkint6ja vaille sama, jossa Maxwell itse esitti yhtalonsa. Muo-
toa 9.8 voi kuitenkin pitdd jossain mielessd perustavampana, koska se ei
ota mitdédn kantaa mahdollisen viliaineen sdhkdisiin tai magneettisiin omi-
naisuuksiin.
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Vaikka usein puhutaan neljéstd Maxwellin yhtalostd, yhtéloryhméssa 9.8
on kuitenkin 8 yhtdlod (2 skalaariyhtélod ja 6 vektoriyhtéloiden komponent-
tia). Yhtdloryhmé on lineaarinen, joten yhtéléiden ratkaisuille pétee su-
perpositioperiaate. Mikéli ldhdetermit p ja J tunnetaan, on jiljelld 6 tun-
tematonta ja yhtéaloryhmé riittds mainiosti E:n ja B:n méirdamiseen. Jos
kuitenkin etsitddn itsekonsistentteja ratkaisuja, tuntemattomia on 10 kpl
(E, B, J ja p), joten systeemisté tarvitaan lisitietoa. Sellaiseksi kelpaa esi-
merkiksi Ohmin laki (J = oE). Kuten aina differentiaaliyhtéloita ratkot-
taessa, myods reunaehdot taytyy méadrata oikein.

9.3 Sidhkomagneettinen energia ja litkeméaira

Tarkastellaan seuraavaksi SM-kentédn energian ja litkemd#rdn siilymisté.
Kasitelldéin asia hieman perusteellisemmin kuin RMC:ssé.

9.3.1 Poyntingin teoreema

Oletetaan viliaine yksinkertaiseksi (LIH). Sdhkoinen ja magneettinen ener-
giatiheys ovat tuttuja kisitteitd luvuista 4 ja 8:

1

Ue = §E -D (99)
1
wn = H-B (9.10)

Koska pyrimme tutkimaan néiden ajallista muutosta, etsimme Maxwellin
yhtéloista termejé, jotka sisdltavit kenttien aikaderivaattoja. Ottamalla Am-
péren ja Maxwellin lain skalaaritulo E:n kanssa ja viahentadmaélla siitd Fara-
dayn lain skalaaritulo H:n kanssa péaéstéédn liikkeelle oikeaan suuntaan

H-VxE—E~VxH:—H-aa]:’—E-aa]t)—E~J (9.11)

Yhtélon vasen puoli voidaan vield kirjoittaa muotoon V - (E x H). LIH
véliaineen €, p ja o eivit riipu ajasta, joten

D 19

—==-—(E-D 12
ot 2 875( ) (9.12)
ja vastaavasti magneettikentélle. N&in olemme saaneet yhtalon
10
V-(EXH):—ia(E~D+B-H)—E~J (9.13)

Yhtélon oikealla puolella on sdhkémagneettisen energian ajallinen muutos
sekd sdhkomagneettisen kentédn varauksille luovuttamaa energiaa kuvaava
termi. Integroidaan yht&dlo annetun tilavuuden yli
d 1
/ V. ExHd =-2 [ 1
1%

(EoD+B-H)dV—/E-JdV (9.14)
dt Jv 2 Vv



9.3. SAHKOMAGNEETTINEN ENERGIA JA LIIKEMAARA 103

Kayttamalla divergenssiteoreemaa tdmé voidaan kirjoittaa muodossa

d 1

—/J&MV:—/—@JLH}HMV+ ExH-nda (9.15)
1% dt Jv 2 v

missé tilavuuden V reuna on nyt kirjoitettu sekaannusten valttdmiseksi 9V

ja pintaelementti da.

Jos tilavuudessa V ei ole tyota tekevad sihkomotorista voimaa, yhtalon
vasen puoli on aina negatiivinen ja vastaa sihkomagneettisen energian dis-
sipoitumista Joulen lammityksené. Jos alueessa jokin prosessi tekee mekaa-
nista tyoté, voi yhtdlon vasen puoli olla my6s positiivinen (J-E < 0). Télloin
kyseesséd on jonkinlainen generaattori, joka muuttaa mekaanista energiaa
sihkomagneettiseksi energiaksi. Yhtélon oikella puolella on puolestaan séhko-
magneettisen energian ajallinen muutos ja termi, joka kuvaa vektorin

S=ExH (9.16)

vuota aluetta rajaavan pinnan ldpi. Vektoria S kutsutaan Poyntingin vek-
toriksi ja yht&lod 9.15 Poyntingin teoreemaksi. Poyntingin teoreema il-
maisee sihkdmagneettisen kentin energian siilymislain: SM-kentén
energian muutos aikayksikossd on yhté suuri kuin kentén varauksiin tekemén
tyon ja tarkasteltavaa varausjoukkoa rajaavan pinnan lapi virtaavan Poyntin-
gin vuon summa.

Differentiaalinen Poyntingin teoreema voidaan kirjoittaa séilymislaki-

muodossa
OUermn,

ot
Tulkitsemalla S energiavuoksi ndhdaén, ettd SM-kentén lihteind tai nieluina
on mekaaninen ty6o. Kokonaisenergia tietenkin siilyy eli

+V-S=-J.E (9.17)

%(uem + Umech) +V-S =0 (9.18)

Poyntingin vektorin ExH tulkinta ”energian kuljettajana” johtaa erikoi-
selta vaikuttaviin tilanteisiin yksinkertaisissakin esimerkeissé, joista tasavir-
tajohdinta késitella&in harjoituksissa. Ei ole itsestddn selvdé, ettd Poyntin-
gin vektorin ”oikea” lauseke on 9.16. Poyntingin teoreeman differentiaali-
muodosta nahdain, ettd vektoriin S voitaisiin liséité roottorikenttd. Moni-
mutkaisempiakin muunnelmia on olemassa, mutta silloin myds energiati-
heyksien lausekkeita on muutettava. Oleellista on, ettéd energian siilymislaki
péatee. Pohjimmiltaan kyse on siité, ettei ssthkomagneettisen kentén energiaa
voida paikallistaa.

Y& oletettiin LIH véliaine. Isotropiaa ei varsinaisesti kidytetty, mutta
my0s epéisotrooppisessa viliaineessa vektorin S tulkinta voi olla ongelmalli-
nen. Olennaista on jéilleen, ettd siilymislaissa on V - S, joten siilymislaki
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Kuva 9.2: Rikkooko elektrodynamiikka liikem&éran sédilymislakia?

on yhi voimassa. Suurempia monimutkaisuuksia tulee ajassa tai paikassa
epahomogeenisten sekd epélineaaristen viliaineiden kanssa. Ongelmat liit-
tyvét usein SM-aaltoihin. Epdhomogeenisuus aiheuttaa dispersiota eli aal-
topaketit hajoavat matkan varrella ja epédlineaarisuus taas jakaa energiaa eri
taajuuksille. Eteentulevat ongelmat ovat seké térkeitéd ettd mielenkiintoisia,
mutta tdméan kurssin ulkopuolella.

9.3.2 Maxwellin jannitystensori

Tarkastellaan kuvan 9.2 kaltaista tilannetta. Kaksi samanmerkkistéd varaus-
ta (q1 ja o) liikkkuu negatiivisten z- ja y-akselien suuntaan. Oletetaan, ettéd
hiukkaset ovat jonkinlaisilla kiskoilla, mik& pakottaa ne jatkamaan matkaansa
huolimatta liiketté poikkeuttavista voimista. Hiukkasten vélilla on séhkdinen
poistovoima F.. Varauksen ¢; aiheuttama magneettikentté varauksen go
kohdalla osoittaa sivun sisdin ja magneettinen voima F,, oikealle. Vas-
taavasti varauksen ¢y aiheuttama magneettikenttd varauksen ¢; kohdalla
osoittaa sivulta ulospiin ja magneettinen voima ylospéin. Siispéd varauksen
q1 varaukseen ¢o kohdistama sidhkomagneettinen kokonaisvoima ei ole vas-
takkaissuuntainen varauksen go varaukseen ¢; kohdistamaan voimaan. Onko
siis jouduttu ristiriitaan Newtonin kolmannen lain kanssa ja sitéd tietd ris-
tiriitaan litkemé&éran sailymislain kanssal?

Vastaus on kielteinen. Ratkaisu on siiné, ettd SM-kentélld on energian
lisdksi lilkem&irad. Siilyva suure on hiukkasten ja kenttien yhteenlaskettu
liikkemé&dra. Témén tarkastelemiseksi on tutustuttava Maxwellin jannitysten-
soriin.

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi véliainetta, jolle € = ¢y ja pu =
po- Kaikkien tilavuudessa V' olevien hiukkasten liikemédrien summa pyech
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noudattaa Newtonin toista lakia

d mec.
F:M:/p(E+va)dvz/(pE+JxB)dv (9.19)
dt v 1%

joten voimatiheys on

f=pE+J xB (9.20)
Eliminoidaan p ja J Maxwellin yhtél6iden avulla, jolloin
1 E
fZEo(V'E)E-I- (—V XB—€08—> x B (9.21)
Ko ot
Nyt
OE 0
ExBfa(ExB)—i—Ex(VxE) (9.22)

missé viimeisessé termissé on kaytetty Faradayn lakia. Voimatiheys on siten

~ LB X (VxB) - (Ex B) (9.23)

f=¢[(V-E)E—E x (V x E)] o ot

Lauseke saadaan symmetrisemmiksi lisidmélld termi (V - B)B/puo, joka on
aina nolla. Kenttien roottorilausekkeet voi kirjoittaa auki kaavalla

Ex (VXE)= %V(EQ) —(E-V)E (9.24)
ja samoin B:lle. Néin voimatiheys on saatu muotoon
1
f = (V-E)E+E-V)E+ [(V-B)B+(B-V)B]
0
- §V <€0E + %B ) — 60§(E X B) (925)

Tamé nayttad pahalta, mutta siistiytyy méarittelemilla Maxwellin jainni-
tystensori 7, jonka komponentit ovat
1

1 1
1ij = €o (EiEj - §5ijE2> + o (BiBj - 5(51']-32) (9.26)

Tensorin 7 divergenssi on vektori, jonka komponentit ovat

(V . T)j = € [(V . E)Ej + (E . V)E] — %VjE2:|

1 1
o {(v .B)B; + (B-V)B; — §VjB2:| (9.27)

Namé ovat Poyntingin vektorin aikaderivaattaa vaille voimatiheyden kom-
ponentit, joten

0S
f=V-T- 60”05 (928)
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Integroidaan tdmaé tilavuuden V yli ja kirjoitetaan jannitystensorista riip-
puva osa pintaintegraaliksi. T&ll6in kokonaisvoima on

F= T-nda—eo,u,oi/ Sav (9.29)
ov dt Jv

Jéannitystensorin kirjoittaminen pintaintegraalina kertoo, ettéd staattisessa

tilanteessa sdhkomagneettinen kokonaisvoima méaraytyy jéannitystensorista

pelkéstéddn tarkasteltavan alueen reunalla. Siis 7 laskettuna alueen reunalla

jotenkin pitédé sisdllddn voimien kannalta olennaisen tiedon kenttien ener-

giasta koko alueessa.

Voimien laskeminen jénnitystensorista ei rajoitu elektrodynamiikkaan.
Mekaniikasta tuttu energia-impulssitensori on formaalisti samanlainen otus,
yleinen suhteellisuusteoria formuloidaan Einsteinin tensorin avulla, jne.

Esimerkki. Johdepalloon vaikuttava sihkostaattinen voima.

Asetetaan ohut johtava pallonkuori (séde a) homogeeniseen sihkokenttéin
Ej. Osoitetaan, ettd kentin suuntaan vastakkaisia pallonkuoren puolikkaita
repii eri suuntiin voima I’ = %TreoaQEg.

Séhkokenttd méaritettiin jo luvussa 2.9. Pallon pinnalla siéhkokentélld on
vain radiaalinen komponentti E,(r = a) = 3Ej cos §. Harjoitustehtédvana on
osoittaa, ettd staattisessa sdhkokentissé olevaan johdekappaleeseen vaikut-
tava kokonaisvoima on

Fol / o EdS (9.30)
2Js

missé o, on varaustiheys johteen pinnalla S. Késiteltdvissi esimerkisséd sym-
metriasta seuraa, ettd pallon ylempéén puoliskoon (0 < 6 < 7/2) vaikuttava
voima on z-akselin suuntainen (Fe;) ja alempaan puoliskoon (/2 < 0 < )
vaikuttava voima on F_ = —F_. Koska pallon pinnalla o = €gE,(a), niin

L o 9 oo [T L 399 oro

F, = /ez . §eoEr(a)er = 560E0a / dgb/ dfsinf cos’ O = L Te0a Ej
0 0

(9.31)

9.3.3 Liikemé&irén siilyminen

Palataan sitten takaisin kysymykseen liikemé&édran sailymisestd. Newtonin
toisen lain mukaan hiukkaseen vaikuttava voima on yhtd suuri kuin sen
liikemé&rédn aikaderivaatta

dpmech
F = .32
7t (9.32)




9.4. SAHKOMAGNEETTINEN KENTTA RAJAPINNALLA 107

missé alaindeksi mech viittaa mekaaniseen liiketilan muutokseen. Toisaalta
olemme edelld ilmaisseet sihkomagneettisen voiman jannitystensorin avulla,
joten

dpmech o d
pra aVT-nala—eg,uga/VSdV (9.33)

Téamén voi tulkita samaan tapaan kuin Poyntingin teoreeman. Oikean puolen
ensimmaéinen termi kertoo liikkemééréin virtauksen aikayksikossé pinnan 0V
ldpi ja jalkimméinen termi puolestaan kenttiin kertyneen litkemééran muu-
toksen. Siis sihk6magneettisen kentén litkeméira on

Pem = 6U;u[)‘/ SdV (934)
14

Yhteenlasketun sahkémagneettisen ja mekaanisen liikeméédran muutos vas-
taa tarkastelualueeseen kenttien mukanaan tuomaa litkeméiraé. Jos tilavuus
on koko avaruus, vuosuure on nolla ja silloinkin kokonaisliikemééara séilyy.

Olkoon Ppech, mekaaninen litkemédritiheys. Méaritelladn vastaavasti SM-
kentén liikemaidratiheys
Dem = €0ft0S (9.35)
Talloin liitkeméadran sailyminen voidaan ilmaista differentiaalimuodossa
J . R
&(pmech + pem) =V-7 (9.36)

Todetaan viel4 lopuksi, ettd sihkomagneettisella kentélld on myos impulssi-
momenttia. Impulssimomentin tiheys mééaritellaan

lem = T X Pem = €o[r x (E x B)] (9.37)

Myos kokonaisimpulssimomentti on séilyvéd suure.

9.4 Sihkoémagneettinen kentti rajapinnalla

Luvuissa 3 ja 6 késiteltiin staattisten sdhko- ja magneettikenttien reunaeh-
toja kahden aineen rajapinnalla. Magneettikentdn normaalikomponentille
saatiin yhtélostd V - B = 0 pillerirasiakikalla reunaehto

Bin = Bon, (9.38)

Tamé pétee tietenkin myos ajasta riippuvassa kentéssa.

Tarkastellaan sitten sdhkokentédn tangentiaalikomponenttia. Sihkostaat-
tisen yhtédlon V x E = 0 sijasta on kiytettdva Faradayn lakia
0B
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Tehddédn samanlainen suorakulmainen silmukka kuin luvussa 3 ja integroidaan
Faradayn laki silmukan sulkeman pinnan yli

0B
/VxE~ndS:— 9B nds (9.40)
s s Ot
Sovelletaan Stokesin teoreemaa lausekkeen vasemmalle puolelle ja suorite-
taan viivaintegraalit:
y y 0B
B — B9y + hiE1y + hoFEoy, — hlEln — hQEQn = — E -ndS (9.41)
S
missd [ on silmukan pituus rajapinnan suunnassa, hi ja hg ovat silmukan
etiisyydet rajapinnasta kummankin véliaineen puolella ja Ej, ja E., ottavat
huomioon, ettd sihkokentin normaalikomponentit saattavat poiketa toisis-
taan silmukan eri paissid. Kun silmukka litistetdan nollapaksuiseksi havidviét
sihkokentdn normaalikomponenttien termit ja samoin yhtalon oikea puoli
silléd edellykselld, ettd 0B/0t pysyy adrellisend. Lopullisesta yhtdlostd voi
supistaa [:n ja jiljelle jad& sama reunaehto kuin sihkostatiikassa

Ey = Fy (9.42)

D-vektorin normaalikomponentin reunachto on monimutkaisempi, koska nyt
pintavaraustiheys voi muuttua. Sekaannusten valttdmiseksi merkitddn joh-
tavuutta o:lla ja pintavaraustiheytté og:114. Tarkastellaan yhtéloda V-D = p
pillerirasiakikalla, joka antaa samann&kdéisen tuloksen kuin sdhkostatiikassa

Dln - -D2n =05 (943)

Toisaalta varaustiheyden muutosta kontrolloi jatkuvuusyhtilo

dp
V-J=-— 9.44
T (9.44)
Tehdaén téllekin pillerirasialasku, joka antaa
dog
n n — T 4
Jin — Jo o (9.45)

joten lopputulos riippuu pintavaraustiheyden ajallisesta muutoksesta.

Rajoitetaan tarkastelu yksinkertaiseen aaltoliikkeeseen eli oletetaan sédh-
kokentiin olevan muotoa E(t) = Ege ™! Tillsin voidaan korvata 9/0t —
—iw ja yhtdlon oikealla puolella on iwo,. Olettamalla lineaarinen véliaine
ja kayttamalla rakenneyhtiloita D = €E ja J = ¢E voidaan Dy:n ja J,:n
reunaehdot kirjoittaa yhtéloparina

€1B1, — ek = o5
O'lEln*O'QEQn == iwas (946)
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Jos pintavaraustiheys héividi, on oltava €1/01 = €3/09, mikéd voidaan saa-
da aikaan valitsemalla sopivat véliaineet. Samoin kdy myos kahden erittédin
hyvén eristeen rajapinnalla, jolloin johtavuudet hiavidviat. Yleisesti og ei
hévid, joten se voidaan eliminoida yhtéloparista ja sihkokentéin normaa-
likomponentille on voimassa reunaehto

o o
(61 + i1> FEi, — <62 + i2> FEs, =0 (9.47)
w w
Tarkasteltaessa H-vektorin tangentiaalikomponenttia taytyy kentdnmuu-

tosvirta huomioida

oD
VxH- =] (9.48)

Tangentiaalikomponentin reunehto 16ytyy jélleen suorakulmaisesta silmukas-
ta. Samoin kuin Faradayn laissa oletettiin 0B /dt:n pysyvén dérellisend sil-
mukkaa kutistettaessa, nyt pidetddn 0D /0t dérellisend ja jiljelle ja& mag-
netostatiikasta tuttu reunaehto

Hyy — Hoy = j1 (9.49)

missé 7| on pintavirran tiheyden komponentti, joka on kohtisuorassa tarkas-
teltavaa H-komponenttia vastaan. Pintavirrantiheys on nolla, jos viliaineen
johtavuus on dérellinen. Siis ellei viliaineen johtavuus ole déretén, magneet-
tikentdn tangentiaalikomponentti on jatkuva.

Tarkastellaan lopuksi tilannetta, jossa véliaineen 2 johtavuus on dareton.
Amperen ja Maxwellin laki viliaineelle 2 on

0D
VxHy— —=1] 9.50
oo P (9.50)
Olettamalla harmoninen aikariippuvuus e ! ja kiyttamazlld rakenneyhtalsita
saadaan )
E;,=——V xH, (9.51)
09 — 1WEY

Jos V x Hjy on rajoitettu, niin ehto o9 — oo edellyttia, ettd Eg = 0. Olet-
taen myods Ho:n aikariippuvuus harmoniseksi Faradayn laki ja lineaarinen
rakenneyhtilo B = uH antavat

1

1w

H2 = V x E2 (952)

ja siten my6s Hy havida. Tama kaikki tarkoittaa sité, ettd sihkomagneettinen
aalto ei etene ddrettoméan hyvédn johteeseen. Reunaehdoksi tulee t&lloin

Hyiy =31 (9.53)
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9.5 Aaltoyhtilo ja kenttien ldhteet

9.5.1 Aaltoyhtilo tyhjossa

Siirrosvirtatermin ansiosta Maxwellin yht&l6illd on ratkaisunaan sdhko-
magneettinen aaltoliike. Tarkastellaan tilannetta ensiksi tyhjossé (p = 0,
J = 0). Ottamalla roottori Amperen ja Maxwellin laista saadaan

I(V x E) 0°B

VXV xB= €o Lo ot = —EouOW (9.54)

josta kirjoittamalla vasemman puolen roottorit auki ja kayttaméalld mag-
neettikentén ldhteettomyytta saadaan aaltoyhtélo

9°B

2
VB — EOMOW

=0 (9.55)
Ottamalla puolestaan roottori Faradayn laista ja huomioimalla, ettd myGs-
kéan sahkokentalld ei ole tyhjosséd ldhteitd, saadaan sdhkokentille sama
yhtalo

O’E
o2
Téllainen aalto etenee nopeudella ¢ = 1/,/€yfig eli valon nopeudella.

V2E — eouo =0 (9.56)

9.5.2 Potentiaaliesitys

Tarkastellaan seuraavaksi Maxwellin yhtdloiden ratkaisemista olettamalla
kenttien ldhteet p ja J tunnetuiksi. Esitetdéin tarkastelu tyhjonkaltaisessa
viliaineessa (€g, p0) kentille E ja B. Tarkastelun siirtdminen lineaariseen
véliaineeseen on suoraviivaista.

Ongelmaa on tehokkainta ldhestyé kayttamalld kenttien skalaari- ja vek-
toripotentiaaleja ¢ ja A. Ensinndkin yhtalo V - B = 0 implikoi tutun relaa-
tion B =V X A. Sijoittamalla tdm# Faradayn lakiin saadaan

VxE—i—%VxA:O (9.57)

Fysikaalisen siisteille kentille aika- ja paikkaderivaattojen jérjestyksen voi
vaihtaa, joten

0A

eli voidaan kirjoittaa E + 0A /0t = —V . Sahkokenttd on siis muotoa
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eli sihkostaattisen potentiaalin liséksi Faradayn laki tuo vektoripotentiaalin
aikamuutoksesta johtuvan osuuden sahkokenttédan. Néin kenttien kuusi kom-
ponenttia on ilmaistu neljin muuttujan (¢, A) avulla. Tdhéin on tarvittu
nelja Maxwellin yhtaléiden kahdeksasta skalaarikomponentista, joten meilld
on jaljelld neljd yhtdloa neljin tuntemattoman ratkaisemiseen. Jéljelldolevat
Coulombin ja Amperen ja Maxwellin lait saadaan muotoon

oV-A
V2 + oV A) o ) _ —p/eo (9.60)
1 92A L 9¢
2 —

Saatu yhtdloryhma ndyttdd pahemmalta kuin alkuperédiset Maxwellin yhté-
16t, mutta sille 16ytyy kétevid ratkaisumenetelmis. Koska kentdt E ja B
muodostuvat potentiaalien derivaatoista, voidaan potentiaaleihin liséita sel-
laisia tekijoitéd, jotka katoavat derivoitaessa. Tétd ominaisuutta kutsutaan
mittainvarianssiksi. Yksi tapa siilyttda alkuperéiset kentdt on edellyttéaa

1dp
2ot
Téata ehtoa kutsutaan Lorentzin ehdoksi ja kyseistd mittaa Lorentzin
mitaksi. Téllainen muunnos voidaan aina tehdi.

VoAt 0 (9.62)

Lorentzin mitassa jiljella olevat yhtélot redusoituvat epdhomogeeni-
siksi aaltoyhtilbiksi

, 18° B
\ T 202 ¢ = —p/eo (9.63)

, 102

joille tunnetaan yleisid ratkaisumenetelmia.

9.5.3 Viiviastyneet potentiaalit

Edelld on 16ydetty itse asiassa neljd karteesisissa koordinaateissa toisistaan
riippumatonta skalaariyhtéloéd, joten ratkaisumenetelmén kannalta riittédd
tarkastella yhtéloa :lle.

Mikéli kyseessa olisi staattinen kentté, meillé olisi tuttu Poissonin yhtélo,
jonka ratkaisuja ovat Laplacen yhtélon yleiset ratkaisut seké jokin Poissonin
yhtélon erikoisratkaisu. Ratkaistaan aaltoyhtélo ensin yhdelle varaukselle,
joka on sijoitettu origoon. T&ll6in homogeenisen aaltoyhtélén

102
<v2 - 02(9t2> =0 (9.65)
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on toteuduttava kaikkialla muualla kuin origossa. Pienessé alueessa origon
ympérilld puolestaan

1 02 1
/AV av <v2 - CQ(%Q) o= —q(t) (9.66)

Koska tilanne on pallosymmetrinen, ¢ = ¢(r) ja homogeeninen aaltoyht&lo
voidaan kirjoittaa pallokoordinaatistossa

1 0 [ 40¢ 1 0%p B
S (P5) - agn = (967)

Téamé palautuu yksiulotteiseksi aaltoyhtéaloksi sijoituksella

o(r,t) = XO;’ ) (9.68)
0? 0?
orz 2otz 0 (9.69)

ja talla on tutut £r-suuntiin etenevit ratkaisut
x = f(r—ct)+ g(r+ ct) (9.70)

Naistd f(r — ct) etenee poispiin varauksesta ja g(r+ ct) etenee kohti varaus-
ta. Koska haluamme ymmaértéa varauksen vaikutusta ympéaristoonsé, meille
riittas tarkastella ratkaisua f.

Olemme siis 16yténeet homogeeniselle aaltoyhtélolle pallosymmetrisen
ratkaisun
flr—ct)

p=—-" (9.71)

r
ja nyt pitaisi masrittdsa funktion f muoto. Staattisessa tapauksessa poten-

tiaali on
= 1 (9.72)

 Adweor

janyt ¢ = q(t). Kirjoitetaan f ajan funktiona f(t —r/c), missé vakio —c on
upotettu madrattavadn funktioon itseensd. Niin ollen ajanhetkelld ¢ — r/c
on voimassa

ft—r/e) = LE=1/) (9.73)

dmeg

ja yksittaisella varauksen epdhomogeenisella aaltoyhtalolla on ratkaisu

_q(t=r/c)

t) = .74
Integroimalla kaikkien varausten yli saadaan lopulta ratkaisu
1 't
o(r,t) = L) gy (9.75)

 dmeg Jy v — 1|
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missé ' = t — |r — r/|/c on viivistynyt aika. Potentiaalia ¢ kutsutaan
viivistyneeksi skalaaripotentiaaliksi, koska se huomioi ajan, joka kuluu
kustakin pisteestd tarkastelupisteeseen nopeudella ¢ etenevilta signaalilta.

Vektoripotentiaalin aaltoyhtédlon kukin komponentti on matemaattisesti
aivan samanlainen kuin skalaripotentiaalin aaltoyhtélo

5, 107 4

joten jokaiselle komponentille on olemassa sama ratkaisu. Kokoamalla kaikki
komponentit yhteen saadaan viiviistynyt vektoripotentiaali

VY
A(r,t)—@ (')

Cdr Jy e -1

av’ (9.77)

Olemme siis saaneet madritetyksi skalaari- ja vektoripotentiaalit annettujen
varaus- ja virtajakautumien funktioina. Sahko- ja magneettikentét saadaan
néistd suoraviivaisesti: E = =V — 0A /0t ja B = V x A. Olemme siis
ratkaisseet Maxwellin yhtdlot annetuille varaus- ja virtajakautumille. K&ytan-
nossé derivaattojen laskeminen on kuitenkin varsin tyoléasté.

Tutustumme kurssin lopulla suppeamman suhteellisuusteorian forma-
lismiin, jossa vektori- ja skalaaripotentiaalien aaltoyht&lét voidaan koota
nelipotentiaalin A* = (¢, A;) aaltoyhtéloksi

2 fa — 2 1 82 « e}

missé nelivirran j¢ komponentit ovat (p/€g, 1oJ;).

Osoittautuu, ettd Maxwellin yhtdlot ovat Lorentz-invariantteja eli val-
miiksi kelvollisia suhteellisuusteorian patevyysalueelle. Historiallisesti juuri
elektrodynamiikka johti Einsteinin suhteellisuusteorian jéljille.

9.5.4 Aaltoyhtdlon Greenin funktio

Tarkastellaan aaltoyhtélon ratkaisua kéyttamalla luvussa 2.11 esitettyd Gree-
nin funktion ideaa. Sekd A:n ettd ¢:n aaltoyhtdlot ovat muotoa

82
V2 — Clza—;f = —4rf(r,t) (9.79)

missé f(r,?) on tunnettu lahdetermi. Tehd&én seké v:lle etté f:lle Fourier-
muunnos ajan suhteen

w(r,t):%/z/)(r,w)e_i”tdw; f(r,t):%/f(r,w)e_mdw (9.80)
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Sijoittamalla ndma aaltoyht&loon ja merkitsemélld k = w/c saadaan Fourier-

komponenteille
(Vz + kQ) ¢(1‘,w) = _47Tf(r7w) (981>

Témé& on epihomogeeninen Helmholtzin aaltoyhtils, joka tapauksessa
k = 0 palautuu Poissonin yhtéloksi. Sen Greenin funktion téytyy toteuttaa
yhtalo

(V2 + E)Gh(r;1)) = —476(r — 1) (9.82)

Epdhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on silloin

b(r,w) = / C(r, v, ) f(r', w) AV’ (9.83)

johon voidaan lisdtd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja.

Koska aaltoyhtélod joudutaan kdytinnossd ratkomaan heijastavien reu-
nojen, aaltoputkien jne. yhteydessé, Greenin funktion muoto riippuu ongel-
man reunaehdoista (vrt. pallon Greenin funktio luvussa 2.11). Tarkastellaan
nyt vain reunatonta avaruutta, jolloin Gy on pallosymmetrinen ja riippuu
ainoastaan tarkastelupisteen ja lihdepisteen etéisyydestd R = |r — r/|. Kir-
joitetaan V2 pallokoordinaateissa

10 (RQ@)_ 1 02

VG (RGr) (9.84)

" R?OR\" OR) ROR?

Koska R on ainoa muuttuja, voidaan kéyttédéd kokonaisderivaattaa

1 d
s BGk) + kG = —4né(r — 1) (9.85)
Muualla kuin pisteesséd R = 0 tdmé yksinkertaistuu yhtaloksi
d? 9
jonka ratkaisut ovat ' ‘
RGj = AR L B~ thE (9.87)

Rajalla R — 0, kR < 1 ja (9.85) palautuu Poissonin yhtéloksi, jonka
ratkaisu kdyttdytyy kuten 1/R. Témi antaa sidosehdon A + B = 1 ja
Greenin funktio on muotoa

Gi(R) = AG; (R) + BG;(R) (9.88)

missé Gf = eiikR/ R. Gz kuvaa origosta poispéin etenevid palloaaltoa ja
G, origoon tulevaa palloaaltoa aivan kuten edellisessékin jaksossa esitetyssé
ratkaisussa.

A ja B méaridytyvit reunaehdoista ajan suhteen. Jos ldhde on hiljaa
hetkeen ¢ = 0 asti ja alkaa sitten vaikuttaa, ulospéin etenevi ratkaisu A G;r
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on fysikaalisesti mielekés valinta, mutta jos aallon amplitudi on annettu
sopivilla reunaehdoilla, myds B G voi olla kiyttokelpoinen.

Tarkastellaan sitten ajasta riippuvaa Greenin funktiota, joka toteuttaa
yhtélon

2
<V2 o Cia_> Gi<r7 4 I‘/7 t/) = _47“5(1. - r’)é(t - t/) (989)

Koska -
1 o
S(t—t)= o / dw et em (9.90)

voidaan lihdetermi yhtélossd 9.82 kirjoittaa muodossa —4wd(r — r/ )ei‘”t/ ja

ajasta riippuva Greenin funktio on

1 T e*ikR
GH(R7) = o 7

—00

e duw (9.91)

missd 7 = t — t/. Adirettdmén avaruuden Greenin funktio riippuu siis vain
lihteen ja havaitsijan vilisestd etdisyydestd R ja aikaerosta t — t'. Koska
k = w/c, voidaan w-integraali laskea ja lopputulos on

GE(r,t;r ) = %5(#— [tF|r—1'|/c]) (9.92)

r—r

Nyt GT on viiviistynyt Greenin funktio ja G~ puolestaan edistynyt Greenin
funktio.

Epédhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on siis

YE(r,t) = / / GE(r,t;0' ) f(x', t)) dV'dt’ (9.93)

johon voi lisdtd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja. Viivistyneelle Greenin
funktiolle ratkaisu on tietenkin sama kuin luvussa 9.5.3 suoremmalla laskul-
la 16ytynyt ratkaisu. Téssé esitetty menetelmé on kuitenkin yleisempi ja
kéyttokelpoisempi tarkasteltaessa monimutkaisempia olosuhteita kuin yksin-
kertaista ldhdettd reunattomassa avaruudessa.

9.6 Mittainvarianssi

Aaltoyhtélon ratkaisu helpottui valitsemalla sopiva mitta. Tamén teki mah-
dolliseksi Maxwellin yhtéldiden térked ominaisuus: mittainvarianssi. TAméa
tarkoittaa sité, ettéd kenttien potentiaaleja voidaan muuttaa tietylla yleiselld
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tavalla ilman, ettd kentét itse muuttuvat. Elektrodynamiikan mittamuun-
nokset ovat muotoa

A - A=A+VU (9.94)
o — ¢ =¢—0V/ot (9.95)

Funktiota ¥ kutsutaan mittafunktioksi ja se voidaan valita usealla eri
tavalla eli on olemassa suuri joukko erilaisia mittoja. Yksi néistd on siis
edelld kaytetty Lorentzin mittaehto

1 9¢'

V-A+5-"7=0 9.96

2 ot (9.96)
Voidaan osoittaa, ettd Lorentzin mittachdon toteuttava funktio ¥ on aina
olemassa, mutta se ei ole yksiké&sitteinen.

Lorentzin mitan etu on, ettéd sitd kdytettiessd yhtéloiden Lorentz-kovari-
anssi nakyy eksplisiittisesti ja tulokset on suoraviivaista siirtdd koordinaatis-
tosta toiseen. Kédytdnnon laskut voivat kuitenkin olla hyvin monimutkaisia.

Useissa tapauksissa laskennallisesti yksinkertaisempi vaihtoehto on Cou-
lombin mitta, jonka mittaehto on

V-A'=0 (9.97)

Nyt vektoripotentiaali saadaan muunnoksella
V20 =-V-A (9.98)
joka ma#rittdd mittafunktion (additiivista vakiota vaille) yksikésitteisesti,

jos A — 0jay — 0, kun r — co. Coulombin mitassa skalaaripotentiaali
ratkaistaan yhtalostd 9.60

olr,t) = — /p(r/’t> v’ (9.99)

 drmeg Jv v — 1|

Huom. Nyt aika ei ole viivéstetty vaan skalaaripotentiaali mé#rdytyy saman-
aikaisesta varausjakautumasta kaikkialla. Tam& merkitsee, ettd Coulom-
bin mitta ei ole Lorentz-kovariantti. Koska Coulombin mitta on kuitenkin
kelvollinen mitta Maxwellin yhtéldille, tésté ei seuraa ristiriitaa kenttien E
ja B osalta. Coulombin mittaa kiytettédessd on kuitenkin oltava tarkkana
koordinaatistonmuutosten kanssa.

Coulombin mitassa vektoripotentiaalille tulee aaltoyht&lo

V2A — i&Q_A _ iv&p

g = Vg (9.100)



9.6. MITTAINVARIANSSI 117

Oikean puolen ensimméinen termi on pyorteeton. Helmholtzin teoreeman
mukaan vektorikenttd F voidaan jakaa pyoOrteettoméén ja lahtettomadn os-
aan

F=F+F;; VxF=0; V-F;=0

missé [ viittaa pitkittdiseen (longitudinaaliseen, pyorteettomséén) ja ¢t poi-
kittaiseen (transversaaliseen, lahteettoméin) osuuteen. Kayttamalla virran
jatkuvuusyht#lod aaltoyhtilé saadaan muotoon (ks. esim. Jackson)

V2A - Tz = Mol (9.101)

Koska vektoripotentiaali méardytyy vain virran poikittaisesta komponen-
tista, Coulombin mittaa kutsutaan usein poikittaismitaksi. Se tunnetaan
myos nimelld séteilymitta, koska sihkomagneettiset séteilykentdt saadaan
lasketuksi viivéstyneestéd vektoripotentiaalista

po [ J(x,t)
drn ) e -7

A(r,t) av’ (9.102)
mik&d on olennaisesti helpompaa kuin séteilykenttien laskeminen Lorentzin
mitasta.

Coulombin mitta separoi annetussa koordinaatistossa sihkokentén staat-
tiseen (s) ja induktiiviseen (i) osaan

E,= V¢ ; E;= —0A/ot (9.103)

Huom. Tam4 separaatio ei ole Lorentz-kovariantti: Yhdessd koordinaatis-
tossa esiintyvé sdhkostaattinen kentté voidaan havittda siirtymélla sopival-
la nopeudella litkkkuvaan koordinaatistoon. Tdmaé ilmi6 on ldheisesti tekemi-
sissé Faradayn lain yhteydessé késitellyn liikkeen indusoiman ja oikean séah-
komotorisen voiman viélisen yhteyden kanssa.

Klassinen elektrodynamiikka on ensimmaéinen esimerkki mittainvarian-
teista fysiikan perusteorioista. Mittakentédn késitteestd on tullut erittdin
keskeinen osa fysiikan perusteorioissa kuten kvanttielektrodynamiikassa, sih-
koheikon vuorovaikutuksen teoriassa, kvanttikromodynamiikassa ja néité
yhdistédvissd yhtendiskenttéiteorioissa. Esimerkkind k&ykoon vuoden 1999
Nobelin palkinto, jonka saivat Gerardus t’Hooft ja Martinus Veltman toistdéan
kvanttikromodynamiikan ei-abelisten mittakenttien parissa.
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Luku 10

Sihkoiset ja magneettiset
materiaalit

Aiemmat 9 lukua ovat esitelleet klassisen elektrodynamiikan peruskésit-
teet ja teorian perusrakenteen. Alamme nyt perehtyéd elektrodynamiikan
kéayttoon erilaisissa ongelmissa. Tarkastellaan aluksi aineen sahkoisid ja mag-
neettisia ominaisuuksia mikroskooppisella tasolla. Erityisesti magnetismin
osalla on tyydyttiva varsin kvalitatiiviseen kuvailuun, koska tarkka késittely
vaatisi varsin pitkélle menevédd kvanttimekaniikkaa. Tédmén luvun aineisto
on periisin useammasta lihteestd (mm. Feynman, Jackson, RMC).

Palautetaan ensin mieleen Maxwellin yht&lét tilanteessa, jossa véliaine
kuvataan polarisoituman P ja magnetoituman M avulla:

V- (e0E + P) = pyapaa (10.1)
V-B=0 (10.2)
0B
1 ) 0
V x (—B — M) = Jvapaa + _(EOE + P) (104)
1o ot

T&sSA pyapae Sisdltdd muut varaukset kuin polarisaatiovarauksen ja juyapaa
muut virrat kuin magnetoitumisvirran. Méé&ritteleméalld sdhkdvuon tiheys
D ja magneettikentdn voimakkuus H

D=¢E+P (10.5)
1

H=—-B-M (10.6)
Ho

voidaan Maxwellin yhtélot véliaineessa esittdd muodossa

VD = puapaa (10.7)

119
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V-B=0 (10.8)
0B
E=-——"— 10.
V x 5 (10.9)
D
V x H = jyapaa + 807 (10.10)

Séhkokenttd E ja magneettivuon tiheys B ovat suureet, jotka lopulta halu-
taan maarittad. Tata varten on tunnettava rakenneyhtélot esimerkiksi muo-
dossa D = D(E,B) ja H=H(E,B).

10.1 Molekulaarinen polarisoituvuus

Tarkastellaan yksinkertaista viliainetta, jossa yksittaisen molekyylin dipolimo-
mentti p,,, on verrannollinen polarisoivaan sihkokenttaan E,,:

Pm = acEy, (10.11)

Suuretta a kutsutaan polarisoituvuudeksi (yksikkd m?). Oletetaan lisiksi,
ettei molekyylilla ole pysyvéaa dipolimomenttia. Tavoitteena on lausua mole-
kyylin polarisoituvuus makroskooppisesti mitattavien suureiden avulla.

Ensimméinen ongelma liittyy polarisoivaan sdhkokenttéén: se on kentté,
jonka aiheuttavat kaikki ulkoiset ldhteet ja véliaineen polarisoituneet mole-
kyylit lukuunottamatta tarkasteltavaa molekyylia itsedin. Kuinka kentta
E,, mé#iritetdin? Luonnollinen ajatus on poistaa makroskooppisesti pieni
mutta mikroskooppisesti suuri palanen ainetta tarkasteltavan molekyylin
ympérilté ja laskea kentté jdljelle jadvassd onkalossa. Kentté tarkasteltavan
molekyylin kohdalla on silloin

E,=E+E,+Epq (10.12)

Téssé E on keskimédréinen kenttéd koko kappaleessa, E,; onkalon pinnan po-
larisaatiovarauksen aiheuttama kentté ja K. on onkalossa olevien kaikkien
muiden molekyylien aiheuttama kenttd. Aivan tarkasteltavan molekyylin
kohdalla on siis otettava huomioon aineen yksityiskohtainen mikroskoop-
pinen rakenne.

Kenttd E,.q on nolla esimerkiksi sddnnollisen kuutiohilan hilapisteissé,
jos molekyylien dipolimomenttivektorit ovat identtisid (HT). Samoin voidaan
olettaa E,.q nollaksi nesteissi ja kaasuissa, joissa molekyylit ovat tédysin
satunnaisesti jakautuneita. Useista molekyylityypeistd koostuvissa aineissa
tdmé kentté voi kuitenkin poiketa nollasta. Jatkossa oletetaan, ettd Ejeqr =
0.

Pulmallista on vield se, ettéd polarisaatiokenttd E, riippuu onkalon muo-
dosta (kuva 10.1). Jos onkalo on kapean suorakaiteen muotoinen ja sen
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Kuva 10.1: Molekulaarisen kentdn méadrittadminen erilaisissa onkaloissa.

pitké sivu on makroskooppisen kentéin E suuntainen (a), niin sihkokentti on
onkalossa sama kuin véliaineessa kentén tangentiaalikomponentin jatkuvuu-
den perusteella. Jos suorakaidetta kddnnetdin 90 astetta (b), niin onkalos-
sa Ey = E 4 P/¢p sihkovuon tiheyden normaalikomponentin jatkuvuuden
vuoksi (pinnoilla on polarisaatiovarausta, mutta ei vapaata varausta).

Luonnolliselta tuntuva vaihtoehto on olettaa onkalo palloksi (c). Nyt
kentté onkalossa saadaan vahentadmaéllé tasaisesti polarisoituneen pallon kent-
té kentéstd E. Voidaan kiyttad hyviksi analogiaa magnetostatiikkaan, jossa
tasaisesti magnetoituneen pallon sisélld on vakiokenttd H = —M /3 (ks. luku
6.6). Tastd voidaan suoraan péditelld, ettd polarisoituneen pallon sisilld on
kenttd —P/(3€p), ja onkalossa E,;, = E + P/(3¢p). Tamé on jonkinlainen
vélimuoto suorakaiteen muotoisten onkaloiden kentista.

Nyt voidaan laskea polarisoituma suoraviivaisesti. Jos molekyylien luku-
madratiheys on n, niin polarisoituma on méaritelméan mukaan P = np,,,
joten

P =na(E+P/(3¢)) (10.13)

Toisaalta P = (e, — 1)¢E, joten saadaan Clausiuksen ja Mossottin yht#lo

~ 3(er— 1)
a= (10.14)

jossa suhteellinen permittiivisyys €, ja tiheys n ovat makroskooppisesti mi-
tattavia suureita. Voidaan esimerkiksi mitata kaasun €, ja n, jolloin saadaan
a laskettua. Olettamalla, etté polarisoitumismekanismi on samanlainen myos
nesteessé voidaan tunnettujen tiheyksien avulla ennustaa nesteen suhteelli-
nen permittiivisyys. Néin saadaan varsin hyvia tuloksia esimerkiksi aineille
CSs, 04, CCly. Mainittakoon, ettéd vedelle tulisi vastaavalla tavalla ennus-
teeksi negatiivinen permittiivisyys, joten pysyvésti polarisoituneelle aineelle
esitetty malli ei péade.
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Useimmilla eristeilld E,, menee nollaan E:n mukana. Joissain tapauksis-
sa on olemassa pysyvéd polarisaatiota Py, jolloin E:n ollessa nolla

B, — %PO (10.15)
Téallsin
Py = nakE,, = ?Po (10.16)
joten nollasta poikkeava pysyvé polarisaatio edellyttéié, etta
% —1 (10.17)

Téamé ehto on varsin tiukka ja useimmille materiaaleille na/3 < 1, joten
ne kayttaytyviat kuten tavalliset eristeet. Jotkin kristallirakenteiset kiinteét
aineet kuitenkin toteuttavat ehdon ja niitd kutsutaan ferroelektrisiksi mate-
riaaleiksi. Esimerkiksi BaTiO3 on ferroelektristé alle 120° C:n lampdétilassa
(aiheesta enemmén Feynman Lectures, osa II, luku 11-7).

Pysyvésti polarisoitunut kappale (elektretti) on kestomagneetin sdhkoi-
nen vastine. Se eroaa kuitenkin magneetista ratkaisevasti, koska elektretin
pinnalle kertyy véhitellen véliaineesta vapaita varauksia, jotka neutralisoivat
polarisaatiopintavarauksen.

Ferroelektrisyydelle ominainen pysyvé polarisoituvuus aiheuttaa hyste-
reesi-ilmion. Kun aine on kerran polarisoitu tasolle P, niin polarisaatio ei
katoa vietéessd sihkokenttd nollaan, vaan vasta selvésti nollan alapuolella.
Kasvatettaessa negatiivista sdhkokenttéd polarisaatio saavuttaa uudelleen
uuden tason — P, josta ei puolestaan pédsti eroon kasvattamalla sahkokentta
nollaan vaan kenttdd on kasvatettava riittdvan paljon nollan yldpuolelle.
Siten polarisaation ja sdhkokentén vilinen relaatio ei ole yksikésitteinen.
Vastaavaan ilmioon tutustutaan myohemmin ferromagnetismin yhteydessa.

10.2 Ionikiteen sihkostaattinen energia

Tutkitaan seuraavaksi sihkostatiikan keinoin ionikiteen energiaa. Tarkastel-
laan esimerkkinid suolaa (NaCl, kuva 10.2). Kokeellisesti tiedetdin, ettd
suolan hajottaminen Na™ ja Cl™-ioneiksi vaatii energiaa 7.92 eV molekyyli
kohti. Lasketaan, onko tdmi sama kuin yhden molekyylin sdhkdstaattinen
potentiaalienergia kaikkien muiden suolakiteen ionien kentéssé.

Riittid tarkastella yhté Na™-ionia. Sen potentiaalienergia on

1Y eq;
Ur = d (10.18)

P 4meqr;
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Kuva 10.2: Poikkileikkaus NaCl-kiteestA.

missé ¢; on te (e = alkeisvaraus) ja r; on kunkin ionin etéisyys origoon si-
joitetusta Na*-ionista. Koska halutaan yhden molekyylin potentiaalienergia
U, niin on laskettava summa U = 2Uy:

o0
€q;
U= 10.19

; 471'607“@' ( )

N voidaan turvallisesti olettaa dédrettoméksi, koska se on makroskooppisille
kiteille Avogadron vakion 6.02 - 10?3 suuruusluokkaa.

Rontgendiffraktiokokeiden perusteella tiedetéén, ettd ionit ovat kuutio-
hilassa, jossa kuution sivun pituus a on noin 2.82-1071%m. Koska 2 /(4mega) ~
5.1eV'), niin suuruusluokan puolesta ollaan oikeilla jaljilld. Energian lauseke
voidaan kirjoittaa summana

2 (—1)mtntp

oo
(&
U p—
dmepa m,n;—oo vVm?2 4+ n? 4+ p?

missé ei pidd ottaa mukaan termi&d m = n = p = 0. Numeerisesti saadaan
U~ —1.747¢%/(4mega) ~ —8.91eV. Témi on hieman liian suuri arvo, koska
edelld ei otettu huomioon hyvin ldhelld toisiaan olevien ionien vélilld vallitse-
vaa poistovoimaa. Sen vaikutus pienentdd molekyylin hajottamiseen tarvit-
tavaa energiaa. Lisdksi pieni korjaus tulisi ottamalla huomioon kidevéarédhte-
lyistéd johtuva liike-energia.

(10.20)

10.3 Siahkonjohtavuus mikroskooppisesti

Tarkastellaan johteessa nopeudella v liikkuvaa varausta ¢ klassisen mekanii-
kan mukaisesti. Mikili hiukkaseen vaikuttaa sihkokenttd E, se kiihtyy voi-
man mdv/dt = gE vaikutuksesta. Olkoon kyseessé lineaarinen ohminen
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johde, jossa sdhkokenttd aiheuttaa tasaisen virrantiheyden J. Hiukkaseen
tdytyy vaikuttaa toinenkin voima, joka kumoaa séhkokentdn aiheuttaman
kithtyvyyden. Oletetaan, ettd jarruttava voima on mekaanisen kitkan kaltainen
eli verrannollinen hiukkasen nopeuteen, jolloin

Z_E-G 10.21
m =4 v ( )

Alkuehdolla v(0) = 0 liikeyht&lslld on ratkaisu

v(t) = %E (1 — e~ Ct/m) (10.22)

Téamén mukaan hiukkasen nopeus ldhestyy kulkeutumisnopeutta vy = ¢E/G
cksponentiaalisesti e /7 aikavakion 7 ollessa

T=m/G (10.23)

Sijoittamalla tdmé vg:n lausekkeeseen Ohmin laki voidaan kirjoittaa

J=ngvg="L"g (10.24)
m
joten
2
o="0T (10.25)
m

misséd n on hiukkasten lukumé&iratiheys. Jos virrankuljettajia on useampaa
laatua, niin

2
-
o= Z ZTT (10.26)
(2

Kohtuullisen hyvillé johteilla metalleista puolijohteisiin 7 voidaan tulki-
ta johtavuuselektronien keskim#iriiseksi torméiysajaksi. Matkaa, jonka
johtavuuselektroni kulkee keskimé&édrin torméysten vélilla kutsutaan keski-
mééridiseksi vapaaksi matkaksi /,,, 7, ja se on

lnfp = V1T (10.27)

misséd vr on elektronien terminen nopeus. Nyt termisen nopeuden on oltava
paljon suurempi kuin vy, silld muutoin 7 tulisi riippuvaiseksi sdhkokentéasta
eikd véliaineella olisi endé lineaarista Ohmin lakia. Useimmilla metalleil-
la vr ~ 105 m/s ja vy yleensd alle 1072 m/s. Metalleilla l,,,7, ~ 1078 m
huoneenldmmossi, joten 7 ~ 1074 s. Puolijohteilla relaksaatioaika voi olla
kertalukua suurempi, mutta joka tapauksessa sidhkovirta reagoi kiytannossa
valittomasti sihkokentdn muutokseen. Téma selittéd, miksi ennen Maxwellia
kentdnmuutosvirtaa ei ollut havaittu missédén koetilanteessa.
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10.4 Molekulaarinen magneettikenttia

Tarkasteltaessa aineen magnetismia molekyylitasolla kenttien B ja H vélinen
ero olennaisesti katoaa, silli molekyylien ajatellaan sijaitsevan tyhjossi ja
mikroskooppinen magneettikenttd B,, tarkasteltavan molekyylin kohdalla
voidaan korvata mikroskooppisella kentélld H,, kirjoittamalla

B,, = puoH,, (10.28)

Molekulaarisen magneettikentdn muodostavat kaikki ulkoiset sdhkdvirrat ja
kaikki molekulaariset dipolit lukuunottamatta molekyylid, jonka kohdalla
kenttd lasketaan. Tehdédin tarkasteltavan pisteen ympérille onkalo, jonka
ulkopuolinen viliaine kisitelldsin jatkumona samalla tavalla kuin luvussa
10.1 molekulaarista polarisoitumista mééritettdessd. Molekulaarinen kentta
on siis

H,=H+H,;+H,_, (10.29)
missé H on makroskooppinen kenttéd, Hg onkalon reunoilla olevien pinta-
dipolien aiheuttama kenttd ja H,.,, onkalon siséilld olevien dipolien tuot-
tama kenttd. Samanlaisella laskulla, jolla mééritettiin E,, edelld, saadaan
(vrt. luku 6.6, tasaisesti magnetoitunut pallo)

1
H, = §M (10.30)
Onkalossa olevat dipolit antavat puolestaan
1 3(mz . I‘i)I‘Z' m;
Hnear = E ; [ 7“7;5 - TZB (1031)

missé r; on etéisyys onkalon keskipisteesté i:nteen dipoliin. Suurelle joukolle
aineita Hycq, on merkityksettémén pieni, jolloin

1
H, =H+ ;M (10.32)

10.5 Para- ja diamagnetismista

Tésséd luvussa késitellaan hieman yksityiskohtaisemmin véliaineen vaikutus-
ta magneettikenttidn. Rajoitumme tédssé kvalitatiiviseen késittelyyn. Hyvia
kuvauksia voi 16ytéd korkeatasoisista lukion oppikirjoistakin (esim. Kurki-
Suonio et al., Kvantti 2, jota téssd on kéytetty yhtend ldhdeteoksena).

Aine magnetoituu ulkoisessa magneettikentéssé. Viliaine ja kenttddn
tuodut kappaleet synnyttivat oman magneettikenttdnsa. Tilanne on kuiten-
kin selvésti erilainen kuin sdhkokentédn tapauksessa, miké lienee tuttua kai-
kille hankausséhkon ja kestomagneettien kanssa leikkineille. Kaikkien ainei-
den polarisoituminen sihkokentéssé havaitaan siitéd, ettd varattu kappale
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Taulukko 10.1: Joitain dia- (x,, < 0) ja paramagneettisia (x,, > 0) aineita.
Suskeptiivisuudet on annettu huoneenldmpétilassa. Kaasujen tapauksessa
oletetaan lisdksi normaali ilmanpaine.

aine suskeptiivisuus
alumiini 2.1-107°
elohopea —2.8-107°
happi 193.5-1078
hopea —2.4-107°
kulta —3.5-107°
kupari —0.98-107°
magnesium 1.2-107°
timantti —2.2-107°
titaani 18-1077°
typpi —0.67-1078
vety —0.22-1078

vetéd puoleensa neutraalejakin kappaleita. Sen sijaan magneeteilla on selvés-
ti ndkyva vaikutus vain harvoihin aineisiin. L&hella olevat kappaleet ja véliai-
neet eivit siksi yleensé héiritse merkittavasti magneettisia tutkimuksia.

Viliaineen vaikutusta magneettikenttd&n on yksinkertaista tutkia toroi-
diké#imin avulla, koska ké#dmin kenttd on kokonaan toroidin sisilld (vrt. eris-
teiden tutkimus kondensaattorin avulla). Kentén muoto ei muutu, jos toroi-
di tdytetddn viliaineella, vaan ainoastaan magneettivuon tiheys muuttuu.
Viliaineen suhteellinen permeabiliteetti voidaan silloin mitata vertaamalla
magneettivuon tiheyttd kdamissd véliaineen kanssa ja ilman sita.

Koska suurimmalla osalla aineista suhteellinen permeabiliteetti on lahelld
ykkostd, kiytetddn useammin magneettista suskeptiivisuutta

ja useille aineille pétee yksinkertainen rakenneyhtlo
B = uo(1+ xm)H (10.34)

Ainetta kutsutaan diamagneettiseksi, jos x.,, < 0 ja paramagneettiseksi,
jos Xm > 0. Niille aineille on tyypillisesti x,, < 1073, joten yleensi voidaan
aineen permeabiliteetti olettaa samaksi kuin tyhjon permeabiliteetti (tauluk-
ko 10.1). Poikkeuksena ovat ferromagneettiset aineet, jotka eivit noudata
yksinkertaista magnetoitumislakia.

Aineen magneettisten ominaisuuksien mikroskooppinen selitys perustuu
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magneettimomentti liittyy hiukkasteen spiniin. Elektronin magneettimoment-
ti on noin 700 kertaa suurempi kuin protonin ja noin 1000 kertaa suurem-
pi kuin neutronin magneettimomentti, joten elektronit ma&ardiavat aineen
magneettiset ominaisuudet. (Neutroni ei siis kuitenkaan ole magneettisessa
mielessé téysin neutraali.)

Elektronin kiertoliike atomissa vastaa virtasilmukkaa ja siitéd aiheutuva
magneettimomentti on samaa suuruusluokkaa kuin spinisté johtuva. Ratali-
ikkeestd johtuva magneettimomentti voidaan ymmértéé klassisella mallilla,
jossa elektroni kiertdd r-siteistd ympyrirataa kulmataajuudella w = 27/T.
Malli vastaa virtasilmukkaa, jonka pinta-ala on A = 7% ja jossa kulkee
virta I = q/T = qu/27r. Magneettimomentti on siis m = [ A = qur /2. Elek-
tronin litkem#&dramomentti radan keskipisteen suhteen on L = mgur (mas-
sa = my). Ottaen huomioon, ettd kyse on vektorisuureista, voidaan suun-
tasddnnot muistaen kirjoittaa m = —e/(2mg)L, joka vastaa my6s havainto-
ja. Samaan tulokseen paidytédén, jos tarkastellaan pyorivin hiukkasen mag-
neettimomentin ja liikkemaédrdmomentin suhdetta (HT). Elektronin spinisté
johtuva magneettimomentti on kuitenkin kaksinkertainen, joten klassinen
kuva ei tédsséd anna oikeaa ennustetta. Samalla ndhdéén, ettei spinid voi-
da selittda arkipdivéisen mielikuvan mukaan pydrimisesté johtuvaksi, vaan
kyseessé on puhtaasti kvanttimekaaninen suure.

Atomin magneettimomentti muodostuu elektronien spinien ja rataliik-
keen magneettimomenteista, jotka yleensd pyrkiviat kumoamaan toisensa
pareittain. Jos atomilla tai molekyylilld on parillinen m&éra elektroneja, sen
magneettimomentti yleensd puuttuu. Muuten atomien magneettimomentit
ovat samaa suuruusluokkaa kuin elektroneilla.

Ulkoinen magneettikenttd suuntaa atomien ja metallien vapaiden elek-
tronien magneettimomentteja siten, ettd niiden kenttd vahvistaa ulkoista
kenttdd aineessa. Tamé selittdd paramagnetismin. Lampotilan noustessa
lampoliike héiritsee atomien jérjestdytymisté, jolloin suskeptiivisuus piene-
nee. Vastaavasti ldmpotilan nousu heikentdd pysyvien sdhkodipolien suun-
tautumisesta aiheutuvan polarisoitumista.

Ulkoinen magneettikenttd vaikuttaa myos elektronien rataliikkeeseen.
T&ll6in atomiin indusoituu magneettimomentti, joka suuntautuu ulkoista
kenttdd vastaan, mika selittdd diamagnetismin. Ilmié tapahtuu kaikissa ai-
neissa, mutta peittyy molekyylien magneettimomenttien alle, jos molekyyleil-
14 on magneettimomenttia (vrt. pysyvé ja indusoituva polarisaatio sihkoken-
tén vaikutuksesta). Diamagneettinen suskeptiivisuus ei riipu merkittavisti
lampotilasta, koska atomien lampdlike ei pysty héiritsemééin nopeasti ulkoi-
seen kenttdidn sopeutuvia elektroneja.
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magnesttivuon tiheys B

magnetoiva kenttéa H

Kuva 10.3: Magneettivuon tiheys ferromagneettisessa aineessa ei ole mag-
netoivan kentén yksikésitteinen funktio. Kuvaan on piirretty myds magne-
toitumiskéyré (a).

10.6 Ferromagnetismi

Joissain kiinteissé aineissa atomien vélinen vuorovaikutus pyrkii suuntaa-
maan niiden magneettimomentit samansuuntaisiksi, jolloin muodostuu ato-
min kokoon n#dhden suuria magneettisia alkeisalueita. Niissd kaikkien ato-
mien magneettimomentit ovat samansuuuntaisia. Ulkoinen kenttd puoles-
taan kasvattaa alkeisalueita ja pyrkii kddntdméasan kaikkien alueiden mag-
neettimomentit samansuuntaiseksi. Tdmé on ferromagnetismin perusmeka-
nismi. Ferromagneettisia aineita ovat esimerkiksi rauta (Fe), koboltti (Co) ja
nikkeli (Ni) seké nédiden monet yhdisteet. Riittdvén korkeassa ldmpotilassa
(Curie-pisteessi) ferromagneettinen aine muuttuu paramagneettiseksi. Rau-
dan Curie-piste on 770°C' ja nikkelin 358°C.

My6s ferromagneettisille aineille on tapana kirjoittaa rakenneyhtdlé p:n
avulla, mutta nyt © = p(H), joka ei ole vilttaméatta yksikésitteinen funktio.
Vastaesimerkkiné on hystereesi (kuva 10.3), jossa ja magnetoivan kentin H
ja aineen magneettivuon tiheyden B vélinen yhteys on erilainen riippuen sii-
td, ollaanko magnetoivaa kenttdd kasvattamassa vaiko pienentdméssi. Sus-
keptiivisuus x,, on siis kentédn H funktio ja on yleisesti ottaen iso.

Kun kentédn H voimakkuutta kasvatetaan, aineen magnetoituminen voi-
mistuu (kuva 10.3). Téta voi jatkua kuitenkin vain tiettyyn kylldstysarvoon
M; asti. Tamaén jédlkeenkin B-kenttéd jatkaa kasvamistaan lineaarisesti ter-
min poH my6ta. Olkoon ferromagneetti nyt magnetoitu télld tavoin ja an-
netaan H:n alkaa pienetd. Nyt B-kentté ei pienene saman kdyrén mukaisesti
vaan tapahtuu kuvassa 10.3 esitetty hystereesi-ilmi6.
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Ferromagnetismin vastakohtana on tilanne, jossa jérjestyneen vastakkais-
suuntaisista spineistd muodostuvan rakenteen magneettinen momentti on
nolla. Téllaista ainetta kutsutaan antiferromagneetiksi. Vield yleisem-
pi jarjestynyt rakenne on sellainen, jossa on vastakkaisia spinejd, mutta
kuitenkin nollasta poikkeava kokonaismagneettimomentti. Téllaisia aineita
kutsutaan ferriiteiksi. Niitd ovat esimerkiksi tietyt rautaoksidit (MOFe2Os,
missé M on jokin kaksivalenssinen metalli-ioni). Tunnetuin ferriitti lienee
magnetiitti (Fe3Oy4). Ferriittien teknologinen merkitys on niiden korkeissa
magnetoituman kylldstymisarvoissa ja huonossa sihkonjohtavuudessa. Fer-
riittien tyypilliset resistiivisyydet ovat luokkaa 1-10* Qm, kun raudan resis-
tiivisyys on vain 10~ Qm. Ferriitteji kiytetisin etenkin korkeataajuuslait-
teissa, joissa pyorrevirtoihin liittyvé energianh&vié on ongelma.

10.7 Epéilineaariset energiahiviot

Todellinen makroskooppinen ferromagneetti kiyttiytyy huomattavasti mole-
kyylitasoa rakeisempana. Aine koostuu ferromagneettisista alueista, jotka
ovat magnetoituneet eri suuntiin ja joiden vélilli on suuruusluokkaa 100
atomin paksuisia seinid. Kun ndméa alueet jérjestyvat uudelleen ulkoisen
magneettikentéin muuttuessa, syntyy kitkaa, joka kuluttaa energiaa. Tarkas-
teltaessa aiemmin séhkomagneettista energiaa véliaineet oletettiin lineaarisik-
si. Ferromagneettinen aine on kuitenkin epélineaarista ja eteen tulee kysymys,
mitd tapahtuu, kun hystereesisilmukkaa kierretdéan ympéri. Tamén selvitté-
miseksi tarkastellaan virtapiirid, jonka muodostaa ferromagneettisen aineen
ympérille kierretty kela (N kierrosta), johon ulkoinen energian ldhde syottéaa
virtaa.

Jos magneettivuo kelan ldpi muuttuu tekijélla d®, niin ulkoinen ener-
gianldhde tekee sihkomotorista voimaa vastaan tyon

§Wy, = NI5D (10.35)

Ajatellaan ferromagneetti piatkiksi magneettista silmukkaa eli aluetta, jossa
magneettikenttd poikkeaa nollasta. Télloin kelan kohdalla Amperen kier-
tosédnnon mukaan NI = §H - dl. Merkitsemélld magneettisen silmukan
pinta-alaa dl:n kohdalla A:lla saadaan

5Wb:7{5@H-d1:7{A6B-Hdl:/ 0B-HdV (10.36)
\%

Mikéli ferromagneetti kidyttaytyy reversiibelisti, saadaan systeemin mag-
neettinen energia integroimalla magneettivuon tiheys arvosta B = 0 lopul-
liseen arvoonsa. Lineaariselle aineelle tulos on luvusta 8 tuttu

1
U=7/ H-BdV (10.37)
2Jv
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Kuva 10.4: Yksikkotilavuutta kohti tehty tyo ferromagneettisessa syklissé.

Lauseke 10.36 on kuitenkin yleisempi ja antaa oikean tyon myos hystereesi-
tilanteessa. Magneettikentéin muutosta vastaava tyo yksikkotilavuudessa on

dw, = H - dB (10.38)

Tarkastellaan nyt hystereesisyklié, joka alkaa H:n arvosta 0, kasvaa arvoon
H 4z, pienenee arvoon —H,,,, ja palaa sen jélkeen takaisin nollaan (kuva
10.4).

Ty6 kuvan 10.4 pisteestd a pisteeseen b

b
() = / HdB (10.39)

on hystereesikdyrén ab ja B-akselin vilinen pinta-ala ja se on positiivinen
koska sekd H ettd dB ovat positiivisia. Vastaavasti (wp)p. on B-akselin
ja kiyran bc vilinen pinta-ala, mutta se pitdd laskea negatiivisena, koska
dB < 0. Samoin lasketaan tyo negatiivisilla H ja lopputulos on, ettd yhden
hystereesisyklin myo6té tehty tyd on hystereesisilmukan sisddn B H-tasossa
jadva pinta-ala

wp = ]( HdB (10.40)

Téyden syklin jidlkeen ferromagneetin tila on sama kuin alussa, joten sen
magneettinen energia on yhté suuri kuin aluksi. Ulkoinen energianldhde on
kuitenkin tehnyt tyotéd, joka on kulunut magneettisten alueiden uudelleen
jarjestaytymiseen. Kyseessé on palautumaton SM-energian hivio lammoksi.
Téaméin ilmidn vuoksi esimerkiksi muuntaja lampenee. Yleensékin hystereesi-
h&vict on tédrkedd huomioida rakennettaessa vaihtovirtalaitteita. Ylldoleva
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lasku tehtiin yhdelle hystereesisyklille, joten mitd korkeammalla taajuudella
laite toimii, sitd nopeammin hystereesi havittai energiaa.

Kaytinnossa ferromagneettinen sykli on usein mielekkddmpéd kasitella
magneettikentéin voimakkuuden H ja magnetoituman avulla ilman viittaus-
ta magneettivuon tiheyteen B. TAmé& onnistuu seuraavasti (B = po(H +
M)):

dwy=H-dB = puoH dH + poH - dM (10.41)

Nyt termi poH dH on tyhjosséd tehty tyo, joka on nolla integroituna koko-
naisen syklin yli ja termi puoH - dM on materiaalille ominainen ty6. Koko
syklin yli tyd on siis

Wy = Moj{HdM = —,u,o%MdH (10.42)

missé on kiytetty hyviiksi lauseketta d(M H) = H dM+ M dH . Kokonaisdif-
ferentiaalin d(M H) integraali on nolla riippumatta aineen ominaisuuksista.
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Luku 11

Sihkomagneettiset aallot

Tamaé luku késittelee monokromaattisten sihkémagneettisten aaltojen etene-
misté erilaisissa homogeenisissa viliaineissa (RMC luku 17; CL kisittelee
aaltoliikettd luvussa 10). Epdhomogeenisuudet ja niistd aiheutuvat heijas-
tumis- ja taittumisilmiot késitellddn seuraavassa luvussa. SM-aaltojen spek-
tri on erittdin laaja. Esimerkkejé 10ytyy hyvin matalista taajuuksista aina
gamma-siteisiin, joiden taajuudet ovat suuruusluokkaa 10%° — 10?2 Hz.

11.1 Tasoaallot eristeessa

Eristeelld tarkoitetaan téssé yhteydessd niin huonosti johtavaa véliainetta,
ettei sihkonjohtavuutta o tarvitse huomioida (we >> o). Tutkitaan aalto-
yhtélon ratkaisua monokromaattiselle aallolle, jolla on nimensd mukaisesti
vain yksi taajuus. Tamaé tarkoittaa olennaisesti samaa kuin tarkastella aallon
Fourier-komponentteja erikseen. Télloin on hyodyllistd kayttdd komp-
leksilukuesitysté ja kirjoittaa aikariippuvuus muodossa e~**, esimerkiksi

E(r,t) = E(r)e ™! (11.1)

Etu on se, ettd aikaderivaatta korvautuu tekijalla —iw.

Huom. Kiytettdessd kompleksilukuesitystéd fysikaalinen suure on
kompleksisen suureen reaaliosa (voitaisiin myos kédyttd4 imaginaariosaa).
Tamé& on erityisen téirkedtd pitdd mielessé kerrottaessa kompleksisuureita.
Ensin on laskettava loppuun asti kompleksiluvuilla ja otettava lopputulok-
sesta reaaliosa.

Huom. Kirjallisuudessa on yleisesti kiytossi myos aikariippuvuus et

Aaltoyhtilo

1 0°E
VZE- 5 —5 =0 11.2
c2 Ot? (11.2)

133
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monokromaattiselle aallolle on
2

(V2 + %)E(r) —0 (11.3)

Tamé Helmholtzin yhtélo kuvaa aallon muutosta paikan funktiona. Olete-
taan, ettd kenttéd on riippumaton z- ja y-koordinaateista. Talloin

d’E(z) w?

dz? c2

E(z) =0 (11.4)
T&dm& on harmonisen vérédhtelijan yhtélo, jolla on ratkaisuna
E(z) = Ege™** (11.5)

missid Ey on vakiovektori ja k = w/c eli aaltoluku. Aaltoyht&lolld on siis
ratkaisuna ‘
E(r,t) = Ege " @Fk2) (11.6)

jonka reaaliosa on
E(r,t) = Eg cos(wt F kz) = Egcosw(t F z/c) (11.7)

Kyseessd on joko +2z- tai —z-akselin suuntaan nopeudella ¢ = 1/,/€ypo
etenevi siniaalto. z-akselin valinta ei téssé ole rajoittava tekija. Aaltoluku

voidaan esittédéd vektorina k, jolloin aallon paikkariippuvuus tulee muotoon
eik-r'

Edelléd on kdytetty aaltoliikeopista tuttuja késitteitd. Kulmataajuuden
w yksikkd on radiaania sekunnissa. Vastaava vardhtelytaajuus on f =
w/2m, jonka yksikkd on puolestaan hertsi (Hz). Aaltoluvun yksikké on m™1
ja vastaava aallonpituus on A = 27 /k. Aallon vaihenopeus on v, = w/k,
joka tyhjossé on sama kuin valon nopeus.

Mikéli véliaineen u ja € poikkeavat tyhjon suureista, aallon vaihenopeudek-

si tulee
! (11.8)
v = .
\EW

Télloin taajuuden ja aaltoluvun vilinen relaatio eli dispersioyht&ls on

w n
k== =— 11.9
o= v (11.9)

missd on méadritelty véliaineen taitekerroin

e
€00

n= (11.10)

Taitekerroin on tédrked parametri tarkasteltaessa aaltojen heijastumista ja
taittumista véliaineiden rajapinnoilla.
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Muotoa e H“t=kT) gloyia Maxwellin yht#lon ratkaisuja kutsutaan taso-

aalloiksi. Mikéli yhtéloilla voidaan annetussa tilanteessa olettaa olevan
tasoaaltoratkaisuja, voidaan myos paikkaderivaatat korvata seuraavasti

vV — ik
V- — k-
Vx — idkx

Fysikaalisesti tasoaallolle voidaan 16ytdéd suunta, jota vastaan kohtisuoral-
la, mutta muuten mielivaltaisella tasolla aallon vaihe on annetulla hetkelld
sama kaikissa tason pisteissd. Eristeessd tdmé on yhtépitdvasd sen kanssa,
ettd kyseisilld tasoilla sdhko- ja magneettikentét ovat vakioita. Vaihenopeus
tarkoittaa puolestaan vakiovaiheen (k - r — wt = vakio) etenemisnopeut-
ta. Johtavissa véliaineissa vakiovaiheen ja vakiokenttien vélinen relaatio on
monimutkaisempi.

Oletetaan, ettei viliaineessa ole vapaita varauksia eiki virtoja. Tasoaal-
loille saadaan Maxwellin yht#loistéd yhtdloryhmé

k-D =

k-B =

kxE = wB (11.11)
kxH = —wD

Huom. RMC merkitsee tasoaallon kenttavektoreita lisadmalld niiden péaille
hatun (E), mutta téssi ei ole sekaannuksen vaaraa, kunhan muistetaan, etti
nyt aika- ja paikkariippuvuudet ovat eksponenttifunktiossa. Silloin kun on
tarpeen erotella tasoaallon vektori vektorista E(r,t), kirjoitetaan edellinen
mieluummin E(k, w) tai Ey ,, miké viittaa siihen, ettd kenttd on maaritelty
tietylle taajuudelle ja aaltoluvulle. On hyvi huomata myos, ettd E(k,w) on

yleisesti kompleksivektori.

Oletetaan viliaine lineaariseksi ja kirjoitetaan € = €.¢9. Kdytdnnossi
kaikilla lineaarisilla véliaineilla © = pg on hyvéd approksimaatio. Silloin
Maxwellin yhtalot tulevat muotoon

& k-E
k-B = 0
kxE = uB (11.12)
kxB = ——&FE
(&

Koska tarkastelemme monokromaattisia aaltoja, voimme pitdd taajuutta w
annettuna. Oletetaan, ettd €, on tarkasteltavalle aineelle ominainen vakio.
Vektorit k, E ja B ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja aaltoa kutsutaan
poikittaiseksi (transversaaliseksi) (kuva 11.1).
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E

K
— >
»B/

Kuva 11.1: Sihkomagneettisen tasoaallon séhkokenttd E ja magneettikenttd
B ovat toisiaan ja etenemissuunnan ilmaisevaa aaltolukuvektoria k vastaan
kohtisuorassa ja muodostavat oikeakiitisen kolmikon (E, B, k).

Séhko- ja magneettikentdn vélinen suhde seuraa Faradayn lakia vas-
taavasta yhtdlostd: B = (k/w)E. kin itseisarvo saadaan laskemalla

2
k x (k x E) :wka:—eT%E (11.13)
Toisaalta k x (k x E) = (k- E)k — k*E. Koska k- E = 0,
w? 9
~¢ 5B = KB (11.14)

eli dispersioyhtélo saa muodon

k= \/E% (11.15)

Dispersioyhtéloéd kutsutaan usein dispersiorelaatioksi. Se voidaan kirjoittaa
taitekertoimen n = /¢, avulla

k=n (11.16)

w
c
Oikea aalto ei valttdmétta ole monokromaattinen. Jos aalto koostuu joukos-
ta diskreettejd taajuuksia w;, Maxwellin yhtédléiden lineaarisuuden vuoksi
kokonaisséhkokenttd voidaan esittédd summana

E(r,t) = Z E(k;,w;) exp[—i(w;t — k; - 1)] (11.17)
i
Vektoreita E(k;, w;) kutsutaan aallon Fourier-komponenteiksi. Jos k ja w

késitelldén jatkuvina, funktio E(k,w) on E(r,¢):n Fourier-muunnos (ker-
taa FYMM I:stél).
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11.2 Aaltojen polarisaatio

Tarkastellaan seuraavaksi aaltojen polarisaatiota. Peruskurssilta tuttu line-
aarinen polarisaatio on helposti miellettava ilmio, mutta ympyréapolarisaatio
kannattaa miettid huolellisesti l4pi. Asiaa ei lainkaan helpota, etti vasen- ja
oikeakitisyys méaéritelldédn eri ldhteissé eri tavoin.

Vektorit E(k,w) ja B(k,w) ovat kompleksivektoreita. Kirjoitetaan E
oikeakétisessi reaalisessa kannassa, jonka yksikkévektorit ovat (p, s, u)

E(k,w) = E,p + Ess + E,u (11.18)

misséd hattu viittaa kompleksilukuun. Koska tarkastelemme tasoaaltoa, on
luonnollista valita u aallon etenemissuunnaksi, jolloin sdhkdkentté on joka
hetki ps-tasossa

E(k,w) = E,p + E,s (11.19)

Ilmaistaan vield kompleksiset komponentit kompleksitason vaihekulman ¢
avulla ‘ .
E, = Ey,é'® ; B, = B,e' (11.20)

misséd F, ja Fy ovat reaalilukuja. s-akselin suunta voidaan valita vapaasti
(kunhan se on kohtisuorassa u-akseliin), joten ¢, voidaan asettaa nollaksi ja
ottaa kayttoon merkintd ¢, = ¢. Niinpa (k, w)-avaruuden siahkokenttad on

E(k,w) = Epe'’p + E,s (11.21)
ja sitd vastaava (r,t)-avaruuden kenttid puolestaan
E(r,t) = E,pe t@Ik1=9) | p gemilwt=kr) (11.22)
Aallon fysikaalinen sdhkokenttsd on tdmén reaaliosa
E(r,t) = Eppcos(wt —k-r — ¢) + Egscos(wt —k - r) (11.23)

Aallon séhkokentélld on kaksi komponenttia, joiden reaaliset amplitu-
dit £, ja E, voivat olla eri suuria ja lisdksi komponentit voivat vérdhdelld
eri vaiheessa vaihe-eron ollessa ¢. Tarkastellaan muutamaa erikoistapaus-
ta. Valitaan kaikissa tilanteissa tarkastelupisteeksi r = 0. (Piirré itse kuva
kaikista tapauksistal)

1. Komponentit samassa vaiheessa ¢ = 0. Tall6in
E(0,t) = (Epp + Ess) cos wt (11.24)

Séhkokenttd virihtelee \/E2 + E2 :sta —,/E2 + E2 :een osoittaen ko-
ko ajan suuntaan E,p+ Ess. Tamé on lineaarinen polarisaatio. Li-
neaarinen polarisaatio on kyseessd myos, jos £, = 0 tai F; = 0, koska
silloin aalto vardhtelee toisen koordinaattiakselin suunnassa. My6s 180
asteen vaihe-ero antaa lineaarisen polarisaation (E, — —E,).
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2. Vaihe-ero ¢ = /2. Téllin
E(0,t) = £E,psin wt + Egs cos wt (11.25)

Nyt siahkokenttdvektori pyorii ps-tasossa piirtden ellipsin joko myotéa-
tai vastapéivaén riippuen katselusuunnasta. Tdmé on elliptinen po-
larisaatio.

3. Vaihe-ero ¢ = £7/2 ja E, = E,. Tilloin ellipsi palautuu ympyriksi
ja kyseessd ympyripolarisaatio

Jos vaihe-ero on jotain muuta kuin ¢ = +m/2, kyseessé on aina elliptinen
polarisaatio (mahdollisesti surkastunut lineaariseksi).

Tarkastellaan sitten sihkokentédn pyorimissuuntaa. Rajoitutaan yksinker-
taisuuden vuoksi ympyrépolarisaatioon. Jos ylld& ¢ = +7/2, pyorii aal-
lon sdahkokenttd myotapéivadn, kun katsotaan kohti saapuvaa aaltoa. Op-
tiikassa tédtd kutsutaan oikeakitisesti polarisoituneeksi aalloksi. Jos
pyorimisté tarkastellaan aallon etenemissuuntaan, se kuitenkin néyttai to-
teuttavan vasemman kiden kiertosdénnon. Tarkasteltaessa sidhkomagneet-
tisten, esim. radioaaltojen ominaisuuksia magnetoituneessa johtavassa vili-
aineessa (esim. plasmassa) téllaista aaltoa kutsutaankin vasenkétisesti po-
larisoituneeksi. Taméa valinta on sikéli johdonmukainen, ettd néin polari-
soitunut aalto muodostaa avaruudessa vasenkétisen ruuvin. Aallolla sano-
taan olevan negatiivinen helisiteetti ja voidaan puhua negatiivisesti po-
larisoituneesta aallosta. Vastaavasti ¢ = —7/2 antaa péiinvastaiset nimityk-
set. Meidén ei tarvitse talla kurssilla murehtia oikea- tai vasenkétisyyksien
sekamelskasta, mutta asia on hyvé tietdéd vastaisen varalta.

Todetaan vield, ettd mielivaltainen elliptinen polarisaatio voidaan ha-
jottaa eri vaiheissa vérdhtelevien oikea- ja vasenkétisesti polarisoituneiden
aaltojen summaksi. Esimerkiksi lineaarinen polarisaatio on summa kahdesta
eri suuntiin pyorivistd samanamplitudisesta komponentista.

11.3 Siahkoémagneettisen aallon energia

Kompleksisen sdhko- tai magneettikentéin reaaliosa on fysikaalinen mitat-
tava kenttd. Koska Maxwellin yhtalot ovat lineaariset kenttien suhteen ja
toteutuvat siten erikseen reaali- ja imaginaariosille, tastéd ei tullut edelld
ongelmia. Kenttien energiat ja Poyntingin vuo ovat kuitenkin vektoreiden
tuloja, jolloin reaali- ja imaginaariosat sekoittuvat toisiinsa eli Re (A - B) #
Re A - Re B. Niinpé on syyti ottaa ensin suureiden reaaliosat ja kertoa ne
vasta sitten keskendén.
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Tarkastellaan aaltoa pisteessd r = 0. Télloin E(0,t) = E,p cos(wt — ¢) +
Egs cos(wt) ja

E? = Ez cos®(wt — ¢) + E2 cos?(wt) (11.26)

B? = (n/c)*E? = eugF? (11.27)

Koska D = €¢E ja B = ygH, on B-H = D - E, joten tasoaallon energiatiheys
on

1 2
Uy = €B2 = — (ﬁ) E? (11.28)
Ho \ C

Toisaalta E x H = FH u, joten Poyntingin vektori osoittaa aallon etenemis-
suuntaan ja on suuruudeltaan

S = ——F? (11.29)

Tasoaaltojen energiatiheys ja energiavuo pinta-alayksikkoéd kohti saavat siis
hyvin yksinkertaiset lausekkeet ja liséiksi

c
= S, 11.
S u (11.30)

Jos vaihenopeutta késitelldsin aallon etenemissuuntaisena vektorina v,,, voidaan
kirjoittaa
S = uyvpy (11.31)

Tasoaallon Poyntingin vuo voidaan siis ymmértdd energiatiheyden etene-
misené vaihenopeuden mukana.

Tasoaallon energiatiheys u,, ja energiavuo S ovat verrannollisia suureeseen
E?. Ympyripolarisoituneelle aallolle (¢ = +7/2)

2 22 2 2 . 2
E* = E,sin”wt + E; cos” wt = E (11.32)
joka on vakio. Lineaarisesti polarisoituneelle aallolle (¢ = 0, 7) puolestaan
E? = (EI% + E%) cos? wt (11.33)
joka vaihtelee nollan ja maksiminsa valilla kaksi kertaa aallon taajuudella.

Sahkomagneettisen aallon mukanaan vieméd energiaa tarkastellaan usein
korkeataajuisten aaltojen tapauksessa. T#lloin E%:n aikakeskiarvo on téir-
keAmpi suure kuin sen ajallinen vaihtelu. Koska cos?(wt — ¢):mn keskiarvo
yhden jakson aikana on 1/2; kaikilla polarisaatioilla

1
(E?) = 5(E; + E?) (11.34)
Téaméan voi kirjoittaa myds kompleksisen E-vektorin avulla

(E?) = %Re(E* -E) (11.35)
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missé * viittaa kompleksikonjugaattiin. Témé lauseke kertoo myos, ettd koko
ongelma voidaan késitelld alusta loppuun kompleksisena, mutta silloin mi-
tattavat suureet on kisiteltdva jakson yli otettuina keskiarvoina.

Sahkomagneettisella kentélld on energian liséksi litkemééraé ja impulssi-
momenttia. SM-aallot kuljettavat myos néitd suureita mukanaan.

11.4 Tasoaallot johteessa

Lineaarisessa homogeenisessa viliaineessa, jossa ei ole vapaita varauksia (fu,
€ ja o ovat vakioita ja V- D = 0) aaltoyhtélot saavat muodon (HT)

0’H OH
2 — —_— — — =
V*“H — eu 92 o 5 0 (11.36)
O°E OE

V?E — e —0p— = 0 11.37
Namaé yhtilot ovat seurausta Maxwellin yhtaloistéa. Pédinvastainen ei kuiten-
kaan ole totta. Yht&loillda on ratkaisuja, jotka eivét valttdmétta toteuta
Maxwellin yhtéloitd, joten ratkaisujen fysikaalisuus on tarkastettava erik-

seen kiytdnnon ongelmissa.

Séhkokentén aaltoyhtélod (11.37) kutsutaan lennétinyhtdloksi. Se on
standardiesimerkki osittaisdifferentiaaliyhtéloiden ratkaisemisesta Fourier-
muunnosten avulla. Tehddédn tdssd sama ratkaisu oikaisemalla sikéli, etté
oletetaan tasoaaltoratkaisu ja ldhdetédan liikkeelle Maxwellin yhtéloisté, jol-
loin

k-E =0

k-H = 0

kxE = wuH (11.38)
ikxH = (0—iwe)E

Koska k | E, k 1 H ja E L H, niin aalto on j&lleen poikittainen.

Valitaan koordinaatisto siten, ettd k | e, E | e, ja H || e,. Télloin

kE, = wuH,
ikHy = —(o—iwe)E, (11.39)

Tésté (tai suoraan aaltoyhtilostid) saadaan dispersioyhtilo k = k(w):

k? = epw? + iopuw (11.40)
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k on kompleksiluku, joka voidaan kirjoittaa muodossa k = |k|e’® ja disper-
sioyhtélostid voidaan ratkaista

k| = \pwVerw? + o2

1 o
= - t — 11.41
o 5 arctan( ew) ( )

Lennétinyhtélon ratkaisu harmonisille aalloille on siis
E = Eoexei(Re(k)z—wt)e—]m(k)z

= FEpe,expli(|k|z cos a — wt)] exp[—|k|z sin a (11.42)

Tésséd on valittava c:n vaihe siten, ettd Im(k) > 0 eli sina > 0 (HT: piirra
kuva kompleksitasossa). Talloin aalto vaimenee edetessédén véliaineeseen
(tekiji e~ I*lzsine) 'miki on fysikaalisesti mielekés ratkaisu. Vaihenopeudeksi

tulee nyt
w w

Vy = =
P Re(k)  |k|cosa
Etéisyys, jolla aallon amplitudi vaimenee tekijélla e, on véliaineen tunkeu-
tumissyvyys (skin depth):

(11.43)

1 1
Im(k)  |k|sina ( )
Viliaineen impedanssi (aaltovastus) mééritellddn
Ey pw Lw 1 o
7 =—="=,| ————exp|—- arctan(—)] (11.45)

Hy k \/62(4)2 + ()'2 2 Ew

Impedanssin yksikko on vastus: [Z] = 2 (kertaa impedanssin, admittanssin
ja reaktanssin késitteet KSII:sta tai lue RMC:n luku 13).

Esimerkkeji

2
1) Hyvi johde: 0 >> ew = a=45°% 6 =,/—
pow

vp = dwtan o = dw

f=50Hz d~1lcm wv,~3m/s

fpale { f=50MHz 6~ 10pm v,~ 3x10°m/s

Z = M—we_”/4 = 45° vaihe-ero E:n ja H:n vililla.
V o

2) Eriste: 0 =0, € >0, u = pp
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= o = 0 eli aalto ei vaimene tunkeutuessaan eristeeseen!

7= "=z /9
€ €
Ho

misséd Zy on tyhjon impedanssi: ,/— = 376.73 Q2.
€0

Yksinkertaisella laskulla voidaan osoittaa, ettd aallon Fourier-komponent-
tien yhtaloryhmé (11.38) voidaan palauttaa yhtdloryhmén (11.12) kaltaisek-
si kirjoittamalla

ek-E = 0

k- B —

kxE = wB (11.46)
kxB = —ZU—QG}E

missé on otettu kiyttoon kompleksinen dielektrisyysvakio €,

6 = e +i-2 (11.47)
cow

Nyt my0s taitekerroin kannattaa maéritella kompleksilukuna

n? =é, (11.48)

(11.49)

11.5 Palloaallot

Tasoaalto on erittédin kiyttokelpoinen matemaattinen idealisaatio. Todelli-
suudessa sihkémagneettinen aalto kuitenkin synnytetédin esimerkiksi &érel-
lisen kokoisella antennilla. Antennin ldhelld sihko- ja magneettikenttien
rakenne on hyvinkin monimutkainen ja riippuu kéytetyn antennin geometri-
asta. Kun aalto ldhtee eteneméédn avaruuteen, se laajenee ja tarkasteltaes-
sa aaltorintamaa riittdvéan pienelld alueella se nidyttaa tasoaaltorintamalta.
Joskus on kuitenkin tarpeen ottaa huomioon aaltorintaman globaali muoto.
Tarkastellaan esimerkkiné origosta joka suuntaan etenevid pallonmuotoisia
aaltorintamia, palloaaltoja. Periaatteessa ongelma ratkaistiin jo luvussa 9,
jossa johdettiin viiviistyneet potentiaalit ja myos palloaallon Greenin funk-
tio. Emme kuitenkaan laskeneet itse kenttié, silld derivaattojen laskeminen
viivistyneistd potentiaaleista on aika tyolds tehtava.
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Tyhjossé etenevian SM-aallon sdhkokentén aaltoyhtélé on

VE- 5 —5 =0 (11.50)

josta monokromaattiselle aallolle tulee vektorimuotoinen Helmholtzin yht&lo

2

V2E(r) + (%) E(r) =0 (11.51)
Nyt sdahkokenttd pitéisi esittaéd pallokoordinaattien avulla. Ongelmaksi tulee
termin V?E = —V x V x E + VV - E kirjoittaminen pallokoordinaateissa.
Termin —V x V x E radiaalikomponentissa ovat mukana myos muut pal-
lokoordinaatiston muuttujat ja samoin kéy atsimutaali- ja napakulman kom-
ponenteille. Lopputulos on kolmen osittaisdifferentiaaliyhtélon ryhmé, jois-
sa kaikissa on mukana kaikki séhkokentédn komponentit. Vektorimuotoinen
Laplacen yhtélo voidaan separoida kunkin muuttujan erillisiksi differenti-
aaliyhtaloiksi vain karteesisissa koordinaateissa.

Tarkastellaan tdmén ongelman ratkaisemiseksi skalaarimuotoista Helm-
holtzin yht&loa

W\ 2
Vi) + (—) Y=0 (11.52)
c
Nyt on suoraviivainen harjoitustehtéva osoittaa, etta

E=rx Vi (11.53)

on (11.51):n ratkaisu, ja V - E = 0. Magneettikenttd on valittava siten, etta
se yhdessd sdahkokentdn kanssa toteuttaa Maxwellin yhtélot. Kirjoitetaan
Faradayn laki muodossa

V x E = iwB (11.54)

jolloin .
B-= —gv X (r x V) (11.55)

miki toteuttaa loput Maxwellin yhtélot tyhjossd (HT). Voisimme aivan yhti
hyvin ldhtea liikkeelle B-kentén aaltoyhtélosté ja 16ytéad ratkaisuparin

B = %rwi (11.56)

B - %v X (r x Vi) (11.57)

Ratkaisuparissa (E,B) sihkokenttd on jokaisessa pisteessd tangentiaalinen
origokeskisen pallon pinnan kanssa. Téta aaltoa kutsutaan joskus transver-
saaliseksi sihkdiseksi (TE) moodiksi. Ratkaisuparissa (E’, B’) magneet-
tikentdlld on puolestaan sama ominaisuus ja aaltoa kutsutaan transver-
saaliseksi magneettiseksi (TM) moodiksi. (HT: piirrd kuvat!)
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Nyt on vield l6ydettéava i) Helmholtzin skalaariyhtélon ratkaisuna. Tésséa
kéaytetddn Laplacen yhtédlon ratkaisemisesta tuttua muuttujien separointia
pallokoordinaatistossa (luku 2). Ratkaistava yht#lo on pallokoordinaateissa

10 50 1 o 1 82w )
r2 or 1.
r28r< 8T>+r25m989 (Smeae)Jfﬂsm T g TR Y =0 (1158

Erona Laplacen yhtéléon on siis termi k21).

Tehd&én télld kertaa separointiyrite ¢ = R(r)©(0)®(¢). Sijoitetaan tAma
ylliolevaan yhtéloon. Jaetaan tulos vield 1):114 ja kerrotaan tekijilli 72 sin? 6,
miké antaa yhtalon

1 d odR 1 d e 1d*°®
I sin? $r2 I + o) sin 0 70 sin ) — 10 + T do? + k*r?sin?0 =0 (11.59)
¢-riippuvuuden osalta separointi antaa saman yhtélén kuin Laplacen yhtéalon

tapauksessa
d?®

W;” +m2®,, =0 (11.60)
0- ja r riippuvat yhtélét ovat puolestaan
1 d dO, m?
—sin 6 (r+1 m = 11.61
sing o> do D)= Ge 9] Gl 0 (L6l
d 5d
s 7 d]:’ ((14+1)—k*r?]R; = 0  (11.62)

Nyt yhtdlon (11.60) ratkaisut ovat tietenkin muotoa ®,, = e¥"® ja yhtilon
(11.61) ratkaisut ratkaisut ovat tutut Legendren liittofunktiot (luku 2). Ter-
mi k%¢ muuttaa siis ainoastaan radiaalista yhtlod (11.62), jonka ratkaisut
saadaan tekemélld ensin muuttujanvaihdos & = kr, jolloin

de
g2 2 _
dfﬁ s —[l(l+1) =& R =0 (11.63)
Tisti saadaan Besselin yhtils sijoituksella B = £~1/22;:
d*Z, dz,
¢ dg?l & —gl —0+1/2)? =42, =0 (11.64)

Téamé on yksi matemaattisen fysiikan tdrkeimpié yhtaloité, jonka ratkaisuina
ovat Besselin ja Neumannin funktiot Jyq/2(kr) ja Npyq/2(kr). Pallokoordi-
naatistossa néistd muodostetaan erityisid pallobesseleité

Jilkr) = \f7/2kr Jiq0(kr) (11.65)
ny(kr) = \/m/2kr Nipq2(kr) (11.66)
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Pallobesselit ovat alkeisfunktioita, joten niitd ei tarvitse pelété: esimerkik-
si jo(r) = sinr/r, no(r) = —cosr/r. Jiikoon nididen enempi pohdiskelu
kuitenkin FYMM II:n huoleksi.

Nyt meilld on koossa yleinen ratkaisu skalaarimuotoiselle Helmholtzin
yhtélolle muodossa

Vim = \/7/2kr Z;(kr) P (cos §) eTime (11.67)

Sijoittamalla tdm& TE- tai TM-moodin kenttien lausekkeisiin saadaan niiden
paikkariippuvuus. Yksinkertaisin fysikaalisesti mielenkiintoinen valinta on

Y10 = % et {1 + é] cos 0 (11.68)
josta saadaan TE-moodille
E =r x Vip1g = —Fpe'*" [% + #] sinf ey (11.69)
ja
B— —%v < E (11.70)

i g (11 i : i1
:;Eoe {[W+W}2COSQ%_[;_W_W]Smeee}

Tulemme myShemmin ndkeméén, ettd tdmé on magneettisen dipoliantennin
siteileméd aaltokentté.



146 LUKU 11. SAHKOMAGNEETTISET AALLOT



Luku 12

Aaltojen heijastuminen ja
taittuminen

Tarkastelemme tésséd luvussa sdhkomagneettisten aaltojen heijastumis- ja
taittumisominaisuuksia erilaisten viliaineiden rajapinnalla, ja lopuksi tu-
tustutaan yksinkertaiseen dispersiivisen viliaineen malliin. Rajoitumme mo-
nokromaattisiin aaltoihin ja oletamme véliaineet lineaarisiksi ja magnetoitu-
mattomiksi (11 = po) koko luvun ajan, ellei toisin mainita. Oppimateriaalina
on RMC:n luku 18, CL késittelee asiaa luvussa 10.4; esitiedot KSIII luku 5.

12.1 Kohtisuora saapuminen kahden eristeen ra-
japinnalle

Tarkastellaan ensin aallon heijastumista kahden eristeen rajapinnalla, kun
aalto saapuu kohtisuoraan pintaa vastaan, siis aaltovektori on pinnan nor-

E

— — -z
! B, E,Y »
y

Kuva 12.1: Heijastuminen ja ldpé&isy kohtisuoraan zy-tasolle saapuvalle aal-
lolle.

E,

147
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maalin suuntainen (kuva 12.1). (E;, B;) kuvaa +z-akselin suuntaan etenevii
saapuvaa aaltoa, (E{,B}) —z-akselin suuntaan etenevii heijastunutta
aaltoa ja (Eg, Bo) rajapinnan ldpaissytti aaltoa. Rajapinta on xy-tasossa.
Oletetaan, ettd aallon sdhkokenttd on lineaarisesti polarisoitunut x-akselin
suuntaan, jolloin

]5)1 — emElxei(kl z—wt)
E| = —e,E) e hztwh) (12.1)
E2 — engxei(kQZ_wt)

missd k1 = njw/c, ko = now/c. Magneettikenttd saadaan Faradayn laista
seuraavasta relaatiosta B = (n/c)ux E, missi u = e, tulevalle ja ldpéisseelle

aallolle ja u = —e, heijastuneelle aallolle. Magneettikentét ovat y-akselin
suuntaiset:
CB1 = ey’l’LlElmei(klz_wt)
cB] = eynlEixe*i(kler“’t) (12.2)
cBy = eyngEgmei(k”_Wt)

Kaikilla aalloilla on oltava sama kulmataajuus w, jotta reunaehdot rajapin-
nalla toteutuisivat kaikilla ajanhetkilla ¢. S&hkokentédn tangentiaalikompo-
nentti on jatkuva, joten

Eix — E}, = Eg (12.3)

Sama pétee epdmagneettisessa viliaineessa (u = o) myos magneettikentille.
Koska magneettikenttéd voidaan ilmaista séhkokentéin avulla, saadaan jatku-
vuusehdoksi

ni (Elx + Ei:{;) = noFo, (124)

Oletetaan saapuvan aallon amplitudi tunnetuksi ja ratkaistaan heijastuneen
ja lapdisseen aallon amplitudit:

no — Ny 2n1
E{w = Elx ) EZx =
ng + nq ng + Ny

Eiy (12.5)

Maaritelladn Fresnelin kertoimet kohtisuoraan tulevalle aallolle:

El, no—m
r = —Z = 12.6
12 FEi; no + N1 ( )
ng 2711
t = = 12.7
2 Ei, no+mn (12.7)

missd r viittaa heijastumiseen (reflection) ja t lépéisyyn (transmission).
Kaytéinnon ongelmissa mitataan yleensd kunkin osa-aallon mukana kulke-
vaa keskimééraisté energiavuota pinta-alayksikkoé kohti eli intensiteettii.
Se saadaan Poyntingin vektorista luvun 11.3 mukaisesti

(5)

_n
~ 2upc

(E; + E2) (12.8)
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Téssé késitellyssd tapauksessa valitaan E, = F, ja B, = 0. Mééritelladn nyt
heijastussuhde (reflektanssi) R, ja ldpéisysuhde (transmittanssi) 7;, (n
viittaa normaalin suuntaiseen saapumiseen) seuraavasti

(S1) 2 N2 —N1y2
Rn = =T =
(S1) 27 g+ 1y
T _ <52> _ @tQ _ 4”2”1
" S1)  mi T (ng+ng)?

(12.9)

(12.10)

Mille hyvénsé eristeparille R, + T;, = 1, miké ilmaisee energian siilymisen.

Elliptiselle polarisaatiolle on tarkasteltava erikseen x- ja y-komponentteja.
x-komponenteille pétee ylld oleva tarkastelu sellaisenaan ja y-komponenteille
tulee samat Fresnelin kertoimet. My6s y-komponentit pysyvét samassa vai-
heessa keskenéén, vaikka ne ovatkin eri vaiheessa kuin z-komponentit. Myos
heijastus- ja ldpéisysuhteet pysyvit ennallaan silld intensiteetti (S) on eri
polarisaatiokomponenttien intensiteettien summa.

Esimerkkeji
1. Ilman (n; = 1) jalasin (ny = 1.5) rajapinnalla R,, = 0.04 ja T,, = 0.96.

2. Puhtaan veden taitekerroin nakyvin valon aallonpituudella on ny =
1.33, joten R, = 0.02. Kun w on alle 10" s™!, veden suhteellinen per-
mittiivisyys on kuitenkin suuri Ko = 81, joten no = 9 ja R, = 0.64.
Vesi siis heijastaa huomattavasti tehokkaammin radioaaltoja kuin val-
oa. Paremmin sihkoé johtavalle merivedelle heijastussuhde on paljon
suurempi.

12.2 Saapuva aalto mielivaltaisessa kulmassa

Tarkastellaan sitten mielivaltaista saapumiskulmaa. Kuva 12.2 esittéda tilan-
netta, jossa rajapinta on xy-tasossa ja saapuvan aallon aaltovektori xz-
tasossa (saapumistasossa). Aaltojen polarisaation tarkastelemiseksi val-
itaan jokaiselle osa-aallolle jélleen {p,s,u}-kanta, jolloin kuvan tilanteessa
kullakin aallolla on vain séhkokentin p-komponentti.

E, = plElpei(kl-r—wt)

E| = piEjtarted (12.11)
E2 — p2E2pei(k2~r—wt)

Koska kunkin osa-aallon magneettikentté on kohtisuorassa seké k- ettd p-
vektoreihin ndhden, magneettikentilld on vain s-komponentti ja se on téssi
geometriassa kaikilla osa-aalloilla y-akselin suuntainen.
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Kuva 12.2: Heijastuminen ja taittuminen p-polarisaatiolle.

Vaikka kuva 12.2 néyttéé erikoistapaukselta, kyseesséd on toinen kahdes-
ta perustilanteesta. Olkoon n = e, rajapinnan yksikkonormaali. Jotta aal-
tokentté olisi jatkuva rajapinnalla, tdytyy aaltojen taajuuden liséksi myos
vaiheiden olla samat missd hyvénsé rajapinnan pisteessi rg, joten

kl-I‘O :kll 4 4] :kQ-I‘O (1212)
Téstd on helppo (HT) néyttdd, ettd
nxk; =nxkj=nxko (12.13)

Siis kaikki k-vektorit ja n ovat kohtisuorassa vektoria (n xk;)/Inxk;| = e,
kohtaan, joten kaikkien osa-aaltojen aaltovektorit ovat samassa tasossa.

Muistisddntoné p-komponentti viittaa saapumistasossa olevaan kompo-
nenttiin (parallel). Kdytdmme téllaisesta polarisaatiosta nimitysti p-pola-
risaatio. Radioaaltojen yhteydesséd tatd kutsutaan myds vertikaaliseksi
polarisaatioksi, silla tarkasteltaessa radioaallon heijastumista ionosfaéristé
néin polarisoituneen aallon séhkokentélld on pystykomponentti.

Toinen peruspolarisaatio on s-polarisaatio tai horisontaalinen po-
larisaatio, jossa sdhkokentilld on vain s-komponentti. s viittaa saksankie-
len sanaan senkrecht (kohtisuora). T4ll6in puolestaan osa-aaltojen magneet-
tikentilla on erisuuntaiset p-komponentit. Koska kaikki muut polarisaatioti-
lat voidaan ilmaista eri vaiheissa vériahtelevien s- ja p-polarisoituneiden aal-
tojen summana, riittda tarkastella naita kahta perustapausta

Ehdosta (12.12) seuraa kaksi muutakin térke#dé tulosta. Ensinnékin
ki - n = kjicost
ki -n = —kjcosb (12.14)

ko-n = kycosby
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joten
‘kl X n| = k?l sin91
k) xn| = k|sing] (12.15)
ko x n| = kosinbo
Niinpé on oltava
kisinf = k| sin 0] = ko sin 6 (12.16)

Koska saapuva ja heijastunut aalto etenevit samalla taajuudella samassa
viilliaineessa, k1 = k] ja saamme heijastuslain

sin #; = sin @] eli 0, =6, 12.17
1 1

Aaltolukuja eri véliaineissa puolestaan sitoo dispersioyhtélo k& = nw/¢, joten
olemme saaneet Snellin lain

ni sin 01 = N9 sin 92 (1218)

HUOM! Niissé relaatioissa ei ole kiytetty Maxwellin yhtéloistd seuraavia
reunachtoja, vaan ne riippuvat aaltoliikkeen yleisistd geometrisista omi-
naisuuksista ja Snellin lain osalta viliaineen taitekertoimesta.

Fresnelin kertoimien mé#rittdmiseksi tarkastellaan kenttien tangentiaa-
likomponenttien jatkuvuusehtoja. Normaalikomponenttien jatkuvuusehdot
toteutuvat automaattisesti. Vektorikentté voidaan hajottaa normaali- ja tan-
gentiaalikomponentteihin kirjoittamalla E = (n- E)n —n x (n x E). Tan-
gentiaalikomponentin jatkuvuus tarkoittaa, ettéa

n x (El—l-Ell) =n x Eo (1219)
Magneettikentélle puolestaan (kun p = pp)
n x (B + B)) =n x B, (12.20)

Jos aaltovektorin suuntainen yksikkévektori on u, niin B = (n/c)u x E,
joten magneettikentén jatkuvuus edellyttda

nin x (u1 x E; + u’l X Ell) = non X (UQ X Eg) (1221)

Kirjoittamalla vektorikolmitulot auki ja tarkastelemalla s-komponenttia saa-
daan osa-aallolle E; yhtélo

n x (u; X Ei5) = —cos61Eq (12.22)
ja vastaavasti muille osa-aalloille. Néin (12.21) saadaan muotoon

n1(cos 01 E1s — cos 01E),) = no cos o Eog (12.23)
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Koska 6 = 67, timi sievenee muotoon
ny cos b1 (E1s — E,) = na cos 3 Eq; (12.24)

Séhkokentéin tangentiaalikomponentin jatkuvuudesta saadaan suoraan s-
komponenteille ehto

Eis + Ej, = Ey (12.25)
Niista yhtéloistd saadaan Fresnelin kertoimet s-polarisaatiolle
Ej; = r12sE15 , Bog = t12,E1; (12.26)
missé
. e
tios = 21,608 61 (12.28)

ny cos 01 + no cos B

p-polarisaatio ndyttdd geometrialtaan hankalammalta, koska sdhkokenttd ei
ole rajapinnan tasossa. Mutta nyt voidaankin tarkastella magneettikenttéa,
joka on rajapinnan tasossa. Ndin saadaan yhtélopari

1 1
—cost(B1s —Bi,) = — cosfBag (12.29)
ny n2
By +Bi, = B (12.30)
ja Fresnelin kertoimet saadaan ehdosta
n
B, = r12,B1s , Bas = n—i t12pBis (12.31)
missi
N9 cos 01 — nq cos Oy
= 12.32
"2p ng cos 01 + ny cos b ( )
2n1 cos 01

l12p (12.33)

N9 cos 01 + nq cos Oy

Koska Snellin laki 12.18 sitoo taitekertoimet saapumis- ja taittumiskulmiin

cos @y = \/1 — (n1/n2)?sin® 6, (12.34)
voidaan taittumiskulma eliminoida Fresnelin kertoimista.

Intensiteettien véliset relaatiot saadaan keskimééréisten Poyntingin voiden
avulla, mutta nyt taytyy késitella s- ja p-polarisaatiot erikseen.

_ne(Sl) . _n-(Sa)

Ry= — o T, = o] (12.35)
_ (S1p) <52p>

R, n-(Sy,) T, = - (S1.) (12.36)
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jotka Fresnelin kertoimien avulla saavat muodon

19 cOoS O
Ry =13, Ty=-—2"72¢ (12.37)

n1 cos 01

9 nycosfy o
Rp = 7'12p Tp = m 12p (1238)

jalisiksi R +Ts =1, R, +T, =1.

Kayttamalld hyvéksi Snellin lakia Fresnelin kertoimet voi muuntaa puh-
taasti trigonometrisiksi (HT)

Sil’l(92 — (91)
, = MmO 12.
2 sin(fs + 61) (12.39)

2 cos 01 sin 0
, = Zeosvismba 12.4
fr2 sin(02 1 0) (12.40)

tan(91 — 92)
= — = 12.41
"2p tan(91 + 92) ( )

2 cos 07 sin Oy
t = 12.42
12p sin(f; + 62) cos(6; — 62) ( )

Tarkastellaan néiden avulla paria esimerkkié

Brewsterin kulma

Milla kulmilla aalto ei lainkaan heijastu rajapinnalta? Molemmille polarisaa-
tioille tdmé tapahtuu tietenkin kun 61 = 6, mutta tdméi ei ole kovin mie-
lenkiintoinen tapaus, koska silloin molemmilla véliaineilla on oltava sama
taitekerroin. p-polarisaation kyseessé ollen myos tapaus 61 + 02 = 7/2 tekee
heijastuskertoimesta nollan. Taittuneen ja heijastuneen sdteen vélinen kul-
ma on silloin suora. Merkitédén sisddntulokulmaa 6p ja kirjoitetaan 6o =
/2 — 0, jolloin Snellin laista saadaan ratkaistuksi

tanfp = 2 (12.43)
ni

Kulmaa kutsutaan Brewsterin kulmaksi. Koska tdmé& ehto on voimassa
vain p-polarisaatiolle (vertikaaliselle polarisaatiolle), tdmén avulla voidaan
tuottaa polarisoitunutta valoa. Esimerkiksi ilman (n = 1) ja lasin (n = 1.5)
rajapinnalla p = 56° ja téssd kulmassa rajapinnalle tulevasta polarisoi-
tumattomasta (tai mielivaltaisesti polarisoituneesta) valosta heijastuu vain
s-polarisoitunut komponentti.
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Kokonaisheijastus

Aalto heijastuu kokonaan, jos #y = 7/2. Sitd vastaava sisdéntulokulma
saadaan jilleen Snellin laista

n
sinf, = — (12.44)
n
Tatd kutsutaan kriittiseksi kulmaksi. Témé kulma on reaalinen vain, jos
ngy < ny. Tarkastellaan jélleen lasin ja ilman rajapintaa, mutta nyt lasin
suunnasta. T&lloin 6, = 42°. Jos kulma on téta suurempi, Snellin laki antaa
ehdon

sinfy > 1 (12.45)

jolla ei ole reaalisia ratkaisuja. Tarkastelemalla kompleksisia Fresnelin ker-
toimia voidaan néyttdi, ettd Ry = R, = 1 kaikille 61 > 0. Fysikaalisesti
tdmé& merkitsee, ettd kriittistd kulmaa suuremmilla saapumiskulmilla kaik-
ki aallon energia heijastuu. Téstéd on hyotyd kidytdnnon optiikassa, kuten
prismakiikareissa ja valokaapeleissa.

12.3 Druden ja Lorentzin oskillaattorimalli

Dispersiivisessi viliaineessa dispersioyhtédlo on yksinkertaista lineaarista
relaatiota w = (¢/n)k monimutkaisempi. Aineen eristeominaisuudet voivat
riippua taajuudesta ja aaltoluvusta: € = e(w, k). Tarkastellaan viliainetta,
jossa ei ole vahvoja sisdisid voimia, ja jdtetddn aineen magneettiset omi-
naisuudet huomiotta (u = pg). Tarkastellaan yhté elektronia, joka on sidot-
tu atomiin harmonisella voimalla

Fj = —mwir (12.46)

misséd r on poikkeama tasapainoasemasta. Oletetaan lisdksi jokin elektronin
liikettd vastustava voima (esim. kitka)

d
Fy= —m’yd—z (12.47)

missd alaindeksi d (damping) viittaa siihen, ettd voima vaimentaa har-
moniseen voimaan liittyvééd vérdhtelyd. Ulkoisessa sdhkokentéssd E(r,t) li-
ikeyhté&loksi tulee

d? d

dat?
Oletetaan harmoninen aikariippuvuus (o exp(—iwt)), jolloin litkeyht&lén

ratkaisu on
—eE

—w? —iwy)

= 12.49
r m(wd ( )
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Elektronin poikkeama tasapainoasemasta aiheuttaa dipolimomentin p

’E
—w? —iwy)

= —er = 12.50
Oletetaan, ettd yksikkotilavuudessa on n molekyylid ja jokaista molekyy-
lid kohti on Z elektronia. Oletetaan, ettd f; kappaleella jokaisen molekyylin
elektroneista on ominaistaajuus wp; ja vaimennustekijé ;. Tekijoitd f; kut-
sutaan oskillaattorivoimakkuuksiksi ja ne normitetaan elektronien luku-
médrddn > ; f; = Z. Nyt séhkdinen polarisoituma (dipolimomenttien ti-
heys) on

ne’E

P = S /i (12.51)

2 _ g .
mo T Wy = Wt iwy;

Séhkovuon tiheydestd yksinkertaisessa aineessa D = ¢E = ¢gE + P saadaan

TL€2 ;
e(w) = eo(1+ x(w)) = € (1+ > J; ) (12.52)

w2 _ .
meo 57 wh; — W — Wy

Siis permittiivisyys on taajuudesta riippuva kompleksiluku.

Oletetaan sitten, ettid aineessa on jonkin verran vapaita elektroneja (fo
kappaletta molekyylid kohti), mutta ettd muuten véliaine on samanlainen
kuin edelld. Vapaille elektroneille wyg = 0, jolloin

(W) = € (1+ ne’ S 5 ) et fo (12.53)

02 o ;
mer;ﬁ()wO] w (e mw w =+ 17y

Merkitdéan oikean puolen ensimméisté termié €, ja kdytetddn Ohmin lakia
(J = oE). Talloin Maxwellin neljinnesta laista saadaan

V xH=(0—iwe)E = —iweE (12.54)
joten _
e=ep+ 2 (12.55)
w

Vertaamalla tdtd lausekkeeseen (12.53) saadaan

2
oo Jome (12.56)

m(yo — iw)

Johtavuus o on nyt taajuuden kompleksiarvoinen funktio. Jos 79 > |w| ja
fo =1, téstd tulee luvusta 10 tuttu staattisen johtavuuden lauseke

TL€2

o= (12.57)
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missé g on térméysajan 7 kddnteisluku.
Esimerkki: Kuparilla on huoneen lampétilassa ominaisuudet
0=>56-10" (Qm)™', n=8-102%m™3, fo=1
= y=4-1018 571

Oletus staattisesta johtavuudesta on siis hyvé approksimaatio taajuuk-
silla |w| < 4-10" s7!, miks on varsin korkea taajuus verrattuna esimerkiksi
tyypilliseen radioasemaan w = 96.2 MHz - 27 ~ 6 x 108 s—!

Taajuuksia wp; kutsutaan resonanssitaajuuksiksi. Monissa kdytéannon
ongelmissa v; < wop;, joten €(w) on melkein reaalinen paitsi resonanssitaa-
juuksien ldhelld eli

e(w) =~ € (1 + Ne? Z 24fj wz) (12.58)
J

Dispersiota kutsutaan normaaliksi, jos d(Re €(w))/dw > 0 ja anomaalisek-
si, jos d(Re €(w))/dw < 0. Normaalin dispersion alueella permittiivisyys kas-
vaa taajuuden myo6td. Anomaalista dispersiota ilmenee ainoastaan ldhelld
resonanssikohtaa, missé Im e poikkeaa nollasta (HT: piirrd kuva).

Tarkastellaan energiabudjettia resonanssikohdan ldhelld. Sdhkovirta on
nyt polarisaatiovirtaa Jp = 0P /0t ja sihkokentén tekemi ty6 on

W=E-Jp=E-0P/0t (12.59)

Yhden jakson aikana tehty keskimé&érédinen ty6 on
(W) = %Re(E-(—z’wP)*) _ %Re(iw(e*—eo)E.E*) = 2BP1m (w) (12.60)
Jos Im € > 0, energia siirtyy sdhkokentéltéd elektroneille eli aalto vaimenee.

Téata kutsutaan resonanssiabsorptioksi.

Tassd mallissa Im € > 0, kun w > 0. On olemassa térkeité fysikaalisia
prosesseja, joissa aalto saa energiaa hiukkasilta, mutta tdmaé malli ei sovellu
néihin tapauksiin. Téssd yhteydessd on opettavaista todeta merkinvalinnan
vaikutus. Jos aikariippuvuudeksi valittaisiin exp(+iwt), muuttuisi Im en
merkki. Tilanteen fysiikka on tietenkin riippumatonta merkkisopimuksista.

Viliaineen taitekerroin ja aallon aaltoluku ovat

B e |e(w)
n(w) = 1/€0M0N o (12.61)

e(w)

(12.62)

ol&

€0
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Téastéa saadaan vaihenopeus

= (12.63)

T&ama4 ei kuitenkaan ole energian etenemisnopeus dispersiivisessé véliaineessa.
Sen antaa ryhménopeus, joka mééritellidn vy, = dw/dk ja on siten (ks.

Jackson)

dw 1 c
= = = 12.64
Y=k dk/dw n(w) + wd—n ( )
dk

Samaan aikaan ldhtevét eritaajuiset aallot saavuttavat vastaanottajan eri
aikaan, mikéli ne etenevét dispersiivisessd véliaineessa.
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Luku 13

Aaltoputket ja
resonanssikaviteetit

Kerrataan ensin ajasta riippuvan sahkomagneettisen kentén kiyttidytyminen
ideaalijohteessa ja sen pinnalla. Adrettdmin hyviin johteen sisilld ei ole
sahkokenttié, koska vapaasti liikkuvat varaukset luovat pinnalle varauskat-
teen og, jolloin kokonaissihkokentté johteen sisélld on nolla. Samoin ajasta
riippuva magneettikenttd havida ideaalijohteen sisélld. Varaukset liikkuvat
pinnalla luoden sellaisen pintavirran K, ettd kokonaiskenttd on nolla joh-
teessa. Muut reunaehdot ovat B:n normaalikomponentin ja E:n tangen-
tiaalikomponentin jatkuvuus. Koska B ja E ovat nollia ideaalijohteessa,
niin aivan johteen ulkopuolella sdhkdkenttd on kohtisuorassa ja magneet-
tikenttd yhdensuuntainen pintaan nihden. Todellisuudessa ideaalijohteita
ei ole, mutta téllainen malli antaa kuitenkin hyvédn peruskésityksen aal-
toputkista. Kéytdnnon esimerkki aaltoputkesta on optinen kuitu ja reso-
nanssikaviteetista mikroaaltouuni.

13.1 Sylinteriputki

Tarkastellaan onttoa poikkileikkaukseltaan mielivaltaista metallisylinterié,
jonka seindmét oletetaan ideaalijohteiksi. Sylinterin sisdlld aine oletetaan
johtamattomaksi (permittiivisyys ey, permeabiliteetti pg). Kenttien aika-
riippuvuus olkoon harmoninen (e~*?). Maxwellin yht#lot sylinterin sis#lli
ovat

V-E=0 (13.1)
V-B=0 (13.2)
VxE—iwB=0 (13.3)
V x B + iweguoE = 0 (13.4)

159
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Kenttien Helmholtzin yhtélét ovat

W 5 W
(V +C—2)E:0 , (V +c—2)B:0 (13.5)
Valitaan koordinaatisto siten, ettd z-akseli osoittaa aallon etenemissuun-
taan. Sylinterigeometrian vuoksi tehdédén yritteet

E(z,y,2) = E(z,y)e'®* Y | B(z,y,z) = B(z,y)e!**=Y (13.6)

(z-akselin negatiiviseen suuntaan etenevi aalto e ~*** kiisitelliifin vastaavalla
tavalla.) On huomattava, ettd nyt ei endi yleensé ole k = w/c. Sijoittamalla

yritteet aaltoyhtéléihin saadaan

w? w?
(V2 + 5 EE =0, (V?+ = - k*)B =0 (13.7)
missé 9
0 9 <2 O
Ve, — , V2=V2_ " 13.
Vi=V—e.o, Vi=V = — (13.8)

Jaetaan kentét pitkittiiseen ja poikittaiseen osaan, esimerkiksi sihkokent-
té seuraavasti:

E=E. +E, (13.9)
missé,
E. = (E-eye,
(13.10)
E, = (e;xE)xe,

Nyt Maxwellin yhtélot saadaan muotoon (HT)
OE.

Vi-Ey=— = —ikE, 13.11
t - L 02 ? ( )
OB, ,
‘B, = — = —ikB, 13.12
V,g t 02 ] ( 3 )
e, - (Vt X Et) = inZ (1313)
E
VB, — % = VB, — ikE; = iwe, x By (13.14)
z
e. (Vy x By) = —Zc—‘;’EZ (13.15)
B
VtBZ — b = Vth — Zk?Bt = —iiez X Et (1316)
0z c?

Jos B, ja E, tunnetaan, voidaan poikittaiset kentéit ratkaista yhtéloista
13.14 ja 13.16. Yhté&loitd 13.11-13.16 ei pida opetella ulkoa, vaan on ymmaérret-
tdva késittelyn perusideat.
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TEM-moodit

TEM-moodit (transverse electromagnetic modes) ovat sihkomagneettisia
aaltoja, joiden kentét ovat kohtisuorassa etenemissuuntaan nihden (siis B, =
0, £, = 0). Télloin yhtaloistd 13.11-13.16 seuraa V- E; = 0,V, - B; =
0,V x E; =0,V x By = 0 ja kenttien laskeminen palautuu muodollisesti
kaksiulotteiseksi statiikan ongelmaksi:

V2E; =0,V?B; =0 (13.17)

Havaitaan seuraavat seikat:
1) Aaltoluku % on

k== = w/pe (13.18)

2) Magneetti- ja sihkokentélld on 13.16:n mukaan samanlainen yhteys kuin
tyhjon tasoaalloissa:

1
Bt = —€e, X Et (1319)
c

3) TEM-moodi ei voi edeté, jos sylinteri on ontto (sdhkokenttéd sisélld on
tdsmilleen nolla). Jos sylinteripintoja on useampia, TEM-moodit voivat
edetd (esimerkiksi koaksiaalikaapelissa).

4) TEM-moodilla ei ole katkaisutaajuutta (cut-off frequency) eli taajuutta,
jolla aaltoluku héavigisi.

TM- ja TE-moodit

Tarkastellaan onttoa sylinterid, jossa ei siis ole TEM-moodeja. Oletetaan
nyt, ettd kentilld on etenemissuuntaiset (z-)komponentit. Kentéit voidaan
jakaa kahteen toisistaan riippumattomaan moodiin:

1) TM-moodit (transverse magnetic modes):
B, = 0 kaikkialla
E, = 0 sylinterin pinnalla

2) TE-moodit (transverse electric modes):
FE, = 0 kaikkialla
0B, /0n =n- VB, = 0 sylinterin pinnalla.

Huom. Kirjallisuus on moodien nimityksessé varsin sekava.

Tarkastellaan ensin TM-moodeja ja oletetaan z- ja t-riippuvuus et(k2—«t)

Lausutaan B, ja E; E,:m avulla (vrt. 13.11, 13.14, 13.16):

Y e, x E, (13.20)

B, =—
P k2
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ja

E; = i—l;Vth (13.21)
misséd on merkitty
72 = z’j — k? (13.22)
E, ratkaistaan yhtélosta 13.7:
(Vi++)E, =0 (13.23)

Samalla tavalla késitellidin TE-moodeja, ja saadaan (HT)

E, = %Bt X e, (13.24)
&
B, = %vth (13.25)

missd B, toteuttaa yhtdlon 13.7:

(V2 +~+%)B, =0 (13.26)

Suureen v2:n on oltava positiivinen, jotta E. ja B, ovat virihtelevii ja
reunaehdot voivat toteutua. Yhtéloiden ratkaisuja vastaa joukko ominaisar-
voja 7p, joita puolestaan vastaavat aaltoluvut k,. Katkaisutaajuus saadaan
miiritelmin mukaan asettamalla k2 nollaksi, jolloin

wp =cyp = \;I% (13.27)
Aaltoluku on t&llsin
W02 — 2
ky = % (13.28)

Jos taajuus on alle katkaisutaajuuden, aaltomoodi on eksponentiaalisesti
vaimeneva, eiké siis etene.

13.2 Swuorakulmainen aaltoputki

Erikoistapauksena tutkitaan suorakulmaisessa aaltoputkessa etenevid TE-
moodeja (kuva 13.1).

Ratkaistaan ensin B,:n Helmholtzin yht&lo
S +55+7)B. =0 (13.29)

reunaehdoin 9B, /0n =0, kun 2 =0, z = a,y =0, y = b.
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AY

ideaalijohde

re

A
\/

Kuva 13.1: Aaltoputki, jonka poikkileikkaus on suorakaide.

Tehdé#n separointiyrite B,(z,y) = X (x)Y (y), jolloin saadaan
X"+ p’X =0,Y"+ Y =0 (13.30)
missd p? on separointivakio ja ¢ = 72 — p?. Ratkaisu on
B.(x,y) = By(e?® 4+ Ce™ %) (e + De™'Y) (13.31)
misséd By, C' ja D ovat vakioita. Reunaehdot toteutuvat, jos
C=D=1
sinpa =0=p=mn/a,m=0,1,2, ... (13.32)
singb=0=q¢=nn/b,n=0,1,2, ...
Yhtalon ominaisarvot ovat siis
Vo =D° +@° =72 (m?/a® + n?/b?) (13.33)
joita vastaavat ratkaisut ovat

T cos Y (13.34)

mm
Bz,mn($a y) = By cos

Katkaisutaajuudet ovat

Wimn = CYmn = mcy/m?/a? + n? /b2 (13.35)

Jos a > b, niin matalin katkaisutaajuus on wig = me¢/a. Tamén T Ep-moodin
B.-komponentti on
I’ .
B, = By cos T gikz—wt) (13.36)
a

ja muut komponentit saadaan yhtéloista 13.24 ja 13.25:

ika CTT .
B, = —— By sin — ¢!(kz—wt)
T a

e, (13.37)
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E; — %Be sin %e“’“—wt)ey (13.38)
/w2 _ wQ
k:\/w2/02—7r2/a2:710 (13.39)
C

Vastaavalla tavalla késitellddn z-akselin negatiiviseen suuntaan etenevi aal-
to (e7=),

13.3 Resonanssikaviteetit

Tarkastellaan dérellisen pituisia sylinteriméisié aaltoputkia (kaviteetteja, on-
kaloita), joiden péissd on tdydellisesti johtavat seinét. Sisdlld oleva aine
on johtamatonta sihkémagneettisin parametrein pg, €g. Resonanssikaviteet-
ti on onkalo, jonka pituus on jonkin aaltoputken moodin aallonpituuden
monikerta. Kenttien z-riippuvuus on muotoa Asinkz + Bcoskz (seisovat
aallot eli eT™* ja e~*% aaltojen summa). Jos paddyt ovat tasoilla z = 0 ja
z = d, niin reunaehdot voivat sekd TM- ettd TE-moodeille toteutua vain,
jos k =mp/d, p=0,1,2,... Silloin
2 2,2
V=G - (13.40)

c2

eli jokaisella p ominaisarvoa 7, vastaa ominaistaajuus wg,, joka on

2,2
2 2,2, TP
wqp = C (’}/q =+ ?) (1341)
Ominaisarvot médraytyvit tarkasteltavan systeemin geometriasta. Havai-
taan seuraava ero aaltoputkien ja resonanssikaviteettien vililld: Aaltoputkis-
sa taajuus w voi saada minkd tahansa katkaisutaajuutta suuremman arvon.

Kaviteetissa taajuus saa vain diskreetteja arvoja.

TM- ja TE-moodit voidaan késitelld kayttdmalla suoraan aaltoputkille
saatuja tuloksia laskemalla sopivasti yhteen et**%- ja e~"**_aaltoja. Esimer-
kiksi TM-moodilla sdhkokentédn tangentiaalikomponentin hévidminen pin-
noilla z = 0 ja z = d vaatii, etté

E, = ¢(x,y) cos % (13.42)

koska silloin p pz
E,=——5sin—V 13.43
== i " a,) (1.3

Funktio ¢ toteuttaa Helmholtzin yhtdlon

(V2 +7")(z,y) =0 (13.44)
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Magneettikenttd saadaan lausekkeesta

Y ocos e, x Vi(z, y) (13.45)

B, =
P22 d

Hyodyllinen HT on osoittaa, ettd annetut lausekkeet toteuttavat kaikki
Maxwellin yhtdlot. Reunaehdoista seuraa puolestaan lisiehtoja funktiolle

.

Esimerkkini tarkastellaan ympyrésylinterid (sdde R). TM-moodissa F,:n
on havittdva sylinterin pystyreunoilla eli sylinterikoordinaateissa (R, ¢) =
0. Separointimenetelméllé saadaan fysikaalisesti kelvolliseksi ratkaisuksi

(1, ¢) = Yun(r,0) = Ady (Ynr)e™™ , m =10,1,2, ... (13.46)

missi Jy, on Besselin funktio ja Yimn = Tmn/R ja Ty, on yhtélon Jp,(z) = 0
n:s juuri. Ominaistaajuudet ovat nyt

2 2
wmnp =c (

Tt —) (13.47)

Alin TM-moodi on T'Mo1g, jossa wpig ~ 2.405¢/R. Témi on riippuma-
ton sylinterin korkeudesta. Vastaavalla tavalla kisitellidin TE-moodit (yksi-
tyiskohdat sivuutetaan). Niiden ominaistaajuuksissa on aina myos d-riippu-
vuus, joten taajuuksien sdidtdminen on helpompaa kuin TM-moodilla.

Mikroaaltouuneista

Mikroaallot ovat siéhkdmagneettista séteilyé, jonka aallonpituus on 1 mm-0.3
m (taajuus 10° — 3 - 10'* Hz). Mikroaaltouunin kiytté runanvalmistuksessa
perustuu siihen, ettd mikroaallot saavat ruoka-aineiden polaariset molekyylit
pyorahtelemédn. Kitkan takia osa pyodridhdysenergiasta muuttuu lammoksi.
Mikroaaltouuneissa kiytetddn tyypillisesti aallonpituutta 12.2 cm (taajuus
2450 MHz), jolloin saavutetaan hyva absorptio erityisesti vesimolekyylille.
Oleellista on, ettd ruoka-aineiden pitdé siséltdéd polaarisia molekyylejéa. Po-
laarittomat aineet lapéisevit mikroaaltoja, ja metallit taas heijastavat niita.
Tyypillinen tunkeutumissyvyys ruoka-aineissa on muutaman senttimetrin
luokkaa. Kypsennys tapahtuu siis suoraan ruuan siséllé, ellei annos ole kovin
paksu, jolloin sisdosissa kuumennus tapahtuu johtumalla. Mikroaaltouunin
tdrkein osa on luonnollisesti uunitila, jossa ruoka kuumennetaan ja joka
siis on resonanssikaviteetti. Mikroaaltokenttd synnytetiddn magnetronissa,
josta kenttéd johdetaan aaltoputkea pitkin uuniin. Magnetroni koostuu use-
asta resonanssiontelosta (séhkoisestéd véardhtelypiiristd). Erillinen uunitila on
tarpeen, koska néihin onteloihin ei saada mahtumaan ruokaa.
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Luku 14

Liikkuvan varauksen kentta

Téssé luvussa tutustutaan liitkkuvan varauksen aiheuttamaan kenttédén. Asi-
aa on kasitelty RMC:n luvussa 21 ja CL:n luvussa 13. Jokaisen sidhkddynaa-
mikon on laskettava ainakin kerran elimésséén Liénardin ja Wiechertin po-
tentiaalit ja kentét.

14.1 Liénardin ja Wiechertin potentiaalit

Tarkastellaan siis yksittaistd varauksellista hiukkasta, jonka rata on r =
ry(t). Varaus- ja virrantiheys ovat télloin

) = @ —r,1) (14.1)
t) = qrgd(r —ry(t)) (14.2)
Kayttokelpoisten potentiaalien laskeminen ei ole aivan helppo tehtavi. RMC
esittelee jaksossa 21-1 yhden tavan (tosin hypéten varsinaisen laskun yli).
Toinen menetelmé on kdyttdd hyviksi Greenin funktiota, miké sekin on
teknisesti kohtuullisen vaativaa. Kyseessd on siis mitd mainioin harjoitus-
tehtédva. Esitetdin téssd menetelmén idea.

Tehtdvana on ratkaista epdhomogeeniset aaltoyhtalot

1 02

<V2 - g@) ¢ = —plea (14.3)
1 02

<v2 — 0—2@> A = —pod (14.4)

Kuten luvussa 9 todettiin, ndiden ratkaisut ovat Greenin funktion avulla
lausuttuina

o (r, f) = / /Gi(r,t;r',t’) £y av'a (14.5)

167
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missi 1F (r, ) ovat viivistyneet (+) ja edistyneet (-) skalaaripotentiaalit tai
vektoripotentiaalin karteesiset komponentit ja f(r’,¢'):t vastaavat lihdeter-
meji (p,J). Nyt riittdd kdyttaa viivistyneen potentiaalin Greenin funktiota

1ot = (t=[r—r'|/c))

'

G(r,t;0' ¢ =

14.6
A r —r (14.6)
Tekija 47 on otettu Greenin funktion mé#aritelméain, kun se luvussa 9 oli
G:n aaltoyhtélossa.

Ensin integroidaan paikkaintegraalit Greenin funktion avulla. Sen jélkeen
aikaintegraalia laskettaessa kdytetddn hyvéksi d-funktiolle voimassa olevaa
identiteettia

"y
f, (z:) (14.7)
|9’ (3)]|
missd ¢g(z;) = 0. Lopputuloksena saadaan Liénardin ja Wiechertin po-
tentiaalit:

[ f@slgtandz =3

plr ) = 47360 {(1 - n1 B)R]Tet - 47360 [R —1R'5L6t (148)

Alr,t) = 47‘('(1606 {(1 — rl? ﬂ)R]mt - 47qu00 [R —Ii{ : ﬁ]ret (149)

missi R =r —r;, n =R/R ja 8 = v/c. Alaindeksi ret viittaa lausekkeen
laskemiseen viivistyneelld ajalla t’, joka on ratkaistava ehdosta

t'+|r—ry(t)|/e=t (14.10)
Havaitsija siis mittaa kentédn pisteessé r hetkelld .

Kaikkein eleganteinta, joskaan ei sen helpompaa, on tehdé ylldoleva lasku
relativistisessa formalismissa, missd ¢ ja A ovat nelipotentiaalin A% kom-
ponentit ja

A% (z) = / Glw — o) () d*’ (14.11)

(katso Jackson tai CL luku 13.3).

14.2 Kenttien laskeminen

Kun potentiaalit tunnetaan, kentét saadaan derivoimalla, joka yleensi on
helppoa, mutta vaatii nyt kérsivéllisyyttd. Hankaluuden aiheuttaa viivés-
tyneen ajan implisiittisesti méarittelevéd yhtdlo 14.10. Aluksi kannattaa tehd&
itselleen selvéksi koordinaatisto (kuva 14.1). Sdhkokenttd saadaan lausek-
keesta

oA ¢

E=_Vp_ 2= =
Ve ot 47T€0|:

V(R—ﬁ-R)] q [3 B ](14.12)

(R—B-R)2| 4mepc lOLR—B-R
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Fo(t)

R(t") =r—,(t")

Kuva 14.1: Varauksellisen hiukkasen liiketila hetkelld ¢ méirds kentin
myohempéné hetkend ¢. Kenttd etenee pisteestd ry(t') havaintopisteeseen
r ajassa R(t')/c, jolloin hiukkanen on ehtinyt radallaan pisteeseen r,(t).

Hakasulku viittaa lausekkeen laskemiseen viivistetylld ajalla (jatetdén sulut
pois vélivaiheissa).

Aloitetaan R(t'):n derivoinnista: koska ¢’ riippuu paikkavektorista r, niin
VR(t") = —cVt'. Derivoidaan viiviistyneen ajan lauseketta 14.10 puolittain,
jolloin esimerkiksi gradientin z-komponentti on

o x—zg—cB-(r—ry)(0t/0x)

or clr —ry|

(14.13)

Tisséd on kéytetty derivoinnin ketjusédéntod 0/0x = (0t'/0x)(0/0t"). Nyt
voidaan ratkaista

ot’ T — T
A= T A o 14.14
9r ~ «(R—B-R) (14.14)
joten
/ R
=52 5 14.1
V= "Ur-B R (14.15)
ja
R
=5 14.1
VR R-B R (14.16)
Tarvitaan myos V(3 - R). Lasketaan taas z-komponentti:
ot . ,
(V(B-R))w = o+ 5-(B-R—B- 1) (14.17)

Taten

(R—B-R)B+ (5 - B -R/R

V(BR) = B+(B-R—-B-i)Vt' = R-B R

(14.18)
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Kokoamalla tulokset saadaan skalaaripotentiaalin gradientiksi

¢ [R-(R-B-R)B—(5*-B R/OR

V= e (R—- B R)3

(14.19)

Vektoripotentiaalia varten tiytyy laskea OR/0t = ¢(1 — Ot'/Ot. Nyt

o _  B-R

i 14.20
o~ TR o (14.20)
josta ratkaistaan
ot R
—_——=— 14.21
ot R—-B-R ( )
Vastaavalla tavalla saadaan
/
OR Ot OR cRpB (14.22)

ot ot  R-B-R

Vektoripotentiaalin lausekkeessa esiintyva aikaderivaatta on siis

{2 B ]:[R(R—ﬁ-R)BJr(RE-R+CB-R—CR62)ﬂ]
OtR—pB-R

(R—pB-R)
(14.23)
Séhkokentéksi saadaan lopulta
_ ¢ [0=PHR-RB) +Rx (R—RB) x B)/c
E(r,t) = ey [ (R—j R) ]m (14.24)

Samanlaisten veivausten (luonnollisesti HT) jidlkeen saadaan magneettikentti

1{R
c | R

B(r,{) = - —} X E(r.0) (14.25)

Valittomasti todetaan, ettd staattisen varauksen (3 = 0) séhkokentté on
Coulombin kentté. Silloin séhkokenttd on yhdensuuntainen vektorin R kans-
sa, joten staattinen varaus ei odotetusti aiheuta magneettikenttéé. Vakiono-
peudella liikkuvan varauksen kentté on selvésti tekemisissé Lorentzin muun-
noksen kanssa. Sateilykentéksi kutsutaan kiihtyvyyteen B verrannollista ter-
mié, joka pienenee kaukana varauksesta kuten 1/R eli kertalukua hitaam-
min kuin Coulombin kenttd. Tarkastellaan n#ité tilanteita seuraavassa yksi-
tyiskohtaisemmin.
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Ay
(xy.2)

R=r—,(t")

Y X

rq(t’) : rq(t-R/c)
=(vt’,0,0)

Kuva 14.2: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen kentéin
laskeminen

14.2.1 Vakionopeudella liikkuvan varauksen kentti

Liénardin ja Wiechertin potentiaalien my6td olemme tulleet hyvin ldhelle
suhteellisuusteoriasta tuttuja Lorentzin muunnoksia. Tarkastellaan téaté var-
ten kuvan 14.2 mukaisesti xz-akselia pitkin vakionopeudella v liikkuvan va-
rauksen kenttdd. Kentté pisteessi (z,y, z) lasketaan hetkelld ¢, jolloin varaus
on ehtinyt pisteeseen (vt,0,0) (varaus on ohittanut origon hetkelld ¢ = 0).

Koska R = /(x —vt')2 +y% + 22 = ¢(t — t'), niin viivéstynyt aika ¢
saadaan lausekkeesta

(1-p*)t' =t —PBafc— (1/c)\/(:c —vt) 4+ (1= 4% (y2+2%)  (14.26)

jolloin

[R—R- Bl = /(@ — 1) + (1 — 52)(y2 + 22) (14.27)
Skalaaripotentiaali voidaan nyt esittdd muodossa

q °

Ty, 2,t) = 14.28
wlz,9,2,1) dmeg /2 (x — vt)2 + y2 + 22 ( )
missi v = 1/4/1 — 2. Vektoripotentiaalilla on vain z-komponentti

Niin on paddytty Maxwellin yhtéloistd ldhtien hyvin ldhelle Lorentz-
muunnosta. Varauksen lepokoordinaatistossa potentiaalilla on tuttu lauseke

q 1

PEVE) = e VT T

(14.30)
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Liikkuvan varauksen potentiaali saadaan (melkein) koordinaattimuunnok-
sella, jossa y ja z pysyvit ennallaan ja x:std tulee v(z — vt). Vield ja& mie-
tittavaksi, mistd tekijd v ilmestyy kertomaan potentiaalia. Lisédksi taytyisi
selvittéid, mistéd vektoripotentiaali saadaan, kun se on nolla lepokoordinaatis-
tossa. Tdhén palataan suhteellisuusteoriassa, jossa A:n ja @:n osoitetaan
yhdessd muodostavan nelivektorin.

Kentét saadaan derivoimalla (téll4 kertaa helposti):

q v(x — i)
E t) = 14.31
2(2,y,%,t) deg (V2(x — vt)2 + y2 + 22)3/2 ( )
q 7Y
FE t) = 14.32
y(@:,2,1) dreg (V2 (x — vt)2 4+ y2 + 22)3/2 ( )
q R
FE t) = 14.33
z(xayazv ) 47T60 (,yz(x_vt)2+y2_’_22)3/2 ( )
B(z,y,2,t) = Yo« E(z,y, z,1) (14.34)

c2

Namaé lausekkeet pétevit kaikilla nopeuksilla. Kaukana varauksesta kenttéa
heikkenee kd#dntden verrannollisesti etdisyyden neliéon. Suurellakaan nopeu-
della liikkuva hiukkanen ei siis séteile.

Kenttda on mukavinta tarkastella varauksen kulloisenkin paikan suhteen.
Kohtisuorassa suunnassa (z — vt = 0) sdhkokentén voimakkuus on

q Y
fop . S
v 0 Ameg y? + 22

(14.35)

Tédmi on Coulombin kentté tekijilld v suurennettuna (aina y > 1). Varauk-
sen edessé ja takana y = z =0 ja

q 1
E = E =
T dmeg y2(z — vt)?

(14.36)

Tam# on puolestaan Coulombin kentt tekijilld 1/v2 pienennettyns.

Kenttéviivat saadaan piirtdmalla ensin staattisen varauksen kenttaviivat
ja sitten liikuttamalla kuviota suurella nopeudella silmien ohi, jolloin havai-
taan Lorentz-kontraktio (ei onnistu kotioloissa kovin helposti). Vaihtoehtoi-
sesti puristetaan z-akselia kasaan tekijén v verran (kuva 14.3). Kannattaa
kuitenkin muistaa, ettd kenttdviivat eivit ole todellisia fysikaalisia olioita.
Magneettikentéin hahmottaminen ja&d lukijan mietittdvaksi kuten hitaasti
liikkuvan varauksen magneettikentéin osoittaminen samaksi kuin luvussa 5.
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Kuva 14.3: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen sdhkokentéan
kenttaviivat. Vasemmalla staattinen varaus, oikealla liikkuva varaus.

14.2.2 Kiihtyvéissi liikkeessi olevan varauksen kentta

Vakionopeudella liikkuva varaus ei siis séteile ympéaristoonsa. Mikéli varauk-
sen nopeus muuttuu, Liénardin ja Wiechertin potentiaaleja ei voi enéé il-
maista varauksen tarkasteluhetken paikan funktioina vaan viivastyminen on
otettava huomioon eksplisiittisesti eli laskettaessa kenttid on huomioitava
derivaattamuuttujien riippuvuus viivistymisesta.

Tarkastellaan aluksi epérelativistista rajaa (8 < 1), jolloin 1/R-séteily-

kentiksi tulee 7

E(r,t) = pr— nx(nxv)/R (14.37)
1R q .
B(r.t) = -= x E = 14.
(r,t) “} X Ireod? vXxn/R (14.38)

missd n = R/R. Néistd saadaan Poyntingin vektoriksi

1 2 Rxv]?
S:ﬁEXB: 167T%6063| R5 |
missi Zo on tyhjon impedanssi /o /€o-
Séateilyteho avaruuskulmaan d€2 on nyt
P g|v[?
dQ  16m2epc3

missé # on v:n ja n:n vilinen kulma. Suorittamalla kulmaintegroinnit saadaan
Larmorin kaava

R (14.39)

sin? @ (14.40)

27,2
q-v
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Relativistisille hiukkasille ¢:n ja t':n vilinen ero on tirkei. Aikavililli
t1 =t] + R(t))/c...ta = th + R(t5)/c siteilty energia on
ta t dt
W = S n],,dt= S -n—dt’ (14.42)
t # dt
On siis mielekistd mééritelld hiukkasen siteilyn intensiteetti S - n dt/dt’ =
S-n (1 —n-B) sen omassa ajassa ja omassa paikassa:
.2
dP(t) ¢ 0 x (= 8) x B)
dQ  1672epc (1-n-pB)°

(14.43)

Kun # — 1, niin dP/d:n nimittdjin merkitys kasvaa ja siteilykeila alkaa
venyé hiukkasen liikkeen suuntaan. Maksimi-intensiteetti saavutetaan, kun
Omaz — 1/(27) ja keilan leveys on ~ 1/v. Koska laskuissa ei ole tehty oletuk-
sia kiithtyvyyden suunnasta, saadut kaavat kuvaavat sekid jarrutussiteilyi
ettd syklotroni- ja synkrotroniséteilyd. Séteilyn kokonaisteho saadaan in-
tegroimalla kulmien yli (siis ei helposti) tai tekemélld Larmorin kaavalle
Lorentzin muunnos (jos osataan suhteellisuusteoriaa). Lopputulos on

P02 (ax B (14.44)

"~ 6mege




Luku 15

Siteilevit systeemit

Edellisessé luvussa késiteltiin vain yhden varauksellisen hiukkasen séteily-
kenttid. Nyt tutustutaan esimerkinomaisesti yksinkertaisiin antenneihin ja
varausjoukon aiheuttamaan séteilyyn (RMC luku 20).

15.1 Viridhtelevin dipolin kentta

Tarkastellaan tyhjosséd olevaa sdhkoistéd dipolia, joka muodostuu kahdesta
z-akselilla pisteissid z = +L/2 sijaitsevasta pallosta (kuva 15.1). Pallot on
yvhdistetty johdolla, jonka kapasitanssi voidaan jattdd huomiotta. Ylemmén
pallon varaus olkoon ¢(t), alemman —q(t).

Varauksen sdilyminen antaa virrantiheydeksi

I(r,t) = I(t)5(2)8(y)0(L/2 — 2)0(z + L/2) (15.1)
y4
qILQ
y
A
> X
—qe -L/2

Kuva 15.1: Yksinkertainen dipoliantenni.
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missd I = +¢q. Lasketaan viivastynyt vektoripotentiaali

Afr,t) = 10 /V It = fr=rl/e) 4y (15.2)

C 4n Ir — 1’|

jolla on nyt ainoastaan z-komponentti

A(rt) = @/Lﬂ I(Z't—|r—2Ze,|/c) 2 (15.3)
= 4 J_1)2 Ir — 2'e,| )

Lausekkeen yksinkertaistamiseksi oletetaan, ettd dipolia katsotaan kaukaa
L < r, jolloin voidaan kirjoittaa

Ir—2e.| = (r? =27, -r+ 222 ~r — 2 cos (15.4)

missé 0 on katselupisteen paikkavektorin r ja z-akselin vélinen kulma. Vek-
toripotentiaalin nimittéjissi 2’ cosf voidaan jattdd huomiotta, kun dipo-
lia katsotaan kaukaa. Viivéstystermissd se voidaan jattdd huomiotta, jos
2’ cos@/c on pieni verrattuna virran muutoksen aikaskaalaan, esimerkiksi
harmonisesti oskilloivan virran periodiin 7. Koska 2’ cos < L/2, voidaan
2 cos @ /c jattad huomiotta vain, jos

Lj2<cT =) (15.5)

Oletetaan, ettd nédin on eli, ettd syntyvén aallon aallonpituus A on paljon
dipolin pituutta suurempi ja tarkastellaan dipolia kaukaa. T&ll6in

oL
A (r,t) = %T; (t—r/c) (15.6)
Skalaaripotentiaalin laskeminen on yksinkertaisinta kéyttden Lorentzin mit-

taehtoa
10p

AT = 15.
\Y% + Sy 0 (15.7)
mista saadaan
dy L 01
- _ — | ZI(t — 15.
ot 4meq Oz [r (t T/C)} (15.8)
L z z
- = |ZI(t- Z -
oo {7"3 (t—r/c)+ 2 (t r/c)]

missd I’ on I'n (¢t — r/c):n suhteen laskettu derivaatta. Koska toisaalta I =
+¢', missi ¢’ on saman argumentin suhteen otettu derivaatta, saadaan ¢
integroiduksi

L = [q(t—r/c) +I(t—r/6)} (15.9)

t —
o(r,t) " .

 dweg 12
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Rajataan tarkastelu harmonisesti oskilloivaan dipoliin

q(t —r/c) = qocosw(t—r/c)
I(t—r/c) = Ipsinw(t—r/c) = —wqosinw(t —7r/c) (15.10)

Kirjoitetaan A pallokoordinaatistossa

IyL .
A, = Z—ioTcosesmw(t—r/c)

IyL
Ay = —Z—i%sin&sinw(t—r/c) (15.11)
Ay = 0

Nyt V x A:lla on vain ¢-komponentti, joten
l@(rAg) 104,

By = r o or r 00 (15.12)
Ly _ L sinw(t— ]
= = sin @ {c cosw(t —r/c) + . sinw(t —r/c)
Séhkokenttd on E = —0A /0t — Vo
B 211y cos 6 {sinw(t—r/c) B cosw(t—r/c)]
" 4meg r2c wr3

{Ipsinf 1 w 1 .

Ey = — o [(F_@> cosw(t—r/c)—Esmw(t—r/e)}

Ey, = 0 (15.13)

Koska B on kaikkialla tangentiaalinen dipoli keskipisteené piirretylle pallon
pinnalle, kyseessd on TM-moodi (HT: totea, ettd suurilla 7:n arvoilla E =
B X e;).

Lasketaan sitten dipolin séteilemé energia integroimalla Poyntingin vek-
torin normaalikomponentti R-séteisen pallon pinnan yli.

1 ™
7(8 ‘nda = M—R2/ EyBy2msin g do (15.14)
0 0

Kun R — oo ainoastaan 1/r:&&n verrannolliset termit antavat nollasta
poikkeavan kontribuution. Rajoittumalla néihin tulee energiavuoksi

Inl 2,2

Y{S-nda: (Tol) w—COSQW(t—T‘/C) (15.15)
6meg 3

T&amé on siis dipolin hetkellisesti séteilemé teho. Integroimalla periodin yli

saadaan keskim&érdinen séteilyteho

Pw? IZ 21 [ho (1)213

Py — 0 _
(P) 6meged 2 3V e

5) 5 (15.16)

2
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Téamén tuloksen voi tulkita siten, ettd vastus R, jossa kulkee sinimuotoinen
virta Iy cos wt, kuluttaa energiaa keskiméiriiselld teholla (P) = RIZ/2. Suu-

retta , )
e ) =m(5)
R.=—,/— (=] =789 — Q 15.17
3 €0 A A ( )

kutsutaan sédteilyvastukseksi. Mikéli dipoli ei ole tyhjossd, on permittii-
visyys ja permeabiliteetti korvattava viliaineen vastaavilla suureilla.

Magneettinen dipoli kisitellidn aivan samaan tapaan. Se voidaan
esittdd ympyrdnmuotoisena silmukkana, jossa kulkee sinimuotoinen sdhko-
virta. Magneettinen dipoli on puolestaan kohtisuorassa silmukan tasoa vas-
taan. Koska virralla on vain ¢-komponentti on myos vektoripotentiaalin ai-
noa nollasta poikkeava komponentti

~ poloa /27r cosw(t — |r —1'|/c)
- Am o |r — 1’|

f4¢(r,t)

cos ¢ dop (15.18)

missd a on virtasilmukan sidde. Nyt dipoliapproksimaatio edellyttaé, etta
r > a ja wa K c. Téstd eteenpédin lasku etenee samalla reseptilld kuin
edelld. Erona oskilloivaan séhkodipoliin on, etté télla kertaa syntyvén aallon
sdhkokenttd on dipolikeskisen pallon tangentti eli kyseessd on TE-moodi.
Yksityiskohdat jaakoot harjoitustehtéavéksi.

Huom. Oletettaessa harmoninen aikariippuvuus (e ~*?) skalaaripotenti-
aalia ei valttamétta tarvitse laskea. Magneettikenttd méaaraytyy pelkastaan
virrasta vektoripotentiaalin kautta. Toisaalta ldhdealueen ulkopuolella

V x B = —iwppeoE (15.19)

josta saadaan
ic?
E=—VxB (15.20)
w

15.2 Puoliaaltoantenni

Edella saatu tulos ei anna oikeaa séteilytehoa oikealle radioantennille, koska
yleensd antenni ei ole lyhyt verrattuna aallonpituuteen eikd sitd yleensé
syotetd péistd vaan keskelté.

Tarkastellaan tasan puolikkaan aallonpituuden mittaista antennia. Ta4maé
on realistinen esimerkki, koska esimerkiksi 100 MHz aallon aallonpituus
on 3 m. Antennin voi ajatella koostuvan infinitesimaalisista osista, joihin
kuhunkin sopii edelld ollut tarkastelu. Olkoon antenni z-akselilla vililla
(—A/4, +1/4) ja kulkekoon siind virta

2 /
I(#,t) = Iysinwt cos ( 7;\2 ) (15.21)
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Tamé virta on nolla antennin molemmissa péissé. Nyt pisteen 2z’ ympérilli
oleva elementti dz’ tuottaa tyhjossi sihkokentéin #-komponenttiin

sin @

dEg = Ip——
0 047T60R02

2 !/
wceosw(t — R/c) cos (%) dz' (15.22)

Tisséd R on etiisyys dz":sta katselupisteeseen ja kertalukua 1/R? olevat ter-
mit on jatetty huomiotta. Magneettikenttéi&in tulee puolestaan osuus

I 2z
dBg = Z—ilg—j sinf cosw(t — R/c) cos ( 7;2 ) dz' (15.23)
Epm ja By:n laskemiseksi on integroitava lauseke
/2 q
K = —cosw(t — R/c)cosudu (15.24)
—7/2 R
missi u = 272’/A. Nyt jilleen R = r — 2/ cosf ja riittdvin suurella r

nimittdjassd voidaan korvata R — r. Kosinitermissa taytyy kuitenkin ol-
la varovainen ja kirjoittaa

1 [m/2
K = f/ cosjw(t —r/c) + ucosb| cosudu (15.25)
rJ—m/2
Tamén saa muotoon
2
K = lRe (ez’w(tfr/t:) /W/ du et 089 cog u)
r —7/2

jolloin lopputulos on
cos|(m/2) cos 0]

2
K=- t—
. cosw(t —r/c) 20

(15.26)

Sijoittamalla tdmé& tulos sihko- ja magneettikenttien lausekkeisiin saadaan

B Iy cos|(m/2) cos 0]
Ey = - cosw(t — T/C)T (15.27)
polo cos|(m/2) cos 0]
B, - _ /) S08UT/2) cos by 15.2
% Sy cosw(t —r/c) p—; (15.28)

Keskiméairiiseksi sateilytehoksi tulee nyt

1 i 2/” cos?[(m/2) cosf] .
P)=—,/—/1 0do 15.2
(P) 4\ e 0 Jo sin? 6 S (15.29)

Integraalin numeerinen arvo on 1.219 joten puoliaaltoantennin séteilyteho
on

I2
(P) =173.10Q 50 (15.30)

Té&std eteenpéin antennilaskut kédyvéat pian hankaliksi. Jo se korjaus, ettd
antennia syGtetddan usein keskeltd sinimuotoisella virralla tai jinnitteelld ai-
heuttaa teknisid monimutkaisuuksia. Toisaalta pitkdn ohuen antennin rajal-
la ylldoleva tulos on muutaman prosentin pééssa oikeasta.
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15.3 Liikkuvan varausjoukon aiheuttama kentti

Tarkastellaan sitten mielivaltaisen varausjoukon séteilyd. Oletetaan, etté
tarkasteltava varausjoukko on etéilla tarkastelupisteesté siind mielessé, ettéa
varausjoukko pysyy tilavuudessa V; sen ajan, mikd SM-aallolta kuluu saavut-
taa tarkastelupiste ja Vi:n dimensiot ovat pienet verrattuna etédisyyteen
tarkastelupisteestd (eli v < ¢). Oletetaan lisdksi, etté tilavuuden pituusskaa-
lat ovat pienid hallitseviin séteilyn aallonpituuksiin verrattuina ja ettéd va-
raukset ovat tyhjossa.

Valitaan origo tilavuuden V; sisélle, merkitdén varauksien koordinaatteja
r’:114, tarkastelupiste olkoon r ja R =r —r’. Nyt

r-r

R=r—1|~r- (15.31)
Viivastynyt skalaaripotentiaali tarkastelupisteesséd on
1 [ oo t—RjS)
t) = av
()O(r7 ) 47T€0 V1 R
1 / p(r';t —r/c+r-1'/cr) av’ (15.32)
dmeg Jvy r—(r-r')/r
Kéyttiden binomisarjaa
(r—r-v'/r)y t=rt 422 fr)+ ... (15.33)
ja Taylorin kehitelm&a
/ /
. )
p(r',t—i—i—rr)zp(r',t—i>+rr—p +... (15.34)
c cr c cr Ot
r',t—r/c

saadaan potentiaali muotoon

1 T 1 T
t) = "t—=)dV' + —— / ! <’,t——> av’
#lr,1) dmegr /V1 P <r C) * 47T€07“3r 14 AN ¢

1 d , , r> ,
—7T — t——| dV 15.35
+ 47reor2cr dt /v1 v <r ’ c ( )

+ ...

Ensimméinen integraali antaa jakautuman kokonaisvarauksen, toinen dipoli-
momentin ja kolmas dipolimomentin aikaderivaatan ja loput ovat korkeampia
multipolimomentteja, jotka havidvit etdalld nopeammin. Siispé

_ 1 Q_’_r-p(t—r/c)_i_r‘p(t—r/c) (15.36)
dmey LT r3 cr?

o(r, )
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Viivéstynyt vektoripotentiaali on puolestaan

AV o
Alrt) — @/V Ji';t—r/c+r r/cr)dv,
1

47 r—(r-r')/r
- ﬂ/ J <r’,t— r) av' + ... (15.37)
d7tr Jw, c

Asrelliselle tilavuudelle V pétee [, JdV = dp/dt (HT), jolloin

Ar,t) = L2 p(t—r/c) (15.38)

 4ar

Olisimme yht& hyvin voineet johtaa tdmén ensin ja laskea sitten ¢:n kiyttien
Lorentzin mittaehtoa.

Rajoitutaan jatkossa séteilykenttiin, jotka siis pienenevit etéisyyden funk-
tiona kaikkein hitaimmin (r~1). Laskettaessa V:ta todetaan, ettd koska p
on (t — r/c)m funktio, 9p/0r = —(1/¢)P, joten

1 r-p(t—r/c)
r
Admeg c2r3

E(r,t) = — %ﬁ(t —rfe) +

(15.39)

Samoin laskettaessa vektoripotentiaalin roottoria tdytyy huomioida se, etti
A on (t — r/c)m funktio. Pieni vektoriakrobatia (HT) antaa tuloksen

B(r,t) =V xArt) = — 1% rxp (15.40)

dmer?

Edelld saatu sihkokenttd on (HT)
E(r,t) = — “r % B(r,t) (15.41)
T

Kaikissa laskuissa dipolimomentin aikaderivaatta on laskettava viivéstetylla
ajanhetkelld ¢t —r/c, joka on sama koko varausjakaumalle pieniksi oletettujen
nopeuksien vuoksi.

Séteilykenttd on poikittainen SM-aalto, jonka Poyntingin vektori on

BQ
s="r (15.42)
Hor
miké lausuttuna dipolimomentin avulla on
1 .\2
Jos z-akseli valitaan p:n suuntaiseksi, tdmé on
w9 . 9 0
prem 7 ¥ (15.44)

~ 16m2¢pc3r2
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Séteilyn maksimi on kohtisuoraan p:té vastaan. Séteilytehon (Pr) laskemisek-
si tarkastellaan pallonkuorta, joka on kokonaan séteilyalueessa

Pr = S-nda
oV
..2 . 2
B P sin“f r , .
- 167r26063/ S S sin g d do
1 p?

Varausjoukko siis séteilee, mikéli siithen liittyvélld dipolimomentilla on
"kiithtyvyyttd”. Edella kasitelty dipoliantenni on esimerkki téllaisesta tilan-
teesta. Niinkin voi kdyd4, ettd vaikka varausjoukossa olisi kiihtyvéssa liik-
keessé olevia varauksia, niiden muodostama dipolimomentti voisi olla ajasta
riippumaton, mutta varaukset siteilisivat siitd huolimatta. Talloin edelld
olevissa sarjakehitelmissé on mentédva korkeampiin kertalukuihin. Seuraa-
vana tulee kvadrupolitermi ja itseasiassa kvadrupoliantenni on aivan kiytto-
kelpoinen vehje. Sen etuna on se, etti siteilykentt pienenee kuten r~2, joten
siteily ei héiiritse kaukana ldhteesté olevia vastaanottimia.

Téssé esitetty tarkastelu soveltuu my6s yksittédiseen kiihtyvéaan varauk-
seen, jolloin p = ¢V ja saadaan tuttu Larmorin kaava

2 o2
A%
PR—L

= — 15.4
6meg 3 (15.46)

Se on voimassa hitaasti liikkuvalle (ei-relativistiselle) kiihtyville varaukselle.

15.4 Aallon vaimeneminen ja Thomsonin sironta

Séteily vie mukanaan energiaa, joten séteilytehon ylldpitdminen edellyttai
tyotd, josta vastaa jonkinlainen ldhetin. Jos viliaineessa, jonka lédpi aalto
etenee, on elektroneja, ne vuorovaikuttavat séteilykentéin kanssa ja saavat
siltd energiaa. Aalto siis vaimenee.

Yhden nopeudella v liikkuvan elektronin séteilyteho on Larmorin kaavan
mukaisesti

e? 2
pP= — 15.47
6meg 3 ( )
Tehonhévikkis kuvaavan voiman ja tehon vélinen suhde on
P 2 2
F=-"=-_°"7 (15.48)

v 6megcd v
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Kuvataan tdmén suuruista tehon hévikkid nopeuteen verrannollisella vai-
mentavalla voimalla F© = —Gv, missd G antaa oskillaation vaimennusker-
toimen v = G/m (vrt. dispersiivisen viliaineen malli luvussa 12), jolloin

2 -2

e U
=—— 15.49
6megme’ v2 ( )

Oletetaan varauksen virdhtelevin, v = vg sin wt, jolloin
2 2 2
e“w”  cos”wt

(15.50)

6megme3 sin® wt

Téamé lauseke on jonkin verran hankala, silld sen nimittéjé menee nollak-
si jokaisella jaksolla. Ongelman késittelemiseksi on tarkasteltava séteilyn
reaktiovoimaa, miké ei ole triviaali asia. Lopputulos on, ettd tarkasteltaes-
sa keskimééraistéd tehoa voidaan osoittajasta ja nimittajasté ottaa keskiarvo
erikseen. Koska

(cos® wt) = (sin® wt) (15.51)
efektiivinen vaimennuskerroin on
2 2
e‘w
=— 15.52
6megmed ( )
Ottamalla kiiyttoon elektronin klassinen side R. = e?/(4megmc?) =

2.81-10~° m, saadaan vaimennuskertoimen suhde taajuuteen ilmaistua R.:n
ja aallonpituuden (A = 27¢/w) suhteena
v 4m Re

A 15.
" T ) (15.53)

Téstéd saadaan arvioiduksi alaraja SM-aallon vaimenemisesta aiheutuvalle
spektriviivan leveydelle. Nyt v = Aw ja Aw/w = AN/, joten

4
AN = %Re = 1.16- 107 nm (15.54)

Kéaytdnnossé absorptioviivat ovat yleensé selvésti levedmpié, silla viliainees-
sa on usein muitakin séteilyd vaimentavia mekanismeja kuin vuorovaiku-
tus yksittdisten elektronien kanssa. Lisiksi Dopplerin efektistd aiheutuva
spektriviivojen leveneminen tulee merkittédvéksi esimerkiksi astrofysikaalisia
spektreja katseltaessa.

SM-aallon siroamista yksittdisestd vapaasta elektronista kutsutaan
Thomsonin sironnaksi. Aallon sihkokenttd aiheuttaa kiihtyvyyden

mo =eE (15.55)
joten Larmorin kaava antaa elektronin séteilemén tehon

e*E?

6megm2c?

(15.56)
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Thomsonin sironnan vaikutusala o7 on P jaettuna elektroniin kohdistu-
valla Poyntingin vektorilla. Koska Poyntingin vektori antaa tehon pinta-alaa

kohti, vaikutusalan yksikko on todellakin m?.
|
So=—F (15.57)
HocC
joten
et 8T o

= —5—55 = — 15.58
or 6redm2ct 3¢ ( )

Thomsonin sironta on térked ilmié mm. rontgenfysiikassa. Rontgensiteiden
taajuus on paljon suurempi kuin useiden véliaineen elektronien resonanssi-
taajuus (luku 12). Tdmén voi myds ilmaista sanomalla, etté rontgensiteilyn
fotonien energia on paljon suurempi kuin elektronien sidosenergia. Téllaiset
elektronit ovat rontgenséiteiden kannalta vapaita. Koska Thomsonin siron-
nan vaikutusala on hyvin pieni atomin kokoon néhden, pédédsee rontgenséteily
tunkeutumaan syville aineeseen ennen vaimenemistaan.

Vapaita elektroneja on my6s plasmassa. Esimerkkind Thomsonin siron-
nan hyviksikédytosti on epikoherentti ionosfadritutka, joka lahettés esimer-
kiksi noin 1 GHz:n radioaaltoa avaruuteen. Suurin osa signaalista menee
ionosfadrin ldpi, mutta yksittédiset elektronit kuitenkin sirottavat riittévasti
tehoa takaisin, joka voidaan havaita tehokkailla vastaanottimilla. Sironneen
signaalin spektri riippuu ionosfidrin fysikaalisista parametreista ja antaa
tietoa ldhiavaruuden ilmiGisté.



Luku 16

Elektrodynamiikka ja
suhteellisuusteoria

Tamé luku seuraa CL:n lukuja 11 ja 12, joissa asiaa on késitelty laajem-
min sekd osittain RMC:n lukua 22. Esitietoina oletetaan modernin fysiikan
alkeista tai muualta tutut perustiedot Lorentzin muunnoksista jne. Koska
tensoriformalismin kéytto ei ole useimmille ennestédéin tuttua, téssd luvussa
esitelldén joitain kdytannon laskuissa tarvittavia perusasioita. Johdatus ten-
soreihin 16ytyy CL:n liséiksi kirjoista Honkonen, Pitkdnen, Perko: Fysiikan
matemaattiset apuneuvot (Limes, 1994) tai Arfken, Weber: Mathematical
Methods for Physicists (Academic Press, 1995) seké useista suhteellisuus-
teorian oppikirjoista.

16.1 Lorentzin muunnos

Suhteellisuusteoria ja elektrodynamiikka liittyvéat liheisesti toisiinsa, miki
tullut esiin useampaan kertaan. Koordinaatistomuunnosten merkitys elek-
trodynamiikassa ilmenee esimerkiksi tilanteessa, jossa on varauksia levossa
tarkastelijan suhteen. Han nékee niistéd aiheutuvan sdahkoékentén, mutta ne
eivit aiheuta hénen koordinaatistossaan magneettikenttdd. Jos tarkasteli-
ja kuitenkin liikkuu varauksiin nédhden, varaukset kuljettavat tarkastelijan
niakokulmasta sihkovirtaa ja aiheuttavat magneettikentén. Niinpé sihko- ja
magneettikentdt muuntuvat jollain tavoin toisikseen liikkeen seurauksena.

Ehké vielakin tdrkedmpi esimerkki liittyy lukuun 7, jossa kuljetettiin
johdetankoa magneettikentéissi ja saatiin aikaan sdhkokentté. Sielld olen-
naista oli, ettd siirrettiinpé sitten tankoa magneettikentéssé, kestomagneet-
tia tangon suhteen tai muutettiin magneettikenttdd ajan suhteen, kaikissa
tapauksissa pétee sama Faradayn laki 0B/0t = —V x E. Siis vaikka kentét

185



186LUKU 16. ELEKTRODYNAMIIKKA JA SUHTEELLISUUSTEORIA

itsessddn riippuvat liiketilasta, niité toisiinsa sitova fysikaalinen laki on liik-
keestd riippumatta sama.

1800-luvun lopulla sithkémagneettisen aallon olemassaolo oli kokeellisesti
varmistettu tosiasia, mutta kysymys, missé koordinaatistossa sen nopeus oli
tasan c, oli ongelmallinen. Tdhén liittyi kysymys eetteristé, johon mm. Max-
well oli itse uskonut ja joka oli hénelle ilmeisestikin térkein syy kentdnmuutos-
virran kidyttoonottoon. Tamé pelasti myos jatkuvuusyhtdlon, miké oli tie-
tenkin hyvé asia sinénsd. Vuosisadan loppupuolella tehdyt havainnot kuten
tdhden ndennéisen paikan pieni siirtyminen Maan rataliikkeen suuntaan seké
kuuluisa Michelsonin ja Morleyn koe, jolla pyrittiin méarittdmain Maan lii-
kenopeus eetterin koordinaatistossa, kuitenkin viittasivat siihen, ettd valo
etenee tyhjossé vakionopeudella havaitsijan koordinaatistosta riippumatta.

Klassisessa Galilei-muunnoksessa koordinaatisto K lilkkkuu koordinaatis-
ton K suhteen z-suuntaan vakionopeudella w siten, ettd koordinaatistojen
akselit ovat samansuuntaisia ja origot yhtyvét nollahetkelld. Téall6in muun-
nos K — K' on 2’ =x —ut,y =vy,2 = 2,/ = t. Newtonin lait ovat samat
molemmissa systeemeissid. Aaltoyhtdlo ei ole kuitenkaan ole sama, mink&
nékee suoralla laskulla.

Vuonna 1904 Lorentz huomasi, etté varsin erikoinen koordinaatistomuun-
nos jatti Maxwellin yhtdlot samoiksi. Asian yksinkertaistamiseksi tarkastel-
laan homogeenista skalaarimuotoista aaltoyhtélod, joka kuvaa valon nopeu-
della (z,y, z)-koordinaatistossa K etenevii aaltoa

0? 0? 0? 1 0%
Tt ot o = o (16.1)
ox y 0z c? Ot
Olkoon K’ toinen koordinaatisto, joka liikkuu tasaisella nopeudella u -
akselin suuntaan. Lorentzin muunnos on

1
¥ = ——— (7 — ut)

Nigreyr

2 = z (16.2)

Osittaisderivaatat muuntuvat muotoon

9 _ oo oo

ox Ox 0z’ Oz O

o oy o

oy — oyoy

0 07 0

92 = 95 97 (16.3)
0 oxr' 0 ot' o

o~ otor oo
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Sijoitetaan nimé aaltoyhtdloon, jolloin saadaan koordinaatistossa K’

P 0o e 1 0%
922 2 ot

(16.4)

eli aalto etenee samalla nopeudella ¢ my6s koordinaatistossa K.

Lorentz ei ilmeisesti ymmértdnyt muunnoksen merkitystd. Ehképa se
soti vastoin hdnenkin késitystéin eetterin olemassaolosta. Suhteellisuusteo-
rian merkityksen oivalsivat ensimméisinad Poincaré ja Einstein. Poincaré oli
jo vuonna 1899 esittinyt suhteellisuusperiaatteen, jonka mukaan fysii-
kan lakien pitdi olla samat tasaisessa liikkeessa toistensa suhteen
olevissa koordinaatistoissa. Vuonna 1905 Einstein lisédsi tdhin postu-
laatin, ettd valon nopeus tyhjossi on sama kaikissa koordinaatistois-
sa ja riippumaton valoa lihettidvin kappaleen liikkeestad. Suppeampi
suhteellisuusteoria oli syntynyt.

Tarkastellaan Lorentzin muunnosta neliulotteisessa avaruudessa, jonka
paikkavektori on X = (ct,z,y, z). Sen koordinaatteja merkitdin z%, missi
a = 0,1,2,3. Jatkossa kéytetddn kreikkalaisia indeksejé osoittamaan neli-
avaruuden komponentteja ja latinalaisia indeksejé tavallisen kolmiulotteisen
kotiavaruuden komponenteille (1,2,3 tai z,y,2). Otetaan lisiksi kidyttoon
merkinnit 8 = wu/c seki v = /1 -2 = /1 — (u/c)?. Kaikilla vekto-
reilla (nelinopeus, nelivoima, nelilitkemééri, jne.) on nyt nelja komponenttia.
Esimerkiksi nelinopeus u on

_dx

=

(16.5)

missé dr = dt\/1 — (32 on liikkeessé olevan olion itseisaika eli aika mitat-
tuna sen omassa lepokoordinaatistossa.

Sellaiset muunnokset, jotka jattéavit nelidmuodon
I=c* —a? —y? - 22 (16.6)

invariantiksi (I = I’) koordinaatistonmuunnoksessa K — K’, ovat Lorentzin
muunnoksia. Témén voi todeta esimerkiksi SM-aallolle tilanteessa, jossa
koordinaatistojen origot ovat samat hetkelld ¢ = 0 ja ¢ = 0. Jos origosta
lihtee tuolla hetkelld SM-aalto, I = 0 aaltorintaman mukana kummassakin
koordinaatistossa.
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16.2 Tensoriformalismia

Edellé ollut z-akselin suuntainen Lorentzin muunnos voidaan kirjoittaa mat-
riisiyhtalona

x?i Yy =8 00 x(l)
x | =B v 00 x
22 | 0 0 10 x2 (16.7)
23 0 0 0 1 a3

Merkitsemélld kerroinmatriisia A:lla tdmé voidaan kirjoittaa tensorimuodos-

sa
o =AM oV (16.8)

missé on kiytetty Einsteinin summaussaéintoé eli toistetun indeksin yli sum-
mataan:
o = Z A* ¥ (16.9)
v

Tésséa luvussa kiaytettavissé tensoriformalismissa indeksien paikka ja jérjes-
tys ovat térkeitd. Toisen kertaluvun tensoreilla indeksien jérjestys kertoo,
onko kyseessi tensorin matriisiesityksen vaakarivi vai pystyrivi. Vektoria,
jolla on yldindeksi, kutsutaan kontravariantiksi vektoriksi ja alaindeksill&
varustettua vektoria puolestaan kovariantiksi vektoriksi. Summaus tapah-
tuu aina yli- ja alaindeksin vililla. Tensoriformalismi voidaan muotoilla
my6s ilman yld- ja alaindekseji (esim. RMC luku 22), mutta silloin siité
tulee laskuteknisesti jonkin verran hankalampaa.

Kahdesta kontravariantista vektorista u* ja v muodostetaan toisen ker-
taluvun tensori TH" suorana tulona, jonka komponentit muodostavat mat-
riisin u*v”. Tensori T* muuntuu siis seuraavasti:

T = AP LAY 3T (16.10)

Kahden kontravariantin nelivektorin pistetulo mééritelldsn puolestaan

A-B = g,3A°B° (16.11)
missi
1 0 0 0
0 -1 0 0
995=| 0 0 -1 o (16.12)
0 0 0 -1

on metrinen perustensori. Se on symmetrinen (go3 = gga) ja silld on
kidnteismatriisi ¢g*? eli g®? gpy = 0%, missé 0%, on yksikkotensori eli Kro-
neckerin deltan neliulotteinen vastine, jolle 6%, = 1, kun a = 7 ja muulloin
6%, = 0.

¥
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Metriselld perustensorilla on térked laskutekninen rooli. Koska summaus
tapahtuu aina yldindeksin ja alaindeksin valilla, tdytyy esimerkiksi kahden
kontravariantin vektorin pistetuloa laskettaessa toinen muuntaa kovariantik-
si eli laskea sen indeksi alas, mikéd tapahtuu seuraavasti:

v’ = g"Pva; vg = gapv® (16.13)
Edella oleva pistetulo (16.11) on siis
A-B = g,sA°BP = A3B® = A°B, (16.14)

Samalla tavoin nostetaan ja lasketaan toisen tai korkeamman kertaluvun
tensoreiden indekseji
To" = gouT*° (16.15)

Huom. Metrisen perustensorin komponenttien +-merkit mééritelldan joko
néin tai pdinvastoin. Valinnalla ei ole fysikaalista merkitystd, mutta lasket-
taessa on pidettdava kiinni tehdystd valinnasta. Lisdksi indeksit on syyta
kirjoittaa selvésti perikkéin, etteivat vaaka- ja pystyrivit mene sekaisin.

Invariantti neliomuoto I ennen Lorentzin muunnosta on
I = gopra’ (16.16)
ja Lorentzin muunnoksen jilkeen (z# — 2/ = A¥,z%)
I' = gu A" o A g2’ (16.17)
Vaatimus I = I’ antaa ehdon
I\ a5 = gagp (16.18)

tai
g A AP, = g (16.19)

Vain sellaiset muunnokset, jotka toteuttavat tdmén yhtélon, ovat Lorentzin
muunnoksia. Yleisessé lineaarisessa muunnoksessa on 16 vapaata parametria
ja ehdossa (16.19) on 10 eri yhtilsé, joten Lorentzin muunnoksessa on kuusi
vapaata parametria: pusku jokaisen (kolmiavaruuden) koordinaattiakselin
suuntaan ja kierto jokaisen akselin ympéri.

Magritetdan vield (A_l)o‘v. Merkitéaén M, = go‘ﬂAyﬁgw ja kerrotaan
puolittain A*:lla:

AMaMa’y = gaﬁAuaAVﬁgV'y = gm/gzx'y = 5'u'y

joten
(A™HY, = g\ 39,y = A° (16.20)

HT: laske A~! z-akselin suuntaisen Lorentz-muunnoksen tapauksessa.



190LUKU 16. ELEKTRODYNAMIIKKA JA SUHTEELLISUUSTEORIA
16.3 Lorentzin muunnokset ja dynamiikka

Vaikka suhteellisuusteorian fysikaalinen perusta onkin elektrodynamiikas-
sa — valon nopeushan on nimenomaan séhkémagneettisen aallon nopeus,
Lorentzin muunnokset, ajan venyminen jne. ovat useille tutumpia mekaani-
sen liikkeen avulla annetuissa esimerkeissé.

Valon nopeus on rajanopeus, jolla vain massaton hiukkanen voi edeté.
Nain ollen sité ei voi saavuttaa laskemalla yhteen nopeuksia, jotka ovat alle
valon nopeuden, eli esimerkiksi tekemaélld kaksi Lorentz-muunnosta perak-
kéin. Yhtdlot (16.2) kuvaavat muunnosta koordinaatistoon K’, joka litkkkuu
nopeudella v koordinaatiston K suhteen. Liikkukoon sitten koordinaatisto
K" nopeudella v koordinaatiston K’ suhteen, jolloin

7’ = S (2’ — ot

V1—v?/c?

! /

2= 7 (16.21)

" 1 ( y v /)
" = —— (V- =2
V1—0v2/c2 c2
Sijoittamalla téhéin systeemin K’ (yhdelld pilkulla merkityt) koordinaatit

muunnoksen (16.2) mukaisesti saadaan yhdistetty muunnos
1
= (x — wt)

V1—w?/c?

/!

2= 2z (16.22)
poo o1 (t Y x)
V1—w?/c? c2
missé,
w = HUTJFUT;CQ (16.23)

Tamé on nopeuksien yhteenlaskukaava. Olivatpa u ja v kuinka ldhelld
valon nopeutta tahansa, niiden summa j&a kuitenkin alle valon nopeuden.
Tamé& on itse asiassa seuraus siitéd, ettd Lorentzin muunnokset muodosta-
vat matemaattisesti ryhmén. Yhdistdmalld kaksi muunnosta saadaan uusi
Lorentzin muunnos, tissé tapauksessa koordinaatistosta K koordinaatistoon
K" joiden suhteellinen nopeus on w.

Suppea suhteellisuusperiaate voidaan ilmaista sanomalla, etta kaik-
ki Lorentzin muunnosten yhdistdmdt inertiaalijirjestelmdt ovat samanar-
voisia kaikkien fysikaalisten tapahtumien kuvailussa. Tamé jattdaa kithtyvat
koordinaatistot tarkastelun ulkopuolelle. Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti
tavallista massapistemekaniikkaa suhteellisuusperiaatteen valossa.
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Kutsutaan massapisteen (hiukkasen) liikerataa neliavaruudessa sen maa-
ilmanviivaksi ja merkitdéin sen koordinaatteja z*. Differentiaalit dx* mé&a-
rittdvit hiukkasen differentiaalisen siirtymén pitkin maailmanviivaa. Muo-
dostetaan sitten Lorentz-invariantti skalaarisuure

ds? = g, datdz” (16.24)

joka on sama kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa. Tarkastellaan nyt hiukkas-
ta koordinaatistossa, jossa se on hetkellisesti levossa. Télloin

dz’ = (dz"°,0,0,0) (16.25)
eli tassd koordinaatistossa vain aika kuluu. Nyt
ds® = goo(dz™)? = c2(dt')? (16.26)

Ajanlaatuinen suure ds/c on invariantti aikavéli hiukkasen hetkellisessé lepo-
koordinaatistossa eli se on hiukkasen mukana liikkuvan kellon mittaama
aikavili. Méaritelldan kiintedstd maailmanpisteestd s4 laskettu hiukkasen
ominaisaika integraalina

1/2
/d—/dt (% () L (=
° dt dt dt
(16.27)
Té&ssd kaavassa esiintyy kolminopeus v koordinaatistossa K

dz' dz? dad
=|—,—,— 16.28
< dt’ dt’ dt ( )
ja ominaisajan differentiaalinen muoto on sama kuin luvussa 16.1 mainittu

dr
N

joka kuvaa ajan venymisté liikkeessé olevassa koordinaatistossa.

= dt (16.29)

Hiukkasen nelinopeus u mééritelladn sen nelipaikan derivaattana omi-
naisajan suhteen (#li sekoita edell esiintyneeseen tavalliseen nopeuteen u!).

Sen komponentit ovat

dxt
ut = % (16.30)

Kolminopeuden avulla ilmaistuna tdméi on u = (vy¢,yv). Suoralla laskulla
nahdaédn, ettd nelinopeuden nelid on invariantti

u? = guutu’ = c (16.31)
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Vastaavasti lasketaan nelikiihtyvyys

dut  d%zt

Tarkastellaan sitten Newtonin liikeyht&loa
dp
dt

missd p = mv on liikkem&drd. Tamé on kuitenkin Galilei-invariantti yhtalo,
missd mikédén ei rajoita nopeutta alle valon nopeuden. Muodostetaan neli-
vektoriyht&lo

=F (16.33)

d
—aut = KH 16.34
modTu (16.34)

missd mg on massanlaatuinen vakiosuure ja K* nelivoima. Jotta tamaé
olisi kelvollinen liikeyht&l6, pienen nopeuden rajalla (sama asia kuin raja
¢ — 00), tdmén avaruusosasta on saatava Newtonin liikeyht#ls. Kéyttéden
koordinaattiaikaa ¢ kirjoitetaan yhtélon avaruuskomponentit muodossa

d movt
ivie J1-8 (16.35)

Jos ulkoinen voima on nolla, lilkemé&#ra on vakio, joten lilkem&#ran méaritel-
maéksi tulee ,
i mov*
D=7
V1-0
joka rajalla 8 — 0 vastaa Newtonin mekaniikan litkem&#rai. Ndin kolmivoi-
man ja nelivoiman vélinen yhteys on

F'= K'%/1 -2 (16.37)

Liikeyht&lon (16.34) nollannen komponentin méérittdmiseksi kirjoitetaan se
nelikiihtyvyyden a* avulla

(16.36)

moat = K¥ (16.38)
Laskemalla nelikiihtyvyyden ja nelinopeuden pistetulo saadaan
1d 1d
guatu” = §E(gw/u“u”) =3 =0 (16.39)

eli nelikiihtyvyys ja nelinopeus ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten
myos
guwK'u” =0 (16.40)

Sijoittamalla tdhén nelinopeuden komponentit (u = (y¢,yv)) ja nelivoiman
avaruusosa jia jaljelle

Fz'

=L

(16.41)
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eli 1 F
v
K= - —— 16.42
e (16.42)
Liikeyhtélon nollas komponentti on siis
2
d_mc  _p.y (16.43)

i@
Hiukkasen liike-energia maéritelldin Newtonin mekaniikassa siten, etté sen

aikaderivaatta (teho) on F-v. Tarkastellaan sitten energianlaatuista suuretta

2
W= 0 (16.44)

V-

Kirjoittamalla ~ sarjaksi saadaan

W = moc2

112 U4
I455+0 (F‘l)] (16.45)

Epérelativistisella rajalla (5 — 0) tdstd tulee
2 1 2
W =moc” + 5Mov (16.46)
eli Newtonin mekaniikan mukainen mg-massaisen hiukkasen liike-energia ja
suure moc?, jota kutsutaan mo-massaisen hiukkasen lepoenergiaksi.
Nyt neliliikemééra voidaan kirjoittaa muodossa
W movt
=|—, — 16.47
tai
" = mout (16.48)
Téamén invariantiksi nelioksi saadaan
Gup"p” = (moc)2 = W2/02 — p2 (16.49)
Relativistiset liikeyht&lot voi tiivistdd muotoon
d
dTp
Huom. Hiukkasen massa on mg. Sitd kutsutaan joskus lepomassaksi, mutta

sithen ei ole mitadn syyté, silld massa mg on itseasiassa Lorentz-invariantti
suure, joka mééarittelee lepoenergian kaavalla

"= KP (16.50)

Wo = lim W = moc? (16.51)
v—
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16.4 Elektrodynamiikan kovariantti formulointi

Tarkastellaan seuraavaksi Lorentzin voiman lauseketta muodossa
F' = q(E" + ¢ j;, v/ BY) (16.52)

missé €, on permutaatiotensori ja oletetaan summaus toistettujen indek-
sien yli (HT: kertaa €;;;:n ominaisuudet). Varaus ¢ oletetaan invariantiksi
sdilymislain perusteella.

Edelléd saatiin hiukkasen liikeyhtdlé6 muotoon

dp*
— =K 16.53
dr ( )

missé nelivoiman komponentit ovat
K'=TF.v; K =~F (16.54)

C

Oletetaan nyt, ettd kyseisen voiman avaruusosa on juuri Lorentzin voima.
Kirjoitetaan liikeyht&lé komponenteittain. Aikakomponentista tulee

dO
D _go_Tp.v=T4E.v (16.55)
dr c c

eli kentédn tekemé ty6. Paikkakomponenteille saadaan

1 1
Cili =q (El + (v*B? — v3B2)) =q (E—uo +u?B? — u332>
T c
d 2 E2
di =g (E? + (v"B' = v'B%)) = ¢ <7u0 +uPB! — ulB3> (16.56)
-
dp? E3
= (E3 + (v'B? — UZBl)) =q| —u’+u'B?—u®B!
T &

Aika- ja paikkakomponentit voidaan koota yhtaloiksi

2 qua B 16.
o qug (16.57)

missé (FO', F2, F0%) = (1/c)(E", E?, E®), (F3, F3', F'?) = (B!, B?, B%) ja
FH = —FYF Téasté saa suoralla laskulla liikeyhtdlon komponentit.

Osoitetaan sitten, ettd (F*) on kelvollinen toisen kertaluvun tensori eli
ettd se muuntuu oikein Lorentzin muunnoksissa. Muunnettu liikeyht&lo on

I
B~ o
T
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v

& AP, dp

= g g un F' P = gA* jug F™

= Ag*F'Pr = AV, F
o (A—I)QBF/ Bu _ A'u,/FaV

& NG (ATH) G Pl = AV AP, FO

& FIH = NV AM,FY (16.58)

Tensoria (F*") kutsutaan sihkémagneettiseksi kenttéitensoriksi ja sen
komponentit ovat

0 E'Yc E?/c E3/c
—E'c¢ 0 B3 -B?
~E%*/c -B®> 0 B!
-E3)c B> -B' 0

(FH) = (16.59)

Kirjoitetaan sitten Maxwellin yht#lot kenttéitensorin komponenttien avulla.
V- E = p/ey = poc?p tulee muotoon

ONF + 9, F%% 4 93 F% = pigep (16.60)
Amperen ja Maxwellin lain kolme komponenttia ovat puolestaan

OF" + o F2 + 03F® = pojt
HFL + 91 F2 4 83F = pgj? (16.61)
aOF?)O + 81F31 + 82F32 — MOjs

Ottamalla kiyttoon nelivirta J = (j#) = (¢p,J) voidaan ndmé yhtilot
kirjoittaa muodossa

8, FM = pigj" (16.62)

Vastaavasti homogeeniset yhtélot (V-B =0, V x E + 9;B = 0) saadaan
muotoon (HT)

Oafpy +0gFyq + 0, Fo3 =0 (16.63)

Koska Maxwellin yhtalot voidaan kirjoittaa tensoriyhtéloiné, ne sdilyttavét
muotonsa Lorentzin muunnoksissa. N&in siis Maxwellin 1860-luvulla ke-
hittdméa teoria on osoittautunut ensimméiseksi suppeamman suhteellisuus-
teorian kanssa sopusoinnussa olevaksi fysiikan kuvailuksi.
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16.5 Kenttien muunnokset

Elektrodynamiikan Lorentz-kovarianssi tarkoittaa siis sitéd, ettd Maxwellin
yhtélot ovat samat koordinaatistosta riippumatta. Sitdvastoin sahko- ja mag-
neettikentét riippuvat havaitsijan liiketilasta. Muunnosten tédytyy siis olla
sellaiset, ettd sijoitettaessa muunnetut kentdt Maxwellin yhtéloihin, tulok-
sena ovat alkuperdiset yhtédlot. Kaikki tdmé on tietenkin jo edellisen jak-
son formalismin sisélld, mutta katsotaan téssd vield kenttien E ja B muun-
noskaavat.

Valitaan koordinaattiakselit siten, ettd koordinaatistojen vélinen suh-
teellinen nopeus v on x-akselin suuntainen. Muunnosmatriisi on talléin

¥y =8 00

py_ | 8 v 00
M%) =1 0 0 1 0 (16.64)

0 0 01

Muuntumaton sihkékentin 1-komponentti on F°' = El/c. Lasketaan F” 0L
F/ 01 _ AOMAl,,F‘uV
— AOOAloFOO + A00A11F01 + A01A10F10 4 A01A11F11
1 1
— 722E1+62,72(_EE1)

E' =~+*(1-p3*)E' = E' (16.65)

Siis puskun suuntainen sihkodkentté siilyy ennallaan. Lasketaan seuraavaksi
F%2 = E?/c:n muunnos

F/ 02 _ AOMAQVF/,LI/
— A00A20F02 + A00A22F02 + A01A22F12
1
= =B’ —pyB’
C
=
E? = yE? — yuB? (16.66)

Vastaavat laskut komponentille E3 ja magneettikentéin komponenteille an-
tavat muunnoskaavat

/H (@) =E(x,t) ; E (',t')=yEL(r,t)+v xB(r,t))
(16.67)
B|(r,t) = By(r,t) ; BL(r,) = (BL(rt) - ciQV < B(r,t))

missd || ja L viittaavat vin suuntaisiin ja sitd vastaan kohtisuoriin kompo-
nentteihin.
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Liikkuvan varauksen kentti

Lasketaan esimerkkind Lorentzin muunnoksesta tasaisesti liikkkuvan varauk-
sen kentéit. Oletetaan, etté pistevaraus liikkkuu nopeudella v z-akselia pitkin
pilkuttomassa tarkkailijan koordinaatistossa, jossa haluamme maérittad ken-
tdt. Olkoon pilkullinen koordinaatisto sellainen, ettéd se liikkuu varauksen
mukana ja sen origo olkoon varauksen kohdalla. Tall6in

/

B =0
qr

!/

Kaytetédan edelld johdettuja muunnoskaavoja

/
qr
E == E = E, = -
v I r drren(r')3
/
vqr |
E, = E, = ——F=_ 16.69
+ THEL Areg(r')3 ( )
Vektorin r’ komponentit ovat
' = (7($ - Ut)a Y, Z) (1670)
Maaritelladn suure
YR* = (7(1' - Ut)a Y, Z) (1671)
jolloin sdhkdkentén komponentit ovat
£ g (x—ot)
z 3( p*\3
dmeg 3 (R*)
q Y
E, = L — 16.72
Y drreg y3(R*)3 ( )
q Yz
E, = —_—
? dmeg v3(R*)3
eli koottuna vektoriksi
q R 2
= (11— 16.73
e e (16.73)

missd R = (z—vt, y, z). Tdmé& on luvusta 14 tuttu tulos. Kentté on yha radi-
aalinen, mutta vahvempi varauksen liikettd vastaan kohtisuoraan suuntaan.
Jos varaus liikkuu hyvin suurella nopeudella, kenttd on pakkautunut hyvin
vahvasti kohtisuoraan suuntaan. Kyseessé on siis samantapainen Lorentzin
kontraktio kuin mekaniikasta tutuissa litistymisesimerkeissa.

Magneettikentéiksi tulee puolestaan
B, = B;=0

1 1 1
B, = 753vxE =95vxE| = SuxE; (16.74)
c c c
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eli .
B = C—Qv x E (16.75)

Magneettikentidn kenttéviivat ovat renkaita varauksen kulkureitin ympéarilla
ja niitd on tiheimmaéssé sielld, misséd on eniten sahkokenttédd eli hiukkasen
kohdalla olevalla kohtisuoralla tasolla.

Huom. Muistutetaan taas, etté tasaisella nopeudella liikkuvan varauk-
sen kenttid ei pidéd sekoittaa kiihtyvin hiukkasen siteilykenttéién! Suurel-
lakaan vakionopeudella liikkuva hiukkanen ei séiteile, vaan séteily edellyttia
aina nopeuden muutosta.

16.6 Potentiaalien muunnokset

Homogeeniset Maxwellin yhtalét voidaan luvussa 16.4 opitun mukaan esittasa
muodossa
0oy + 03Fyq + 0y Fag =0 (16.76)

Nama yhtélot ovat valttaméattomia ja riittédvia ehtoja sille, ettd on olemassa
nelipotentiaali A, jolle

F[,LV = 81/14;1 - aMAV (1677)

Suoralla laskulla néhdédén, ettd ndin esitetty F), toteuttaa homogeeniset
Maxwellin yhtélot eli valttaméttomyysehto on voimassa. Riittdvyysehdon
todistaminen sivuutetaan (ks. CL).

Nostamalla indeksit saadaan
FH = gV A* — oH AY (16.78)

Muistamalla kenttétensorin mééritelmé ja kenttien esitys potentiaalien avul-
la saadaan nelipotentiaali

(A4%) = (¢/c, A) (16.79)
joka toteuttaa aaltoyhtélon
0,07 A” — 0" (0 A%) = pog” (16.80)

Valitsemalla Lorenzin mittaehto (0,A% = 0) tdmé palautuu tutuksi aalto-
yhtéaloksi.

Todetaan lopuksi, ettd nelipotentiaali yleensd ajatellaan nelivektoriksi.
Taméa on oikeutettua, vaikkakaan ei valttdmatonta. Voidaan osoittaa, etté
nelipotentiaali muuntuu mittamuunnosta vaille nelivektorina (ks. CL).
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16.7 Siilymislait

Luvussa 9 esitettiin energian, lilkeméaréan ja impulssimomentin séilymislait
kolmiavaruuden Maxwellin jannitystensorin avulla. Esitetdan ndmaé séilymis-
lait kovariantissa muodossa.

Lorentzin voimatiheys on
f=pE+JxB (16.81)
Olkoon f = (f!, f2, f3). Tallsin
fl — pEl +jQB3_j3B2
— CpFOl +j2F12 _j3F31
= joF" — joF'? + j3F3! (16.82)
— GoFO 4 joF? 4 S
silla (59, 5%, 52, 7%) = (jo, —j1, —j2, —j3). Olemme saaneet siis yhtilon
fr=jaF  (F*=0) (16.83)

Lorentzin voimatiheys on siten nelivektorin f* = j,F** avaruusosa. 0-
komponentti on puolestaan

1
fO — jaFaO — _Foaja — EE . J (16.84)

eli tehohévio tilavuusyksikossa. Koska
. .3 1 By 1 v
Ja = Gap) = 79&,381/}7 = —0,F, (16'85)
Ho Ho
voidaan nelivoima kirjoittaa muodossa
1
fM = —(aZ/FaV)FOW (1686)
Ho
Madritellaan (jéalkiviisaasti) symmetrinen tensori (7"*)
1 1
TV — _[FaVFaH _ ZQV“FQBFQB] = TH (16.87)
Ho
Nyt pieni indeksijumppa antaa tuloksen
1
O,T" = — (0, F,0)F*H = f+ (16.88)
Ho

(T") on siis sellainen tensori, jonka divergenssi antaa Lorentzin nelivoimati-
heyden. Tensori on arvatenkin Maxwellin jannitystensorin yleistys neliava-
ruudessa. Témén toteamiseksi lasketaan tensorin komponentit.



200LUKU 16. ELEKTRODYNAMIIKKA JA SUHTEELLISUUSTEORIA

Tensorin miritelmiissi on mukana invariantti —(1/4)F,sF®% =
(1/2)((E/c)? — B?), joka tulee mukaan diagonaalisiin termeihin. Nyt

1 1/1 E?  B?
700 — — [FaoFozo 4z <_2E2 _ BZ>:| = — <60 + ) (1689)
C

1o 2 2 2u0
eli kentéin energiatiheys we,, = —1%.
0i L 0 i 1 i L i
"= —F, F"=...=—(ExB)!'=—-=-5 (16.90)
Ho c c

ovat puolestaan Poyntingin vektorin komponentit. Pelkéstdin avaruusosia
sisaltavit komponentit ovat

O o o +ng1 (lEQ _BQH
po L 2\ ¢
E? 1 B?
= EYE 4+ M 4 ZBFBl gM (16.91)
2 o 2410
- oy

eli jaksossa 9.3.2 johdetun Maxwellin jénnitystensorin 7 sdhkoiset ja mag-
neettiset komponentit. Tensori 7% on kuitenkin Maxwellin jannistystensorin
laajennus koska sen 0a-komponentit antavat suoraan seké séhkémagneettisen
energiatiheyden ettd Poyntingin vektorin.

Tuloksista f* = j, F'*" ja ft = 8gT5“ saadaan yhtalo
DTPH = jo FoH (16.92)
Témén nollas komponentti 93T B0 — j F°0 antaa

OWerm,

ot

+V-S=-E-J (16.93)

eli differentiaalisen energian siilymislain (Poyntingin teoreeman). Avaruus-
komponentit OﬁTﬁZ = jo '™ puolestaan antavat liikeméérén sailymislain

_aat(eoE x B)' + 0p(T + T};)) = pE' + (I x B! (16.94)

Olemme siis onnistuneet kirjoittamaan olennaisesti koko klassisen mikro-
skooppisen elektrodynamiikan kovariantissa muodossa, kun véliaineeksi olete-
taan tyhjo.

Luvussa 14 kasitelty liikkuvan varauksen séteily voidaan esittdd hieman
elegantimmin téssd luvussa késitellyssd formalismissa. Asiasta kiinnostunei-
ta kehoitetaan tutustumaan CL:n lukuun 13 tai Jacksonin siteilyteoriaa
késitteleviin lukuhin.



Luku 17

Varatun hiukkasen liike
SM-kentiassa

Tarkastellaan téssd luvussa varatun hiukkasen liikettéd sihkomagneettisessa
kentéssd. Asiaa on késitelty RMC:n luvussa 14 ja CL kisittelee Hamiltonin
formalismia luvussa 8.4. Liikeyht&lo on tullut esiin useaan otteeseen kurssin
aikana aiemminkin.

Yleisesti asetettuna tehtdvéné on ratkaista relativistinen litkeyhtalo

dp

dt
missi p = mv/y/1 — (v/c)?. Lisiksi muistetaan, etti kenttd tekee tyotd
teholla dW/dt = ¢E - v. Liikeyht&l6 on hankala integroitava yleisille ajasta
ja paikasta riippuville kentille ja se on usein ratkaistava numeerisesti. Jos
aika- ja paikkariippuvuuksien voi olettaa olevan riittdvén hitaita ja laakeita,
on mahdollista kiyttdd héirioteoriaa ldhtien vakiokentistd ja tehd&d niihin
pienié korjauksia.

=q(E+v x B) (17.1)

17.1 Sateilyhéavididen vaikutus

Liikeyht&lon kéasittelyyn siséltyy hyvin vaikea ongelma. Jos hiukkasella on
kiihtyvyytté, sen séteilee ja séteily kuljettaa mukanaan energiaa, litkem&araa
ja lilkkemadramomenttia. Varatun hiukkasen séteilyé kuitenkin tarkastellaan
tyypillisesti kaksivaiheisesti. Ensin ratkaistaan liikeyhtédlostd hiukkasen ra-
ta annetussa ulkoisessa kentéssd. Sen jdlkeen lasketaan séteilyhévict olet-
taen, ettd hiukkanen pysyy ratkaistulla radallaan. K&ytdnnossd monessa
tilanteessa séteilyn vaikutus voidaankin jattdd huomiotta.

Séteilyn merkitystd voidaan arvioida tutkimalla tilannetta, jossa hiukka-
sella (varaus q) kiihtyvyys on suuruusluokkaa a ajan 7" verran. Jos nopeus on

201
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paljon valon nopeutta pienempi, niin Larmorin kaavan perusteella hiukkasen
siteilemé energia on
¢*a’T

Wraa ~ 6megcd

(17.2)

Jos kyseessd on levosta ldhtenyt hiukkanen, niin silloin sen liike-energia on
luokkaa Wy, ~ m(aT)?. Siten

2
Wrad ~ q T

Wiin  6megme3T T

(17.3)

missid 7 = ¢%/(6reomc3T) on karakteristinen aika. Varauksellisista hiukka-
sista se on suurin elektroneille (~ 10723 ), miss# ajassa valo etenee matkan
cr ~ 107" m. Jos taas kyseessi on jaksollinen liike amplitudilla d ja kul-
mataajuudella w, niin W, ~ mw?d?, a ~ w?d ja T ~ 1/w. Silloin

Wrad
Wkin

~ WT (17.4)

Yhteenvetona voi todeta, ettd séteilyhédvict ovat lyhytkestoisessa liik-
keessd merkittavid vain, jos hiukkasen liike muuttuu ulkoisten voimien takia
merkittdvéisti aikaskaalassa 7 tai pituusskaalassa cr. Pitkdkestoisessa liik-
keessd kumuloituvat sdteilyhdviot on puolestaan aina otettava huomioon.

17.2 Homogeeninen ja staattinen B

Oletetaan aluksi, ettd E = 0 ja B = vakio. Rajoitutaan lisiksi epérelativisti-
seen tapaukseen v << ¢, jolloin

dv

meo = q(v x B) (17.5)
Ottamalla tésté pistetulo v:n kanssa saadaan
dv d [ mv?
v =—|—] = 17.
mo V= ( 5 ) 0 (17.6)

Hiukkasen liike-energia ja nopeuden itseisarvo ovat siis vakioita. Valitaan
koordinaatisto siten, ettd B = Be,. Talloin

mv, = qBwv,
mv, = —qBu, (17.7)
mv, = 0

Magneettikentéin suuntainen nopeus on siis vakio (v|). Ratkaistaan liikey-
htélo alkuehdoilla r(t = 0) = 0 ja v(t = 0) = (vo,0,v)). Derivoimalla
poikittaisia komponentteja toisen kerran ajan suhteen saadaan yhtalot

by = —wivy ; By = —w3vy (17.8)
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missé w. on pyoridhdystaajuus, syklotronitaajuus tai Larmorin taa-
juus

we =qB/m (17.9)
Koska §j = —w.%, niin integroimalla ja alkuehdot huomioimalla saadaan
vy = —wcx. Télloin yhtélostd & = w.y seuraa

i+ wir=0 (17.10)

ja sama yht#lo y-koordinaatille. Saadut yhtélot kuvaavat harmonisia vardah-
telijoitd, joiden kulmataajuus on w.. Ratkaisemalla hiukkasen rata ndhd&én,
ettd ratakdyrdn projektio ry—tasossa on ympyré, jonka sdde on

_vL muyg
we|  la|B

T (17.11)
Téssd v = (/v2 + vg on hiukkasen nopeus kohtisuoraan magneettikenttia

vastaan. Tatd kutsutaan pydridhdysséiteeksi (Larmorin sdteeksi). Pyori-
misliikkeen keskipistetti kutsutaan johtokeskukseksi (guiding center, GC).
Yhteen kierrokseen kuluva aika, pydridhdysperiodi (Larmorin aika), on

2T

B |wel

TL (17.12)
Katsottaessa magneettikentdn suuntaan myotapédivaan pyorivan hiukkasen
varaus on negatiivinen (HT).

Néin hiukkasen liikke on jaettu kahteen komponenttiin: vakionopeus v
kentén suuntaan ja pyoOrimisliike v; kenttédéd vastaan kohtisuoraan. Néiden
summa on ruuviviiva. Ruuviviivan nousukulma mééritelldan kaavalla

tana = vy /) (17.13)

joten
a = arcsin(v /v) = arccos(v|/v) (17.14)
Koordinaatistoa, jossa v = 0 kutsutaan johtokeskuskoordinaatistoksi

(GCS) ja hiukkasen liikkeen jakamista GC:n liikkeeseen ja pyorimisliikkee-
seen GC:n ympéri kutsutaan johtokeskusapproksimaatioksi.

GCS:ssé varaus aiheuttaa sihkovirran I = ¢/7r, johon liittyvd mag-
neettinen momentti on

o 1¢°riB _ 1mw} WL

=7 == = = 17.15
H=ITL =9 "2 B ~ B (17.15)
Vektorimuodossa magneettinen momentti on
1
U= —=qrp X v (17.16)

2
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Koska pyoréhdysséddevektorissa on mukana varauksen merkki, p:n suunta on
varauksesta riippumatta vastakkainen taustan magneettikentélle eli vapaat
varatut hiukkaset muodostavat téssd mielessd diamagneettisen systeemin.

Myos relativistinen liikeyhtédlo on tésséd tapauksessa helppo ratkaista.
Koska liike-energia on vakio, niin v on vakio. Liikeyhtdlon komponentit ovat
siis

ymv, = qBwv,
ymv, = —qBu, (17.17)
ymv, = 0

eli vakiotekijaé v lukuunottamatta samat kuin edelld. Pyorahdystaajuus on
nyt we = ¢B/(ym).

17.3 Homogeeniset ja staattiset B ja E

Oletetaan nyt, ettd vakiomagneettikentéin lisdksi hiukkasiin vaikuttaa myos
sihkokenttd E = vakio. Magneettikentdn suuntaiseksi epérelativistiseksi lii-
keyhtéaloksi tulee

mu| = qF) (17.18)

Tama kuvaa kiihdytystd magneettikentdn suuntaan. Tarkastellaan sitten
poikittaista sihkokenttid ja valitaan se x-akselin suuntaiseksi, jolloin

m

Uy = —Wely (17.19)
Ottamalla jélleen toinen aikaderivaatta saadaan

Vy = —wgvx

E

By, = —w? (uy - “) (17.20)
B

Sijoittamalla vy, = v, + E, /B saadaan yhtiloryhma (17.8). Tassékin tapauk-

sessa hiukkanen kieppuu GC:n ympéri, mutta nyt GC kulkeutuu y-akselin

suuntaan nopeudella E, /B. Vektorimuodossa kulkeutumisnopeus on

ExB
Tata kutsutaan sdhkoiseksi kulkeutumiseksi tai £ x B-kulkeutumiseksi
(kuva 17.1). Kulkeutumisnopeus ei riipu varauksesta eiké hiukkasen massas-
tal
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m

ioni

elektroni
©) 0000000000000000 )

B

Kuva 17.1: Sahkoinen kulkeutuminen.

Edelldolevassa laskussa tehtiin itseasiassa Lorentzin muunnos sihkoken-
talle hiukkasen mukana litkkuvaan koordinaatistoon

E=E+vxB (17.22)

Koska téssé koordinaatistossa E’ = 0, E = —v x B ja ratkaisemalla tasté
v saadaan (17.21). Tamé koordinaatiston muunnos voidaan tehdé kaikille
riittdvén heikoille ei-magneettisille voimille F | . Vektorimuodossa
dvy q F,
— == B)+— 17.23
dt m(VL xB) + m ( )
Olettamalla, ettd F | aiheuttaa kulkeutumisen vp, tehdddn muunnos v =
v +vp: /
v q, q F,
== xB)+ — xB)+ — 17.24
i = (VixB)+ - (vp xB)+ - (17.24)
GCS:ssé kahden viimeisen termin on kumottava toisensa, joten

FJ_XB
Vv =
D qB2

(17.25)

Téami temppu edellyttdd, ettd F/qB < c. Jos F' > qcB, ei johtokeskus-
approksimaatiota yksinkertaisesti voi tehd&.

Sijoittamalla ylldolevaan F | = gE saadaan tietenkin ExB-kulkeutumi-
nen. Gravitaatiokentté puolestaan johtaa kulkeutumiseen

mg x B m

Gravitaatiokentté separoi siis hiukkaset niiden m/g¢:n mukaan, muttei gravi-
taation suuntaan vaan kohtisuoraan sité ja magneettikenttds vastaan!

17.4 Liikeyhtil6 kanonisessa formalismissa

Hiukkasliikkeen késittely voidaan tehdéi elegantisti kiyttden mekaniikan kurs-
silta (toivottavasti) tuttua kanonista formalismia. Koska elektrodynamiikan
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esitietoina ei oleteta mekaniikan kurssia, tdmé& luku jaa yleissivistavéksi
(térkedksi) tiedoksi.

Sijoitetaan sdhko- ja magneettikentdt Lorentzin voiman lausekkeeseen
skalaari- ja vektoripotentiaalien avulla:

F=¢q(-Vo—-0A+1x(VxA)) (17.27)

Muunnetaan tdmé kanoniseen muotoon ilmaisemalla se riippumattomien
muuttujien r ja r = v avulla. Kdytetdén seuraavassa merkintdja d/0r; =
0; = V,; ja oletetaan summaus toistetun indeksin yli. Suorilla laskuilla
nahdasn

Yhtéloiden dA/dt = O, A + (- V)A ja 7;0;A; = 0;(F - A) avulla voiman

lausekkeesta saadaan

F—g [—w N %A} (17.28)

Koska ¢ ei riipu nopeudesta, voidaan kirjoittaa

d d (o, d/d :
= (g 8) = (g ot 8)

minké avulla voiman i:s komponentti saadaan muotoon

d

0 ] 0 .
R=—a—n(qso—qr~A)+£(8—h(—q<p+qr-A)> (17.29)

Lorentzin voima on nyt ilmaistu Lagrangen mekaniikassa yleistetyn poten-
tiaalin

U=qp—qri-A (17.30)
avulla U 4 oU
Fo=——— 4 — 17.31
mr 87“i + dt 87’“1- ( )
Lagrangen funktion L = mi?/2 — U avulla liikeyht#lé saa muodon
oL d 0L
= _ 2= 17.32

Niamé Lagrangen liikeyht&lst ovat toista kertalukua. Niistd voidaan muo-
dostaa ensimmaéisen kertaluvun yhtéloité siirtymaélld kanonisiin muuttu-
jiin r; (kanoninen koordinaatti) ja m; = 0L/07; = mr; + qA; (kanoninen
liikkemédrd). Muodostetaan ndiden muuttujien Hamiltonin funktio

1
H(m,r,t) = 7m— L(r,r,t) = fiwi—gmi'Q—i-qgo—qi"A

1
= 5 -(m- gA)? + qp (17.33)
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Kanoniset liikeyhtidl6t ovat nyt
0oH 1

P o —(mi —qAi) (17.34)
. OH dp ¢ 0A ¢ 0A
= or; q@ri + mTr ' or; mA. Oor; (17.35)

joista alkuperaisen liikeyhtélon johtaminen on suoraviivainen HT.

Kvanttimekaniikan Schrodingerin yhtélé voidaan ilmaista Hamiltonin
funktion avulla yleistamalld se kvanttimekaaniseksi operaattoriksi. Kun elek-
trodynamikkaa vieddin kvanttitasolle, se tehddédn nimenomaan téssa for-
malismissa, missé olennaista on kappaleen mekaanisen liikkemaaran p = mv
korvaaminen sen sihkomagneettisella liikeméérilla mv + ¢A.
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Luku 18

LisAalnelstoa

T&hén on kerétty joitain luennoilla esitettyjéa asioita, jotka eivit ehtineet
mukaan alkuperéaiseen luentomonisteeseen.

18.1 Laplacen yhtilon ratkaisu laatikossa

(Loytyy myos Jacksonin kirjasta.)

Perusesimerkki Laplacen yhtdlon yhtdlon ratkaisemisesta on laatikko,
jossa yhté sivua lukuunottamatta potentiaali reunoilla on nolla. Olkoon nyt
laatikkona alue 0 < x < a,0 < y < b,0 < z < ¢ ja potentiaali nolla muilla
reunoilla paitsi yldkannella (z = ¢), jossa se on tunnetuksi oletettu funktio
V(z,y). Tehtdvénid on laskea potentiaali ¢ laatikon sisillA.

Laplacen yhtélolle karteesisissa koordinaateissa

P 0%  9%p

922 Ty T =0 (18.1)

etsitddn ratkaisua yritteelld

p(z,y,2) = X(@)Y (y)Z(2) (18.2)

Yleinen ratkaisu on téllaisten ratkaisujen summa. Valitsemalla sopivasti se-
parointivakiot «, 3,y saadaan

X(x) = Aisin(az)+ Az cos(ax)
Y(y) = Bisin(By) + Bacos(fy) (18.3)
Z(z) = Cysinh(yz) + Cycosh(vz)

missé yleisesti kompleksiarvoiset vakiot A;, B;, C; ja «, (3, v maardytyvét
ongelman reunaehdoista ja a? + 32 = 2.

209
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Téssé on tietoisesti valittu trigonometriset funktiot z- ja y-suunnissa ja
hyperboliset funktiot z-suunnassa. Reunaehtoja soveltamalla ndhd&4n heti,
ettd voidaan valita Ao = By = (9 = 0, kun separointivakiot « ja 3 toteut-
tavat seuraavat ehdot (reunaehdoista sivuilla z = a ja y = b):

a = mr/a
B = nn/b (18.4)

missd m, n ovat kokonaislukuja, ja ne voidaan rajoittaa liséksi positiviisiksi.
Myo6s kolmas separointivakio saa silloin vain diskreetteja arvoja:

Y = Y = 7\ (m/a)? + (n/b)? (18.5)

Tahin mennessa on siis saatu ratkaisuksi

o(z,y,2) = Z Apn sin(mmz/a) sin(nmy /b) sinh(y,,n2) (18.6)

m,n=1

On helppo tarkastaa, ettéd tdmé toteuttaa Laplacen yhtélon ja antaa potenti-
aaliksi nollan vaadituilla reunoilla. Tuntemattomat kertoimet A,,, saadaan
asettamalla z = ¢:

o(z,y,c) =V(x,y) = Z A sin(mmz/a) sin(nmy/b) sinh(ymnc) (18.7)

m,n=1

Loppu onkin Fourier-kertoimien méérittdmista. Olettamalla, ettd funktio
V(z,y) on riittdvén siisti, kertoimet saadaan laskettua ortogonaalisuusinte-
graalien avulla. Témaé lienee tuttua FYMM IL:1t4.

Edelld ei mietitty sitd mahdollisuutta, ettd jokin tai jotkin separoin-
tivakioista olisivat voineet olla nollia. Huolellinen lukija tutkikoon erikseen
tdmén tilanteen. Lyhyemmin voidaan kuitenkin todeta, etté l6ydetty ratkaisu
on selvisti kelvollinen ja yksikésitteisyyslauseen mukaan ongelma on silla
selva.

18.2 Pistevaraus eristepinnan lidhella

(Loytyy myos Jacksonin kirjasta.)

Tarkastellaan tilannetta, jossa xry-taso jakaa avaruuden kahteen homogee-
niseen eristealueeseen: (z > 0,¢1) ja (z < 0,€2). Asetetaan varaus ¢ pis-
teeseen (0,0,d) alueeseen 1. Tehtéviné on laskea potentiaali koko avaru-
udessa. Oletetaan, ettei aineiden rajapinnalla ole varauksia.

Tehtavan voisi ratkaista suoraan Poissonin yhtéloa kdyttden, mutta hel-
pommalla padstadan kuvaldhdemenetelmén avulla. Otetaan mallia tilanteesta,
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jossa varaus on maadoitetun johdetason yldpuolella. Silloin ongelma ratkeaa
peilikuvavarauksella —¢ pisteessé (0,0, —d). Eristeenkin tapauksessa poten-
tiaali alueessa 1 voidaan yrittdé esittdd varauksen ¢ ja jonkin alueessa 2
sijaitsevan kuvavarauksen ¢’ avulla. Yksinkertaisin arvaus on sijoittaa ku-
vavaraus pisteeseen z = —d, jolloin potentiaali alueessa 1 on sylinterikoor-
dinaateissa lausuttuna Poissonin yhtdlon toteuttava

1 q q
)

~dma (\/7"2 + (2 — d)? " V24 (z+d)? (18:8)

(Pl(rv Z)

(Kiertosymmetrian vuoksi kannattaa kdyttad sylinterikoordinaatistoa, mut-
ta tehtdvé ratkeaa sujuvasti myos karteesisessa koordinaatistossa.)

Alue 2 on eriste, joten johdetilanteesta poiketen sielléikin on kenttd. Kos-
ka alueessa 2 ei ole varauksia, potentiaali toteuttaa sielld Laplacen yhtalon.
Ainakin laskennallisesti kelvollinen ratkaisu alueessa 2 saadaan alueessa 1 si-
jaitsevan kuvavarauksen ¢” avulla, joka viisaasti sijoitetaan pisteeseen z = d.
Talloin potentiaali alueessa 2 on

1 q//
dmeg /12 + (2 — d)?

pa(r, z) = (18.9)

Mikali kuvavarausten suuruudet saadaan sovitettua siten, ettd reunaeh-
dot toteutuvat, niin ongelma on ratkaistu. Reunaehtojen mukaan sihkévuon
tiheyden z-komponentti on jatkuva rajapinnalla (ei pintavarausta) samoin
kuin sdhkokentén r-komponentti. Jalkimméinen on yhtapitdvéid sen kanssa,
ettd potentiaali on jatkuva. Néin saadaan yhtalopari

q _ q/ — q//
1 / 1 1
—(q+4q) = —q (18.10)
€1 €9
Kuvavaraukset ovat siten
q/ _ €2 — €1
€2 + €1
262
1!
= 18.11
q el ( )

Lukijalle jaa harjoitustehtédvéksi laskea polarisoitumaan liittyva varausti-
heys aineiden rajapinnalla. Jos véliaine 2 onkin johde, niin ratkaisu saadaan
muodollisesti asettamalla €5 dérettoméksi, jolloin potentiaali alueessa 2 havi-
44 ja ¢ = —q.

Viimeistddn reunaehtoja sovellettaessa tuli selviksi, ettd kuvaldhteet
kannatti sijoittaa nimenomaan pisteisiin z = —d ja z = d. Paikkariippu-
vuudet supistuvat silloin reunaehtoyhtéléistd kokonaan.
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Lopuksi kannattaa muistuttaa, ettd kuvaldhteet ovat vain kuvitteellisia
apuviélineité, jotka eivit oikeasti sijaitse missdén. Kun ratkaisu on 16ydetty,
kuvaldhteet voidaan vaikka unohtaa ja todeta suoraan saaduista lausekkeista,
ettd kaikki vaadittavat yhtédlot reunaehtoineen toteutuvat.

18.3 Vektoripotentiaalin multipolikehitelméa

Esitetédédn téssd vaihtoehtoinen menetelmé vektoripotentiaalin multipolike-
hitelmén laskemiseksi (Jackson). Luennoissa tutkitaan virtasilmukkaa, mut-
ta téssd oletetaan yleinen divergenssiton virrantiheys J, joka poikkeaa nol-
lasta vain dérellisessé tilavuudessa V.

Koska vektoripotentiaalin integraaliesitys on samaa muotoa kuin sahkoi-
sen skalaaripotentiaalin, voidaan suoraan kirjoittaa vektoripotentiaalin kom-
ponentille A4,

po 1 r
Ayr) =22 (;/Jl(r) av'+ /r'Jl(r) av' +.) (18.12)
Integraalien laskemiseksi kiytetain seuraavaa aputulosta:
V- (fgd)=fI-Vg+9J-Vf (18.13)

missd f ja g ovat vapaasti valittavia funktioita. Tassd myos kéytettiin ole-
tusta V - J = 0. Integroimalla tilavuuden V' yli saadaan

/(fJ-Vg+gJ-Vf) —0 (18.14)

(V - (fgJ):n sisdltava integraali voidaan ulottaa yli koko avaruuden, kos-
ka alueen V ulkopuolella virrantiheys on nolla. Muunnos pintaintegraaliksi
antaa silloin nollan.)

Integroitaessa multipolikehitelmén ensimmaista termié valitaan yksinker-
taisesti f =1 ja g = xy, jolloin [J dV = 0 eli monopolitermié ei magneet-
tikentén tapauksessa ole.

Seuraava eli dipolitermi késitellddn valitsemalla f = x;, g = x5, jolloin
/ 1 / /
r. /r/Jl v’ = xn/l‘n T dV' = —ixn/(len —L ) AV (18.15)
misséd summataan kahdesti esiintyvan indeksin n yli ja kédytettiin kaavaa

18.14. Integrandi muistuttaa vektoritulon komponenttia, ja pienen tarkastelun
jilkeen huomataan, etté

1
r. / K V! = et / (' x J(r)), dV" (18.16)
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missé €, on permutaatiosymboli ja summaus on nyt my6s yli indeksin p.
Lauseke sieventyy muotoon

r- /r’Jl dV' = —%(r X /r’ x J(r') dV'); = (m x 1), (18.17)

missd m on virtajarjestelmén magneettimomentti.

18.4 RLC-piiri

Kerrataan RLC-piirien perusasioita induktion ja sihkomagneettisen ener-
gian havainnollistamiseksi. Asia lienee sindnsi tuttua peruskurssilta. Tarkas-
tellaan yksinkertaista virtapiiriéi, jossa on sarjaan kytkettyné vastus (resis-
tanssi R), kddmi (induktanssi L) ja kondensaattori (kapasitanssi C') (kuva
18.1). Liséksi piirissé on jannitelihde V().

Valitaan kondensaattorin varauksen merkki ja virran positiivinen suunta
kuvan mukaisesti, jolloin Kirchhoffin séddnnosté saadaan
vl _prigc (18.18)
a2 1 '
Derivoimalla ajan suhteen ja kdyttdmalld yhteyttd dg/dt = I saadaan vir-
ralle toisen kertaluvun differentiaaliyht&lo

ST R 1,V
dt2  Ldt LC L

(18.19)

Tarkastellaan ensin ideaalista tapausta, jossa piirin resistanssi on hévia-
véin pieni (LC-piiri). Oletetaan, ettei piirissi myoskéén ole janniteldhdettéa
V. Kyseessd on siis varatun kondensaattorin purkaminen kd&min kautta.

R —I0—HF
L C

Kuva 18.1: Yksinkertainen RLC-piiri. Kondensaattorin sen levyn varaus on
+¢, johon positiivinen virta tuo varausta, jolloin I = dq/dt.
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Kuva 18.2: Vaimeneva viridhtely RLC-piirissd. Katkoviivoilla on piirretty
vaimennusfunktion texp(—Rt/2L) kuvaaja.

Téalloin yhtdlo 18.1 on mekaniikasta tuttu harmonisen varidhtelijan liikey-
htils, ja virdhtelyn kulmataajuus on w = 1/v/LC. Jos kondensaattorin va-
raus on aluksi @, niin ajan funktiona se muuttuu sinimuotoisesti: ¢(t) =
Q coswt ja virta on I(t) = —w(@ sinwt. Systeemin sidhkomagneettinen ener-
gia on U(t) = LI?/2 + ¢*/(2C) = Q?/(20) eli koko ajan sama kuin kon-
densaattorin sdhkostaattinen energia aluksi. Kokonaisenergia siis siilyy, se
vain jakautuu sdhko- ja magneettikentén energiaksi (séteilyhavioité ei téssé
oteta huomioon).

Kondensaattorin varaus alkaa aluksi purkautua kddmin kautta. Itsein-
duktion takia tdma ei tapahdu silménrépéyksessa. Induktiovirta kulkee myos
sen hetken jélkeen, jolloin kondensaattorin varaus on nolla. Virta kulkee niin
kauan samaan suuntaan, ettd levyjen varaukset ovat alkutilaan néhden vas-
takkaismerkkiset. Sen jdlkeen kondensaattorin varaus alkaa taas purkautua
jne.

Todellisessa piirissé on aina jonkin verran resistanssia. Tilanteen lasken-
nallinen tarkastelu on suoraviivaista differentiaaliyhtéiloiden késittelyé eika
sitéd kaydéa tassa lapi. Mainitaan vain esimerkiksi tilanne, jossa piiriin kytke-
tdédn tasajdnnite V hetkelld ¢t = 0, ja kondensaattori on alkuhetkellé varaa-
maton. Piirin virta on silloin

I(t) = (Vo wL)e B/ L) gin ot (18.20)

missi w = \/1/LC — (R/(2L))2. Kulmataajuus w voi téssi tapauksessa ol-
la imaginaarinen, mutta joka tapauksessa piirin virta vaimenee eksponenti-
aalisesti. Kuvassa 18.2 on esitetty tilanne, jossa w on reaalinen.
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18.5 Lorentz-muunnos

(Léhde: K. ja R. Kurki-Suonio, Vuorovaikuttavat Kappaleet)

Liikkukoon koordinaatisto K’ koordinaatiston K suhteen vakionopeudel-
la v. Havaitsijat O ja O’ havaitsevat saman tapahtuman ja madrittivit sen
paikan ja hetken: (z,y,z2,t) ja (2/,y,2',t'). Lisiiksi oletetaan, ettd heilld
yhteinen fysikaalisiin ilmitihin perustuva standardi, jonka perusteella he
kayttavat samoja mittayksikoité.

Etsitddan havaintojen vélinen yhteys kdyttden neljas yleisté ehtoa.

Ehto 1. Aika ja avaruus ovat homogeenisia. Kahden infinitesimaalisen lihek-
kédisen tapahtuman siirtymien ja aikavilien vélinen muunnos (dr,dt) <
(dr’,dt’) on silloin sama aina ja kaikkialla eli niiden viililld on lineaarinen
yvhteys. Téasté seuraa, ettd myos koordinaattien vélinen yhteys on lineaari-
nen:

~

= aqrx+bhyt+cz+dit+er
agx + bay + coz + dot + €9
as3x + bsy + c3z + dst + e3
= a4+ byy + cgz +dyt + ey

~

~

~

-~ N R
Il

missé kertoimet a;, b;, ¢;, d; ovat vakioita.

Yleisyytta rajoittamatta voidaan sopia, ettd koordinaatistojen origot
yhtyvéat kummankin nollahetkelld. Voidaan myos sopia, ettd koordinaatti-
akselit ovat samansuuntaisia ja ettd K’ liikkkuu K:n z-akselia pitkin positii-
viseen suuntaan. Téalloin yhtéloryhmé yksinkertaistuu muotoon

" = axr+bt
' y
z
hx + kt

!/

~«~ N < 8
I

~

Ehto 2. Koordinaatistojen suhteellinen nopeus on kummankin havaitsijan
mielestd sama. TAlloin K”:n origossa hetkelld ¢ sattuva tapahtuma havaitaan
K:ssa hetkelld ¢ pisteessi = ot tapahtuvaksi: (vt,t) < (0,t). Vaadi-
tun symmetrian mukaan pitee vastaavasti (0,t) < (—ovt’,t’). Sijoittamalla
muunnoskaavoihin saadaan

0 = avt+bt
' = hut+kt
—ot' = bt

t = kt
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Muunnos siis pelkistyy muotoon

7 = k(z—vt)
v o=y
Z = z
t' = k(t—ax)

missd o = h/k.

Ehto 3. Valon nopeus c on absoluuttinen. Tdm4 on ratkaiseva ero klassiseen
Galilei-muunnokseen verrattuna. Ajatellaan, etté yhteiselld nollahetkelld yh-
teisessé origossa tapahtuu valonvéildhdys. Valon saapuminen mielivaltaisessa
pisteessi olevaan ilmaisimeen havaitaan hetkilld ¢ ja t’. Tapahtumien vas-
taavuus on (x = ct, t) « (z' = ct’,t'), koska ¢ on sama kummankin havait-
sijan mielesta. Téstd seuraa, etté

ct' = k(ct—ot)
t = k(t— act)
ja voidaan ratkaista o = v/c?.

Ehto 4. Kiinteismuunnos saadaan symmetrisesti vaihtamalla nopeuden
etumerkki eli molempien inertiaalikoordinaatistojen on oltava samassa ase-
massa (vrt. ehto 2). T&lloin

r = k(2 +ot)

t = k(' 4wva'/c?)

Néin voidaan ratkaista k = 1/y/1 — (v/c)?.

Lorentz-muunnoskaavat ovat siis
, r — vt

T VIR
Y

2 = z
, t —vx/c?

1—(v/c)?

ja kadntden

' + ot!
x f— —_—
1—(v/c)?
= y/
z = 2
. t' +va'/c?

VI=(v/e?
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