Luku 3

Sahkokenttia valiaineessa

Téssd luvussa tutustutaan séhkokenttddn viliaineessa (RMC luku 4, CL
luku 4; esitiedot KSII luku 2, osa 2.9). Viliaineiden sdhkoisiin ja magneet-
tisiin ominaisuuksiin tutustutaan lisééd luvussa 10.

Edellisessé luvussa tarkasteltiin sihkostaattista kenttaé tilanteissa, joissa
oli annettuja varausjakautumia tai vapaita varauksia johdekappaleiden pin-
nalla. Laheskéén kaikki materiaalit eivéit kuitenkaan ole johteita. Hyvén joh-
teen vastakohta on ideaalinen eriste, jossa ei ole lainkaan vapaita varauksia.
Aine on kuitenkin koostunut positiivisesti varatuista atomiytimisti ja elek-
troneista. Jos eriste asetetaan sihkokenttddn, kentté aiheuttaa voimavaiku-
tuksen eristeen rakenneosasiin. Vaikutuksen suuruus riippuu materiaalin
mikroskooppisista ominaisuuksista. Eristeeseen syntyvdd makroskooppista
vaikutusta kuvataan eristeen positiivisten varausten siirtyméané negatiivisiin
varauksiin nidhden. Aineen sanotaan télldin polarisoituneen. Siséisen polari-
soituman ja ulkoisen kentédn yhteisvaikutus on usein hyvin monimutkainen
vuorovaikutusketju, sillé polarisoituma muuttaa puolestaan ulkoista kenttia
ja mikéli eristeen ldhelld on johdekappaleita, niiden pinnalle indusoituva va-
rausjakautuma muuttuu, miké puolestaan muuttaa eristeeseen vaikuttavaa
ulkoista kenttéa.

3.1 Sahkoinen polarisoituma

Ennen kuin jatketaan, palautetaan mieleen, etté sdhkostatiikka hallitaan
yhtalsilla

v-E ="' (3.1)
€0
VxE = 0 (3.2)
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Erityisesti on huomattava, etté p sisdltda kaikki varaukset eikd mitédén jakoa
”vapaisiin” ja "muihin” varauksiin tarvitse tehdé. Periaatteessa polarisoitu-
va aine voidaan siis késitelld varausjakaumien avulla. K&ytédnnossd aineen
mikroskooppinen kuvaaminen ei ole helppoa. Téhén palaamme vield luvussa
10.

Tarkastellaan polarisoituneen aineen pienté tilavuusalkiota AV, jonka
dipolimomentti on

Ap:/ rdq (3.3)
AV

Sdhko6inen polarisoituma mééritellddan dipolimomenttina yksikkotilavuu-

dessa
Lp

AV
Tamé& méadritelmi edellyttad, ettd AV on makroskooppisessa mielessé pieni.
Varsinaisesta raja-arvosta AV — 0 ei tarkkaan ottaen ole kysymys, koska
tilavuusalkiossa taytyy kuitenkin olla monta molekyylié, jotta polarisaatio
ylipaénsa syntyisi. Makroskooppiselta kannalta polarisoitumaa voi kuitenkin
tarkastella jatkuvana paikan funktiona.

P (3.4)

Polarisoituman SI-yksikkd on C/m?, joten [P] = [¢][E]. Cgs-yksikoissi,
missé tyhjon permittiivisyys on 1/47, polarisoitumalla on sama yksikko kuin
sahkokentalla.

3.2 Polarisoituman aiheuttaman sihkokentian
maarittiminen

Tarkastellaan pisteessé r’ sijaitsevan pienen eristealkion AV’ dipolimoment-
tia Ap = PdV’. Oletetaan, etti korkeampien multipolien vaikutus voidaan
jattdad huomiotta. Vaihtoehtoisesti voidaan ajatella, ettd havaintopiste r on
niin etdalld, ettd tdmén alkion aiheuttama sdhkoinen potentiaali saadaan
laskemalla pelkén dipolimomentin potentiaali

_Ap-(r—1x) P()-(r—r)AV’

A = = 3.5
#(r) dmeplr — 1|3 dmeplr — 1|3 (3:5)
Kokonaispotentiaali pisteesséd r on tietenkin tdmén integraali
1 P') (r—1/)dV’
r = 36
() 47eg /Vo v —r/|3 (36)

Mikéli polarisoituma tunnetaan, potentiaali voidaan laskea téstéd suoraan.
Kéytdnnosséd sama asia on hyodyllistd ilmaista hieman eri tavalla. Koska

v( ! ) rov (3.7)

r—v]) " =P
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voidaan potentiaalin integrandi kirjoittaa

M:PV( ! ) (3.8)

R T

Kayttamalla kaavaa

V- (fF)=fV -F+F- -V'f (3.9)

P(r) (r—r') / p 1 /
STt g - P 1
v —r/|3 v (rr’\) |r—r’|v (3.10)

saadaan

Téamén avulla ja soveltamalla divergenssiteoreemaa potentiaali voidaan il-
maista seuraavasti:

1 P-ndS 1 (=V'-P)dVv’
o) = g e | :
dmeg Js, [r — 1| dmeg Jv, v — 1|
1 opdS’ pp dV’]
_ A1
4meg [7{% |r—r’|+/v0 |r —r/| (3.11)
1 dqp

dmey J |r — 1|

misséd Sy on eristeen pinta. Potentiaali voidaan siis laskea lausekkeista, jot-
ka muistuttavat edellisessé luvussa olleita avaruus- ja pintavaraustiheyden
integraaleja. Tadmé& on kaytdnnon ongelmissa usein ndppéarampi tapa laskea
potentiaali kuin suora sihkoisen polarisoituman integraali. Suureita

op = P-n (3.12)

kutsutaan polarisaatiovaraustiheyksiksi. Niiden fysikaalinen dimensio
on varaus/pinta-ala (op) ja varaus/tilavuus (pp) ja ne aiheuttavat eristeen
ulkopuolella todellisen potentiaalin ¢, josta saadaan sdhkokenttd E = —V.
Kyse ei ole kuitenkaan oikeista ”vapaista” varauksista vaan tavasta ku-
vata eristeen ominaisuuksia varausjakautuman dgp avulla. Témén vuok-
si polarisaatiovarauksia kutsutaan usein ndennéisiksi varauksiksi, miké ei
kuitenkaan tee niille taytta oikeutta. Eriste on kokonaisuudessaan neutraali,
joten kokonaisvaraus

Qr :/ (-V'-P)dV' + ¢ P -ndSs' =0 (3.14)
Vo SO
miké on suora seuraus divergenssiteoreemasta.
RMC:ssé edelld oleva tarkastelu on aluksi rajoitettu eristekappaleen ulko-
puoliseen alueeseen. Sen jélkeen todetaan, ettd sama potentiaalin lauseke

kelpaa my0s eristeen sisélld. Téllainen jako ei kuitenkaan ole tarpeen, koska
polarisaatiovaraus on yhté todellista varausta kuin ”vapaa” varaus.
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3.3 Sidhkoévuon tiheys

Edellé oletettiin eristeen polarisoituma P tunnetuksi. Todellisuudessa néin
ei yleensé ole, vaan polarisoituma syntyy vasteena ulkoiseen sdhkokenttéén.
Tarkastellaan yleistd tilannetta, jossa on eriste ja sen sisélld mahdollisesti
vapaita varauksia. Sovelletaan Gaussin lakia eristeen sisillé olevalla pinnalla
S, joka sulkee sisdénsd niin vapaat varaukset kuin polarisaatiovarauksenkin

fE.ndszl(Q+Qp) (3.15)
S €0

missd () = >,y ¢ on vapaiden varausten summa ja
10y

Qp:/v(—V-P)dV:—jiP-ndS (3.16)

on polarisaatiovaraus. Téssé on implisiittisesti oletettu, ettd vapaat varauk-
set ovat pistemadisid. Jos eristeen sisélld olisi makroskooppisia johdekap-
paleita, niiden pinnoilta tulisi osuus polarisaatiovaraukseen @) p. Namé pin-
tatermit kuitenkin kumoutuisivat muutettaessa tilavuusintegraalit pintain-
tegraaleiksi (ks. RMC).

Saadaan siis

jé(eoE +P)-ndS=Q (3.17)

Siis vektorin D = ¢E + P vuo suljetun pinnan ldpi on sama kuin pin-
nan sulkemaan tilavuuteen sijoitettu nettovaraus. Tata vektoria kutsutaan
sdhkoévuon tiheydeksi tai sihkoiseksi siirtyméksi englanninkielisen termin
7electric displacement” mukaan. Sidhkovuon tiheydelld on sama SI-yksikko
kuin polarisoitumalla.

Kéyttéamalld jilleen divergenssiteoreemaa ja toteamalla, ettd Q = [}, pdV,
saadaan Gaussin laki eristeessé kirjoitetuksi differentiaalimuotoon

V-D=p (3.18)

misséd p on nyt ulkoisten varausten tiheys. Kokonaisvaraustiheys on p + pp.
Ulkoisia varauksia kutsutaan usein vapaiksi, mutta tdmé saattaa aiheuttaa
sekaannusta, silla eristeessé oleva ulkoinen varaus ei ole vapaa samassa mie-
lessé kuin johteen pinnalla oleva varaus. My6s ajasta riippuvissa tilanteissa
vapaiden ja ulkoisten varausten sekoittaminen toisiinsa voi johtaa virheisiin.

Sahkostatiikan peruslait on nyt siis puettu muotoon

V-D = p (3.19)
VXxE = 0 (3.20)

missé
D=¢E+P (3.21)
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Etuna tdsséd on se, ettd ”vapaa” varaus on helpommin hallittavissa kuin
polarisaatiovaraus. Kuitenkin siahkokentté E on suure, joka loppujen lopuksi
halutaan médrittdd. Siksi on vield tunnettava rakenneyhtilo P = P(E),
koska muuten yhteydestd D = ¢gE+P ei ole iloa. T&4té4 ongelmaa késitelldan
seuraavaksi.

3.4 Dielektrisyys ja suskeptiivisuus

Séhkoinen polarisoituma aiheutuu sdhkokentéstd. Néiden vélinen riippuvu-
us ilmaistaan sihkoisen suskeptiivisuuden y(E) avulla

P = y(E)E (3.22)

X(E) méérdytyy véliaineen mikroskooppisesta rakenteesta, johon tutustu-
taan ldhemmin luvussa 10.

Yleisesti ottaen y(E) on tensori, jolloin polarisoituma ei valttdmétta
ole samansuuntainen kuin séhkokentté eli eriste voi olla epédisotrooppista.
Téllaisia véliaineita ovat esimerkiksi kiderakenteet, joissa epéisotropia ai-
heuttaa sdhkémagneettisen aallon etenemisesséd kahtaistaittavuudeksi kut-
suttavan ilmion. Téll6in eri tavoin polarisoituneet aallot taittuvat eri tavoin.
Kahtaistaittavuutta tapahtuu myo6s vapaista varauksista koostuvassa mag-
netoituneessa plasmassa.

Toinen ongelmakentté ovat epélineaariset viiliaineet, joissa y (E) on sihko-
kentén funktio, jolloin P riippuu sihkokentésté epélineaarisesti. Tamé il-
mio tulee yleensd vastaan vasta hyvin voimakkailla sdhkokentilld. Kaikissa
aineissa ei my0Oskéén ole suoraa relaatiota P:n ja E:n vililla. Ferrosihkoisissé
aineissa on polarisoitumaa myos ilman ulkoista sdhkokenttdé. Tarkastellaan
téssé kuitenkin vain isotrooppisia eristeité, joille x(E) on skalaari ja rajoitu-
taan vield lineaarisiin viliaineisiin, joille x on sdhkokentéistd riippumaton
vakio. Téllaista véliainetta kutsutaan myos yksinkertaiseksi viliaineeksi.
T&ll6in polarisoituman, sihkokentdn ja sdhkdvuon tiheyden valilla vallitse-
vat rakenneyhtilot

P = yE (3.23)
D = ¢E (3.24)

missé € = ¢y + x. Laadutonta suuretta

K=¢="=14+% (3.25)

€0 €0
kutsutaan viliaineen eristevakioksi, dielektrisyysvakioksi tai suhteelliseksi
permittiivisyydeksi. Aineen eristeominaisuudet eivit kuitenkaan salli kuin-
ka suuria sédhkokenttid hyvinsé, silld riittdvan suuri sdhkokentts ajaa elek-
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Taulukko 3.1: Eristeiden ominaisuuksia. Tésséd annettu ilman l&pilyonti-
kestédvyys koskee kuivaa ilmaa, muissa oloissa arvo on pienempi. Lasin suh-
teellinen permittiivisyys vaihtelee kemiallisesta koostumuksesta riippuen.

aine suhteellinen lapilyonti-

permittiivisyys kestédvyys [MV/m]
akryyli 3.3 20
eboniitti 2.7 10
kuiva ilma 1.0006 4.7
lasi 5-10 15
kova paperi 5 15
eristyspaperi 5 30
posliini 5.5 35
tislattu vesi 81 30

troneja ulos molekyyleisté, jolloin aine alkaa johtaa sédhkoa. Téta rajaa kut-
sutaan aineen dielektriseksi vahvuudeksi. Taulukossa 3.1 on joidenkin tér-
keiden aineiden eristevakioita ja dielektrisid vahvuuksia. Ilma on sdhkéisesti
melkein tyhjo, siis hyvé eriste. Veden eristevakio on puolestaan suuri, mika
merkitsee vahvaa polarisoitumista ja siten kohtuullisen hyvéa sdhkonjohtoky-
kyé polarisoitumisvarausten kantamana.

3.5 Sihkokenttd rajapinnalla

Eristeet ovat usein paljon hankalampia késiteltavid kuin johteet. Hyvan joh-
teen ominaisuus on, ettd sen sisdinen sdhkdkenttd on nolla ja kaikki varaus
kertyy pinnalle. Eristeet sen sijaan polarisoituvat ja erilaiset eristeet polari-
soituvat eri tavoin. Eristeongelmissa joudutaan usein tarkastelemaan kent-
tien ominaisuuksia eri eristeiden tai eristeiden ja johteiden rajapinnoilla.

Tarkastellaan seuraavassa tilannetta kahden yksinkertaisen (lineaarinen,
isotrooppinen, homogeeninen = LIH) eristeen rajapinnalla ja oletetaan ra-
japinta makroskooppisessa mielessd ohueksi. Téamé tarkastelu voidaan ulot-
taa myos epdhomogeenisiin eristeisiin, jos eriste voidaan kuvata eri eriste-
vakiolla varustettuina kerroksina. Toinen eriste voi olla myos tyhjo, jonka
permittiivisyys on ¢y eli K = 1. Merkitdan véliaineita indekseilld 1 ja 2
ja olkoon o pintavaraustiheys rajapinnalla. Tarkastellaan pienté sylinterin-
muotoista ”pillerirasiaa”, jonka kannet ovat eri véliaineissa (kuva 3.1).

Sovelletaan Gaussin lakia

j{D~ndS:D1~n1ASl+D2-n2ASg+ f D-ndS=0Q (3.26)

vaippa



3.5. SAHKOKENTTA RAJAPINNALLA 41

I
I
I
D, | D,
Sl nl Ial
I
D, I
[0) ;
o |
I
a
S2 n, D, 2|

Kuva 3.1: ”Pillerirasia” kahden véliaineen rajapinnalla ja sdhkévuon tihey-
den ”taittumiskulmien” méaaritelma.

Oletetaan, ettd pillerirasian korkeus — 0. Téll6in integraali vaipan yli on
nolla ja pillerirasian sisélld oleva varaus on pelkki pintavaraus kertaa pinta-
ala ) = o AS, missd AS = AS; = AS,. Koskany = —ns, voidaan kirjoittaa
reunaehto sihkévuon tiheyden normaalikomponentille

(D2 — Dl) ‘No =0 (327)
tai
Dy — Dy =0 (3.28)

Téarked erikoistapaus on ¢ = 0: Mikéli kahden eristeen rajapinnalla ei ole
ulkoista varausta, sihkévuon tiheyden normaalikomponentti on jatkuva ra-
japinnan lapi.

Huom. Koska eristeet polarisoituvat, ylldoleva tarkastelu on tehtéavi

nimenomaan sidhkévuon tiheydelle, ei sihkokentélle.

Myos sihkostaattiselle kentélle 16ytyy reunaehto rajapinnalla. Koska E =
—Vp, niin viivaintegraali

?{E dl=0 (3.29)

pitkin mita tahansa suljettua silmukkaa. Sovelletaan téta suorakulmaiseen

silmukkaan ABCD eristeiden rajapinnalla. Olkoot rajapinnan suuntaiset

sivut AB ja C'D kumpikin eri véliaineessa ja pituudeltaan Al. Viliaineesta
toiseen kulkevat sivut BC' ja DA oletetaan hévidvin lyhyiksi. Talloin

j{E-dI:(Eg—EI)-Alzo (3.30)

By = By (3.31)

eli sihkokentén tangentiaalikomponentti on jatkuva rajapinnan yli. Taméa
tulos on voimassa riippumatta mahdollisesta pintavarauksesta.
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Lasketaan sitten vektorin D taittuminen rajapinnalla tapauksessa o = 0.
Olkoon o7 "rajapinnalle tulevan” vektorin D; ja ni:n vélinen kulma ja aso
"rajapinnalta lahtevin” vektorin Ds ja ng:n vélinen kulma. Koska viliaineet
on oletettu yksinkertaisiksi, niin

Dy = KreoEr1y 3 Doy = Koegbgy (3.32)

Talloin
tan oo . th Dln . KQEOEQt _ & . 6_2
tana; Do, Dy KBy K1 €

(3.33)

Séhkovuon tiheysvektori taittuu siis poispéin normaalin suunnasta mentéies-
sé pienemmaésté eristevakiosta suurempaan eristevakioon. Tamé on selvésti
sukua aaltojen taittumiselle eri viliaineiden rajapinnalla, johon tutustutaan
ldhemmin luvussa 12.

Tarkastellaan sitten potentiaalin reunaehtoa rajapinnalla. Oletetaan jél-
leen 0 = 0, jolloin Dy, = Dy,. Téastéd seuraa KoegFEo, = KiegE1,. Koska
E, = —0¢/0n, tulee reunaehdoksi

Opa 1
Ko—/—= = K{—/—— .34
2 on Von (3.34)

Téamaén liséksi ¢ on jatkuva reunan yli. Tam& ndhd&én tarkastelemalla kahta
pistettd r1 ja ro reunan molemmin puolin. T&ll6in

ra
/ E-dr=p; — o2 —0 (3.35)
T

kun r; ja 7o ldhestyvit toisiaan eri puolilta rajapintaa sillid fysikaalisella
oletuksella, ettad sihkokenttd on &dérellinen rajapinnalla.

Eristepallo sihkdkentissi

Yksinkertaisessa véliaineessa (LIH) D = €E, joten V - E = p/e. Siis ainoa
muodollinen ero edellisten lukujen késittelyyn on korvata ey — €. Useissa
kiytinnon ongelmissa eristeessi ei ole ulkoista varausta, joten V2 = 0 koko
eristeessi. Tarkastellaan esimerkking a-séteistéd eristepalloa homogeenises-
sa sdhkokentédssd Eg. Ratkaisumenetelmi on samanlainen kuin johdepal-
lon tapauksessa. Valitaan alkuperédinen séhkokenttd z-akselin suuntaiseksi
E¢ = Epe,, joten tdmén potentiaali on jélleen p = —FEprcosf ja tdmén
on oltava ratkaisu kaukana pallosta. Asetetaan pallo origoon ja todetaan,
ettd tilanne on aksiaalisymmetrinen z-akselin suhteen: dp/0¢ = 0 = ¢ =
©(r,0). K on vakio eristeessi ja € = ¢y muualla. Systeemissé ei ole vapai-
ta varauksia, joten p = 0 kaikkialla ja Laplacen yht#dl6 on voimassa niin
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eristeesséd kuin sen ulkopuolellakin. Kirjoitetaan Laplacen yhtélon ratkaisu
jélleen vyohykeharmonisten funktioiden sarjana (2.90)

o(r,0) = Z (Anr" + Bnr_("+1)) P, (cos®) (3.36)

n=0

Merkitdén termejd pallon ulkopuolella (r > a) indeksilld 1 ja sisédpuolella
(r < a) indeksilla 2. Eta#lla pallosta ratkaisu ldhenee alkuperéistd potenti-
aalia —Egr cos @, joten pallon ulkopuolella

A, =0, kunn>2; Ay = —Ey

o1 = Z Blnr_(”H)Pn(cos 0) — Egr cos 6 (3.37)
n=0

Pallon sisélla potentiaalin on oltava #arellinen origossa, joten kaikki ker-
toimet Bs, ovat nollia ja sisdratkaisu on muotoa

@2 =Y Agr"Py(cos ) (3.38)

n=0

Kaytetdan sitten potentiaalin reunaehtoja rajapinnalla. Ensinnékin poten-
tiaalin on oltava jatkuva ¢1(a,0) = pa(a,0)

=

B B B
—Epacosf + —2 4 %cos0+ %Pg(cose) +...
a a a

= Ay + Asjacosf + Agpa®Py(cos ) + ... (3.39)
Toisaalta potentiaalin derivaatalle on reunaehto

0p1(r,0)

or

L 0pa(r,0)
=K or

r=a
josta seuraa

BIO 2311 3312

—F 0— — 0 P, 0)+...
0 COS 2 T g cost+— »(cos 6) +

= KAy cosf+ 2KA22CLP2(COS 9) + ... (3.40)

Koska Legendren polynomit muodostavat ortonormaalin kannan, kunkin P,-
termin taytyy toteuttaa yhtdlot erikseen. Nyt molemmat yhtilot (3.39) ja
(3.40) toteutuvat vain jos Agy, = 0 ja By, = 0 kaikilla n > 2. Yhtélon (3.40)
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ainoa cos f:sta riippumaton termi on By = 0, joka sijoitettuna yhtaloon
(3.39) antaa Agy = 0 ja jiljelle ja& yhtalopari

B
~Eoa+—5 = Asa (3.41)
a
2B
_Fy— 311 = KAy (3.42)
a
joiden ratkaisuna saadaan
3Ey K-1 3
Ao — — - B = — _F, 3.43
AT K 2 TN T Ky (343)

Kaiken kaikkiaan ratkaisu pallon ulkopuolella on

K—-1da
@1(7‘, 9) = — (1 — K——|-2 7"—3> E{]'I" cos (344)
ja pallon sisélla
(r, ) 5 Fyrcos S g (3.45)
r,0) = ——FEyrc =——Fyz .
2.7, K12 07 COS K12 0

Nyt pallon sisélld on vakiosdhkokentta

3

E,2=——E
2 K—I—2O

(3.46)
ja juuri tdmé& on erona johdepalloon, jossa varaukset jakautuvat pinnalle
siten, ettéd pallon sisilld ei ole sdhkokenttédd lainkaan. K > 1, joten kentté
eristeen sisdlld on pienempi kuin ulkopuolella. Jos eriste olisi ilmaa, pallon
kentta olisi miltei sama kuin alkuperéinen kentté. Jos eriste on jonkin verran
sihkod johtavaa vetti (K = 80—90), on pallon sisikenttd muutama prosentti
ulkopuolisesta kentésta.

Kenttien D ja E ero nidkyy kuvasta 3.2. Sdhkévuon tiheydelld ei ole
lihteitd, vaan kaikki kenttéviivat jatkuvat pallon ldpi. Sitdvastoin polari-
soitumisesta johtuva pintavarauskate aiheuttaa sen, ettd sdhkokentélld on
ldhteitd ja nieluja pallon pinnalla ja osalla kenttéviivoista pdd on pallon
pinnalla. Tdmé&n seurauksena kenttéiviivat eivit myoskéadn ole kohtisuorassa
pallon pintaa vastaan. Tamé osoittaa, ettd polarisaatiovarauksen kutsumi-
nen "néennéiseksi” on kyseenalaista.
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Kuva 3.2: Eristepallo ulkoisessa sdhkokentésséd. Vasemmalla sdhkdvuon ti-
heyden kenttéviivat, oikealla sdhkdkentén kenttaviivat.
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