Luku 6

Magneettikenttia viliaineessa

Téssé luvussa késitelldén magneettikentdn ominaisuuksia véliaineessa (RMC
luku 9 osittain; CL luku 7 osittain; esitiedot KSII luku 4).

6.1 Magnetoituma

Edella rajoituttiin magneettikentin méarittdmiseen magneettisilta ominai-
suuksiltaan tyhjonkaltaisessa viliaineessa. Aineen mikroskooppinen rakenne
aiheuttaa todellisuudessa kullekin atomille ominaisen magneettisen dipolimo-
mentin m;. Lasketaan yhteen kaikkien atomien dipolimomentit tilavuusalki-
ossa AV. Aineen magnetoituma mééritelldéin raja-arvona (vrt. polarisoi-
tuma)

1
M= lim — ; 6.1
NG YN XZ: i (61)
Magnetoituma on siis véliaineen magneettisten dipolimomenttien tiheys pai-
kan funktiona. Koska magneettisen momentin SI-yksikké on Am?, on mag-
netoituman yksikkoé A /m.

Jos dipolimomenttien tiheys on homogeeninen, kutakin dipolimoment-
tia vastaavat virtasilmukat summautuvat nollaan eivitkéd aiheuta nettovir-
taa. Jos jakautuma kuitenkin on epétasainen, on tarkastelupisteen eri puo-
lilla eri médrd virtaelementteja ja tuloksena on kokonaisvirta Jjp;. Virran
laskemiseksi tarkastellaan kahta pienté tilavuusalkiota magneettisessa mate-
riaalissa. Olkoon kummankin tilavuus AzAyAz ja sijaitkoot ne rinnakkain
y-akselin suuntaan kuvan 6.1 mukaisesti.

Jos ensimmadisen alkion magnetoituma on M(z, y, z), niin toisen magne-
toituma on

oM
M(z,y, z) + a—Ay + korkeamman kertaluvun derivaattoja
Y

73



74 LUKU 6. MAGNEETTIKENTTA VALIAINEESSA

z A
Ay Ay
T ] T 0z
. Ix
M, M,+ oM, fdy -Ay

y

Kuva 6.1: Magnetoitumasta aiheutuvan virran laskeminen.

Ensimmaéisen elementin magneettisen momentin z-komponentti saadaan il-
maistuksi silmukkavirran /> avulla

My Az AyNz = 1Ay Nz (6.2)
ja vastaavasti toiselle elementille

(Mx + %Ay) NxNyDz = TEAyNz (6.3)
Y

Elementtien vilistd nousee nettovirta z-akselin suuntaan

M,
I — It = _881/ Axly (6.4)

Toistamalla tarkastelu kahdelle rinnakkaiselle tilavuusalkiolle z-akselilla (tark-
kana merkkien kanssal!), saadaan z-akselin suuntaiseksi virraksi

oM,
Ic = —2AxA .
c =5, Drly (6.5)

Namé ovat ainoat magneettiset momentit, jotka tuottavat virtaa z-akselin
suuntaan. Laskemalla ne yhteen ja jakamalla pinta-alaelementilld saadaan
magnetoitumisvirran tiheyden z-komponentiksi

_OM, OM,
(Jar)= = ox oy

(6.6)

eli vektorimuodossa
Juy=VxM (6.7)
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6.2 Magnetoituneen aineen aiheuttama kentti

Lasketaan sitten magneettisen aineen aiheuttama magneettikenttd. Léah-
detaén liikkeelle vektoripotentiaalista (vrt. 5.81)

Ho M(I‘/) X (r— I‘,) 1 Ho / / /
Afr)=2= dVi=— [ M d .
(x) 47 /vo r — /|3 v 4 Jv;, (F)x ¥ Ir — 1’| V' (68)
Tekemaélla tuttuja vektorikikkoja saadaan tdmé muotoon
1o VixM _, o ?{ Mxn
A(r) =— —dV' + = dsS 6.9
(x) 47r/v0 |r — 1’| +47r So |r— 1| (69)

misséd Sp on tilavuuden V4 pinta. Pinnalla magnetoitumisvirran tiheys on
ju=Mxn (6.10)

Tdmé& on magnetoitumisvirta yksikkopituutta kohti eli virta on ikééan kuin
litistetty kulkemaan yksiulotteisen ” pinnan” 14pi. Vektoripotentiaali méaray-
tyy siis magnetoitumisvirrasta tilavuudessa Vj ja tilavuuden pinnalla Sg

A(r) = @/ Jar() dv’+@f g (6.11)

CAxn Jy, e — 1| A Js, |r — /|

Tdmé tulos el arvatenkaan ole mikéédn yllitys (vrt. siéhkostaattinen potenti-
aali). Téasté ei kuitenkaan ole aivan helppo laskea itse magneettikenttad, kos-
ka Jyr = V x M. Lihdetéén liikkeelle suoraan vektoripotentiaalin méi&ritel-
masta.

B—VXA—Z—O/VOVX[M(I-’)X(r_r/)]dV’ (6.12)

s r — /|3
misséd gradientti kohdistuu vektoriin r. Nyt integrandi saadaan muokatuksi
muotoon (kdy itse lapi kaikki valimuodot!)

] = Mo [ 5] - ve) 9)

lr — /|3 lr — /|3
Oikean puolen ensimméinen termi tuo magneettikenttiin osuuden

(r—1)

r — /|3

V x |[M(r') x (6.13)

Bi(r) = Z—; | M) drd(x ) AV = poM(r) (6.14)

Toinen termi vaatii jalleen viahan vektoriakrobatiaa ja antaa tuloksen

Bu) = ¥ (- [ MG EEE V) = o) (015)

47

Téssé 1 (r) on magneettisen materiaalin skalaaripotentiaali. Magneettikenttéa
on siis tdmén potentiaalin ja paikallisten virtojen aiheuttaman magneet-
tikentdn summa

B(r) = —puoVip(r) + poM(r) (6.16)
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Aineen ulkopuolella M on nolla, joten sielld kenttd saadaan skalaaripoten-
tiaalista, joka on siis integraali aineessa olevista dipolimomenttialkioista.

Téssd on péaddytty jokseenkin samanlaiseen kuvailuun kuin eristekap-
paleiden kanssa. Magneettisen skalaaripotentiaalin saa edelleen muotoon

o) = /VOM(r')-fr_JdV'

ar r—r/3

1 [ M- 1 "M
= —]{ 7“615’——/ VoM Gy (6.17)
4 Js, v —1/| 4 Jy, v —1/|

_ 1 f om(r) dS/Jri/ Pu(E) o

ar Js, v — 1| Am Jy, v —1/|

Niin méaéritellyt magneettisten napojen tiheys p)s ja magneettisen
napavoimakkuuden pintatiheys o;; ovat samankaltaisia apusuureita kuin
polarisaatiotiheydet pp ja op sdhkostatiikassa.

6.3 Magneettikentin voimakkuus

Magneettisen aineen itsensé liséksi kokonaiskenttédén vaikuttaa vapaiden va-
rausten aiheuttama virta. Esimerkiksi rauta voi olla magnetoitunutta ja
lisdksi sen johtavuuselektronit kuljettavat ”vapaata” virtaa. Niinpé

Ho Ix(x-r) _,
B(r)=— | ———==dV' — oV M 6.18
0 =12 [ T pOVO() + M) (618)
Téamé& voidaan laskea, mikédli M ja J ovat tiedossa kaikkialla. Usein virta
tunnetaankin, mutta M riippuu B:std. Vaikka rakenneyhtilé M(B) tunnet-
taisiinkin, meille jd& yh& integraaliyhtélo B:n itsensé laskemiseen.

Tamén ongelman késittelemiseksi otetaan kayttoon apukenttd H, jota
kutsutaan magneettikentin voimakkuudeksi

H- ~B-M (6.19)
Ho
Téll6in )
1 Ix((r—-1) _,
Hr)=— | ————=—=dV' — 6.20
0 =4 | T oV (x) (6.20)

Tamé voi nayttad turhalta tempulta, koska H riippuu yhd M:std ppsin ja
opr:n kautta, mutta toimihan samanlainen temppu myd6s sihkostatiikassa.

Kentéin H hyodyllisyys piilee siiné, etté sille saadaan virrantiheydesté
riippuva differentiaaliyhtélo. Palautetaan ensiksi mieleen, ettd V- B = 0 on
kokeellinen laki, jonka mukaan magneettivuon tiheys voidaan aina palauttaa
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virtajakautumiin, eiké todellisista eristetyistd magneettisista monopoleista
ole havaintoja. Nyt Amperen laissa on térked huomioida kaikki sihkovirrat

V xB=pug(J+Jum) (6.21)

missd J kuvaa varausten siirrokseen liittyvid vapaata virtaa. Tamé pétee
kaikkialla muualla kuin pintavirtaa yllipitdvin kappaleen pinnalla. Otta-
malla huomioon relaatio Jy; = V x M, saadaan tésté

VxH=1J (6.22)

Siis H-kentén pyorteet aiheutuvat vain vapaiden varausten kuljettamasta
virrasta. Magneettisten ongelmien ratkomiseen tarvitaan tdmén lisdksi tie-
tenkin V-B = 0, reunaehdot ja kokeellinen rakenneyht&lé B:n ja H:n vilille.

Integraalimuodossa H:lle pétee
IZ/qusz/vXqusszLm (6.23)
S S C

eli magneettikentéin voimakkuuden integraali pitkin suljettua lenkkid on
yhtd suuri kuin varausten kuljettama kokonaisvirta lenkin 1&pi.

6.4 Suskeptiivisuus ja permeabiliteetti

Kenttien B ja H vélinen suhde riippuu viéliaineen ominaisuuksista samaan
tapaan kuin kenttien D ja E yhteys. Magneettiset aineet ovat yleensé niin
monimutkaisia, ettd rakenneyhtilé on méaritettiava kokeellisesti. Suurelle
joukolle aineita (LIH) yhteys on muotoa

M = x,,H (6.24)

missé kerroin y,, on magneettinen suskeptiivisuus. Epéisotrooppiselle
mutta lineaariselle véliaineelle x,, on tensori, epélineaarisessa véliaineessa
se riippuu lisdksi magneettikentésté. Talla kurssilla rajoitutaan isotrooppi-
siin magneettisiin véliaineisiin. SI-yksikoissd magneettinen suskeptiivisuus
on dimensioton suure (sihkoisen x:n dimensio on sama kuin €g:n).

Jos xm > 0, viliaine vahvistaa ulkoista magneettivuon tiheytta ja ainet-
ta kutsutaan paramagneettiseksi. Jos taas x,, < 0, magneettivuon tiheys
heikkenee ja aine on diamagneettista. Sekd paramagneettisilla ettd dia-
magneettisilla aineilla magneettinen suskeptiivisuus on pieni: |x,,| < 1.

Kenttien M ja H vilinen lineaarinen yhteys merkitsee, ettd myos kent-
tien B ja H vélinen rakenneyht&ld on lineaarinen

B = uo(1 +xm)H = pH (6.25)

missé p on viliaineen permeabiliteetti. Aineiden magneettisia ominaisuuk-
sia tarkastellaan hieman enemmén luvussa 10.
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Kuva 6.2: Magneettikenttédvektoreiden reunaehtojen méérittdminen.

6.5 Magneettikenttivektoreiden reunaehdot raja-
pinnalla

Tarkastellaan kuvan 6.2 mukaista kahden véliaineen rajapintaa. Magneet-
tivuon tiheyden B reunaehto on analoginen sihkévuon tiheyden D reunaeh-
don kanssa. Kuvan pillerirasian pinnan yli laskettu B:n integraali on

%B-ndS:/V-BdV:O (6.26)
S |4

Litistdmaélla pillerirasian vaippa infinitesimaaliseksi saadaan

fB~ndS:B2-n2AS—|—B1-n1AS:O (627)
S
missd AS on rasian kannen pinta-ala. Koska n; = —no, niin

By, — B1, =0 (6.28)

eli magneettivuon tiheyden normaalikomponentti on jatkuva rajapinnan
lépi.

Magneettikentéin voimakkuudelle saadaan reunaehto Stokesin lauseen
avulla tarkastelemalla H:n lenkki-integraalia kuvan suorakaidetta pitkin

]{H-dl:/S(VxH)-ndS:/SJ-ndS (6.29)

missd n on normaalikomponentti integroimislenkin 1iapi (n = ny x ly). Litis-
tettéiessd integroimislaatikko jélleen infinitesimaaliseksi silmukan 1dpi kulke-
va virta voi olla ainoastaan pintavirtaa j, joten

J-nAS = AZJ . (n2 X 10) (630)
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jonka avulla saadaan
?{H.dlz (Hy — Hy) - 10Al = Alj - (ns x 1) = AL(§ x m2) - 1o (6.31)
josta seuraa reunachto

(Hy —Hip) = (j xna)y (6.32)

eli magneettikentéin voimakkuuden tangentiaalikomponentti on jatkuva ra-
japinnan yli, ellei pinnalla ole pintavirtaa. Mik&li H-kenttd tunnetaan pin-
nan molemmin puolin, saadaan pintavirran tiheys lausekkeesta

ng X (H2 — Hl) :_] (633)

Useissa magnetismiin liittyvissd ongelmissa on néppérdé tarkastella vuo-
putkia. Tarkastellaan magneettikentin kenttéviivoja, siis viivoja, jotka ovat
jokaisessa pisteessid kentdn B tangentin suuntaisia. Vuoputki on ikd&dnkuin
kimppu kenttidviivoja tai tdsméllisemmin alue, jonka vaipan ldpi ei kulje
yhtédn kenttdviivaa. Olkoot S; ja Sy vuoputken péit. Télloin vuoputken
tilavuuden yli laskettu integraali on

/ V- -BdV = B-ndSQ— B-n'dSlzcb(Sg)—CD(Sl):O (6.34)
\%4 So S1

missé n ja n’ ovat magneettikentin suuntaan laskettuja putken piiden nor-
maalivektoreita. Magneettivuo pitkin vuoputkea on siis vakio.

Huom. Ylldoleva tulos koskee vain B-kenttdd eikd valttaméatta pade
H-kentalle:

/‘/V-HdV:/V(—V-M)dV:/VpMdV (6.35)

Vuoputkeen voi siis tulla magneettikentéin voimakkuutta, mikéli véliaineen
magneettisten napojen tiheys on &dérellinen eli aineella on nollasta poikkeava
napavoimakkuus.

6.6 Reuna-arvo-ongelmia magneettikentissa

Magneettiset reuna-arvo-ongelmat ovat yleensd monimutkaisempia kuin séh-

kostatiikan vastaavat ongelmat. Séhkovirtojen olemassaolo, epédtasainen mag-
netoituminen tai epédlineaarinen rakenneyhtalo edellyttévat Laplacen yhtaloa
monimutkaisempien yhtéléiden ratkomista ja hankaloittavat reunaehtoja.

Rajoitutaan téssd yksinkertaisiin tilanteisiin.

Virrattomuus (VxH = 0) tekee mahdolliseksi magneettikentén esittdmi-
sen skalaaripotentiaalin gradienttina H = —V . Jos liséksi aine on magneet-
tisesti ainakin likimain lineaarista eli B = uH ja tasaisesti magnetoitunutta
(V-M =0), niin V- H = 0 ja piddsemme ratkaisemaan Laplacen yht&lod

V2 =0 (6.36)



80 LUKU 6. MAGNEETTIKENTTA VALIAINEESSA

Magnetoituva pallo tasaisessa magneettikentéssa

Tamé ongelma on periaatteessa sama kuin luvun 3.5 eristepallo tasaises-
sa ulkoisessa sihkodkentéssé. Lausumalla ¢ vyohykeharmonisten funktioiden
avulla ja kdyttdméilld reunaehtoja saadaan (HT) magneettikentiille lausek-
keet pallon sisélla

3By .
By=————e€, =vakio 6.37
* = T 2u/n) (037
ja pallon ulkopuolella
(1/ o) — 1} (0)3 :
B, =8B z—i—{; — ] By(2e,cosf + 0 6.38
1 he /o) +2) o 0(2e, cosf + ey sin f) (6.38)

missé e, on ulkoisen magneettikentdn suuntainen, koordinaatiston origo on
pallon keskipisteessé ja kulma 6 on poikkeama z-akselilta.

Tésséd on syytd huomata, ettd nimenomaan B-kentté vastaa rakenteeltaan
sihkostatiikan D-kenttaa.

Tasaisesti magnetoituneen pallon kentti tyhjéssa

Olkoon pallon sidde a ja magnetoituma vakio M = Me,. Tilanne on jélleen
aksiaalisymmetrinen, joten magneettinen skalaaripotentiaali pallon ulkopuo-
lella (1) ja sisdlld (2) voidaan kirjoittaa (ks. luku 2.9.2)

Pi(r,0) = icmf("H)Pn(cose) (6.39)
n=0

Pa(r,0) = iAZnTnPn(COSQ) (6.40)
n=0

Erona aiempiin vastaaviin laskuihin on, etté nyt ei ole taustan kenttédé, joten
ulkokentéssé kaikki r:n positiiviset potenssit on jatettava pois. Sisdkentéissi
el voi puolestaan olla negatiivisia potensseja, jotta ratkaisu olisi dérellinen
pallon keskipisteesséd. Reunalla r = a

Hiyg = Hoy (6.41)
By, = B, (6.42)

H:n reunaehdosta seuraa yksinkertaisesti

1991 _10¢»
a 00 a 00

B-kentédssd on mukana myds magnetoituma

(6.43)

B(r) = —puoVip(r) + poM(r) (6.44)
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ja tdmén jatkuvuus reunalla edellyttad

o Oy
—Ho—5 = = —Ho—p + oM cos 6 (6.45)

Sijoittamalla néihin :n lausekkeet saadaan yhtalot

Z(C’lna*("ﬂ) — Ag,a™)Py(cosf) = vakio  (6.46)

n=0

10C10a ™% + po Y Pu(cos0)[Crn(n + 1)a~ ") 4 Ay,na™']  (6.47)
n=1

—poM cosf =0

P,:t ovat ortogonaalisia funktioita, joten jokaisen n-termin summauksissa
taytyy toteutua erikseen. Kun n = 0, saadaan ehdot

Cloail—Ago = vakio (648)
1oCroa™2 = 0 (6.49)

Siis C1p = 0 ja my0ds Agg voidaan valita nollaksi ilman, etté silld on vaiku-
tusta kenttiin B tai H. Termeille n = 1 on voimassa

Cria3—A4y = 0 (6.50)
2011a_3 +Ayy—M = 0 (651)
jonka ratkaisuna on C11 = Ma®/3 ; Ay = M/3.

Kun n > 2 yhtélot toteutuvat ainoastaan kertoimilla Cy,, = As, = 0.
Ongelma on ratkaistu. Potentiaalit ovat

Di(r0) = %M(a?’ /r2) cos 6 (6.52)
Po(r,0) = %Mr cos 6 (6.53)
ja H-kentét saadaan néiden gradientteina
H, = %M(a3/r3)[2er cos B + eg sin 0] (6.54)
Hy, — —%Mez (6.55)

Ulkoinen B-kenttd on poH;. Koska pallon magnetoituma M = Me,, jai
pallon sisédiseksi B-kentéksi
2 2
B; = gUOMez = g.UOM (6.56)
joka on siis vastakkaissuuntainen H-kentélle. Ongelman voisi ratkaista myos
luvussa 6.2 esitetylld tavalla skalaaripotentiaalin avulla, jolloin tehtédvéksi
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jad magnetoituman integroiminen. Tasaisesti magnetoitunut pallo on analogi-
nen tasaisesti polarisoituneen pallon kanssa.

Huom. Vaikka Maxwellin yhtélét ovat yksinkertaisemmat tyhjokentille
E ja B, jolloin ei tarvita rakenneyhtélditéd, kdytdnnon magneettisissa on-
gelmissa H-kentté on usein yksinkertaisempi tarkasteltava.



