Luku 7

Sihkomagneettinen induktio

Oppimateriaali RMC luku 11 ja CL 8.1; esitiedot KSII luku 5.

Toistaiseksi olemme tarkastelleet vain ajasta riippumattomia kenttis. Ne
voi mainiosti kuvitella kenttéviivojen avulla, joten emme ole térménneet mi-
hink&#n, mikéd puolustaisi Feynmanilta lainattua toteamusta kurssin alussa.
Tésséd luvussa alamme tarkastella ajasta riippuvia kenttia ja siirtyé alueelle,
jossa mielikuvitus joutuu paljon kovemmalle koetukselle.

7.1 Faradayn laki

Sahkostaattiselle kentélle pitee ¢, E - dl = 0. Mikili kenttd ei ole staat-
tinen ja siten integraali ei ole nolla, silmukkaan C' sanotaan indusoituvan
sihkémotorisen voiman (smv)

E:]iE-dl (7.1)

joka havaintojen mukaan vastaa silmukan ldpéisevin magneettivuon muu-
tosta

£=-" (7.2)

Tamé& on Faradayn induktiolaki. Se ei riipu mitenkéén siité, kuinka mag-
neettivuon tiheys itsessédn muuttuu. Lain olemassaolo ei myoskéddn riipu
fysikaalisen silmukan olemassaolosta, vaan pétee annettua reittia C pitkin
lasketulle integraalille. Faradayn laki on jélleen kokeellinen luonnonlaki, joka
ei seuraa mistddn muista luonnonlaeista.

Séhkoémotorisen voiman yksikk6 on sama kuin potentiaalieron eli voltti.
Séhkoémotorinen voima ei kuitenkaan ole mink#in kahden pisteen vilinen
jannite, koska se lasketaan aina suljetun silmukan yli!
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Koska Faradayn laki ei riipu kentén jakautumasta silmukan siséllé, voi-
daan silmukka ajatella kiinteiksi ja vieda aikaderivaatta vuointegraalin si-
sddn, jolloin siité tulee osittaisaikaderivaatta

j{E-dl:—i/B-ndS (7.3)
c dt Js

ja Stokesin lauseen mukaan

/VxE-ndS:— 8—B-ndS (7.4)
S s Ot

Tamé on voimassa kaikille kiinteille pinnoille, joten Faradayn laki differen-
tiaalimuodossa on

VXE:—%—]? (7.5)

joka on Maxwellin kolmas yht4lo.

Edella oletettiin integrointisilmukka kiinte#ksi. Faradayn lain integraali-
muodossa E on siis sédhkokenttéd silmukka-alkion dl kohdalla koordinaatis-
tossa tai aineessa, jossa dl on levossa. Jos tarkastellaan liikkuvia silmukoi-
ta ja mahdollisesti liikkeen mukana muuttuvia silmukoita, liikkeen kanssa
tdytyy olla huolellinen. Magneettikentdn kokonaismuutos havaitsijan koor-
dinaatistossa riippuu seké eksplisiittisesté aikamuutoksesta (0/0t) ettd muu-
toksesta litkkeen mukana (V - V), misséd V(r,t) on viliaineen virtauskentté
havaitsijan koordinaatistossa. Silloin siis

d 0
72 V.V (7.6)
Faradayn laissa oleva miinusmerkki ilmaisee Lenzin lain: “Induktiovir-
ta vastustaa muutosta, joka sen aiheuttaa”. Induktiovirta kuluttaa ener-
giaa. Tdmé energia on saatava systeemilté, joka aiheuttaa induktion. Tama
merkitsee, ettd induktion aiheuttajan on tehtédva tyotd induktiovirran vas-
tavaikutuksen voittamiseksi. Lenzin laki on usein kdtevi tapa mé#rittas in-
dusoituvan virran suunta, joka saattaa olla vaikea johtaa aikaderivaatan ja
roottorin sisdltdvisti abstraktin nikoisestd Faradayn laista.

Faradayn lain avulla voidaan ymmaértééd esimerkiksi betatronin toimin-
ta. Olemme todenneet, ettd vain sdhkokenttd voi tehd&d tyotd varattuun
hiukkaseen. Betatronissa muuttuva magneettikenttd indusoi sdhkokentén,
joka kiithdyttdd hiukkasia. Lorentzin voiman lauseke ei tietenkd#dn rajoitu
staattisiin sahko- ja magneettikenttiin.

Esimerkki: Liikkuva johdin magneettikentissa

Tarkastellaan yksinkertaisena, mutta toivottavasti ajatuksia heréttavéna esi-
merkkind magneettikentéisséd likkuvaa johdetankoa. Oletetaan, ettd johde-
tanko ab (pituus L) liikkkuu vakionopeudella v pitkin johdinkiskoja ja saapuu
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Kuva 7.1: Magneettikenttdén saapuva kiskoilla liikkuva johdintanko.

alueeseen = > x, jossa on vakiomagneettikenttd B kohtisuorassa silmukan
tasoa vastaan (kuva 7.1). Asetetaan vilille cd suuriresistanssinen jénnite-
mittari (silmukassa abcda ei siis kulje virtaa).

Kentéssd olevan johdetangon vapaisiin varauksiin vaikuttaa Lorentzin
voima

F=¢(E+v xB) (7.7)

Voiman magneettinen osa ajaa positiivisia ja negatiivisia varauksia tan-
gon eri piaihin. Tadmé aiheuttaa sihkokentéin, joka pyrkii vastustamaan va-
rausseparaatiota ja syntyy tasapainotilanne, jossa sdhkokenttd suuntautuu
pisteesté a kohti pistettd b ja kentdn suuruus on

E=uB (7.8)

Tangon péiden a ja b vélilld on jannite
b
Vab:(pa—(pb:/E'dIZEL:BLU (7.9)
a

Tétd sanotaan liikkeen indusoimaksi potentiaalieroksi (joskus epétédsmélli-
sesti liikkeen indusoimaksi séhkomotoriseksi voimaksi).

Edelld ei tarvittu induktiolakia ollenkaan, vaan mikrofysikaalinen tarkas-
telu oli riittdvi. Voimme toisaalta laskea magneettivuon silmukan abeda 14pi,
kun johdetanko kulkee magneettikentéisséd. Valitsemalla integroimispinnan
eli silmukan tason normaalivektori magneettikentdn suuntaiseksi saadaan
vuon muutosnopeudeksi

dd dA dz
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joten Faradayn lain mukaan piiriin indusoituu smv

d®
—— =Bl 11
o v (7.11)

Merkki kertoo, ettd sihkomotorinen voima vaikuttaa kuvaan merkittya posi-
tiivista kiertosuuntaa vastaan. Jos virtapiiri oikosuljettaisiin jainnitemittarin
kohdalta, niin induktiovirta kulkisi myotéapaivaan. Induktiovirta pyrkii siis
pienentdméin magneettivuon muutosta silmukan l&pi.

Ajatellaan sitten, etti neliosilmukka (sivu L) saapuu magneettikentt&din
nopeudella v. Oikosuljetaan piiri, jolloin virta voi kulkea siiné. Silmukan tul-
lessa magneettikenttddn vuon muutos on vakio (—BLv), ja piiriin syntyvéin
myotépaivadn kulkevan induktiovirran suuruus on BLv/R (R on piirin re-
sistanssi). Kun silmukka on kokonaan magneettikentén sisilld, vuo ei endé
muutu ja virta lakkaa kulkemasta. Kannattaa huomata, ettd induktioilmi®
voitaisiin tésséd tapauksessa selittdd myos Lorentzin voiman avulla.

Silmukan tullessa kenttdén sivuun ab kohdistuu nopeudelle vastakkaissu-
untainen voima F suuruudeltaan BLI, joten silmukan kiskomiseen tarvitta-
va teho on F'v = BLIv. Tamé& on tdsmilleen yhtd suuri kuin virtasilmukan
ohmiset tehohéviot.

Oletetaan nyt, ettéd neliosilmukka on kokonaan alueessa x > xg eiké li-
iku. Muutetaan magneettikenttéé silmukan kohdalla ajan funktiona: B(t) =
But/L. Talloin magneettivuo silmukan ldpi on ®(¢) = BvLt, jolloin vuon
muutos on sama kuin edelld liikkuvan tangon tapauksessa. Ratkaisevana
erona edelliseen tilanteeseen on se, ettei induktioilmiotd voida nyt selittéda
Lorentzin voiman avulla (v x B = 0).

Magneettikenttdin saapuvan silmukan tilannetta voitaisiin tarkastella
myo0s silmukan mukana liikkuvan tarkkailijan kannalta. Hanen mielestdan
magneettisia voimia ei ole, joten taas tarvitaan induktiolakia selittaméaan
sdhkomotorisen voiman syntyminen.

Se, etté lilkkkeen indusoima potentiaaliero on yhtd suuri kuin muuttuvan
magneettikentén aiheuttama sdhkdémotorinen voima, ei ole itsestddn selvaa.
Tamén ekvivalenssin selvittdminen oli keskeisessé osassa, kun Einstein ke-
hitti suppeamman suhteellisuusteorian vuonna 1905. Liikkuvissa koordi-
naatistoissa oikean integroimistien valinta vuon muutoksen laskemiseksi ei
ole aina helppoa. Koska Maxwellin yhtélot kuitenkin osoittautuvat Lorentz-
invarianteiksi, Faradayn laki differentiaalimuodossa ja Lorentzin voiman lau-
seke pétevit kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa.

7.2 Itseinduktanssi

Tarkastellaan eristettyé virtasilmukkaa, jossa magneettivuo on silmukan it-
sensd aiheuttama. Biot'n ja Savartin lain mukaan magneettikentta riippuu
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lineaarisesti silmukassa kulkevasta sidhkovirrasta I. Kiintedssd muuttumat-
tomassa silmukassa vuon muutos johtuu vain virran muutoksesta, joten

dd  dddl
= A2
dt dl dt (7.12)
Virran ja vuon muutoksen vilistd verrannollisuuskerrointa
do
L= " 1
I (7.13)

kutsutaan silmukan itseinduktanssiksi. Jos vuo on suoraan verrannollinen
virtaan, L = ®/I. Virran muutos indusoi sahkémotorisen voiman

dl

E=—-L— 7.14

7 (7.14)
Koska sihkomotorisen voiman SI-yksikké on voltti, niin induktanssin SI-
yksikko on Vs/A = H eli henry. Itseinduktio ilmenee esimerkiksi siten, etté
virtapiireissé virta ei koskaan kytkeydy tai katkea taysin hetkellisesti. It-
seinduktio korostuu, jos piirissd on kdami, koska silloin piirin induktanssi on
kiaytannossi sama kuin kddmin induktanssi.

Toroidaalisen kelan itseinduktanssi

Muodostetaan kela kdamimélld johdinlankaa N kierrosta toruksen ympéri
(poikkileikkauksen ala A). Itseinduktanssiin vaikuttaa seki kela itse etté sil-
mukkaan virtaa syottava johteen ulkoinen osa. Oletetaan, ettd ulkoinen osa
on koaksiaalikaapeli, joka ei aiheuta merkittdvas ulkoista kenttdia. Amperen
kiertosd&nto antaa magneettikentéiksi toruksen sisalla

~ polVI

B
l

(7.15)

missé [ on toruksen keskiméérdinen pituus (luku 5.3). Magneettivuo jokaisen
yksittéisen kierroksen lapi on

o) = “Ojjm (7.16)
ja kaikkien kierrosten yhteenlaskettu vuo on
o — w (7.17)
josta saadaan induktanssi
L 40 NP (7.18)

T
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7.3 Keskinaisinduktanssi

Tarkastellaan sitten n kappaletta erillisid silmukoita. Kirjoitetaan kaikkien
silmukoiden aiheuttama yhteenlaskettu vuo silmukan ¢ ldpi muodossa

= Zn: ®y (7.19)

=1
Tahén silmukkaan indusoituu smv
" dd;;
& =— J 7.20
=2 (7.20)

Jos kaikki silmukat ovat kiinteitd, kunkin silmukan osuus ®;; riippuu vain
siind kulkevan virran muutoksesta, joten

dd;;  ddy; dI;

=_Y 7 7.21
dt dl; dt ( )

Kertoimia .
M;; = L/ i 7.22

kutsutaan silmukoiden 7 ja j vélisiksi keskinéisinduktansseiksi.

Jos viliaine on magneettisesti lineaarinen, M;;:t ovat vakioita. Séhkémo-
torisen voiman lauseke sisdltdd myos silmukan 4 itseinduktanssin L; = M;;.
Keskinaisinduktanssi voi olla positiivinen tai negatiivinen riippuen virto-
jen kulkusuunnista silmukoissa. Tarkastellaan kahta kiintedé silmukkaa lin-
eaarisessa véliaineessa (yksinkertaisuuden vuoksi u = pg). Télloin

My = -2 (7.23)

Lasketaan magneettikenttd Biot’n ja Savartin lailla ja integroidaan siitd
magneettivuo

d11 X (I‘2 — 1'1):|
By = 1O —— | -ndS 7.24
21 = I 1/ {fél Ity — 1|3 naoz ( )
Kayttamalla kaavaa
dl — dl
7{ &;1) -V, X 7{ o (7.25)
¢, |ra—ry ¢ [r2 —

saadaan

dl
M21 = @/ VQX l:?{ 41}~nd5'2
47 (o)) |I'2*I‘1‘

_ % 7{ dly - dly (7 26)
Co JCq ‘I‘Q - rl‘ '
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jota kutsutaan Neumannin kaavaksi.

Neumannin kaava ei ole kovin hyddyllinen induktanssien laskemisessa,
mutta se osoittaa, ettd keskindisinduktanssi on puhtaasti silmukoiden geo-
metriasta johtuva suure ja siten silmukoiden itsensd ominaisuus. Silmukoissa
kulkeva sdhkovirta ei vaikuta lineaarisessa tapauksessa induktanssiin. Li-
siksi keskindisinduktanssi on symmetrinen silmukoiden vaihtamisen suhteen
(Mya = Msy), miké vaikuttaa ensi nikeméltd hieman yllattavilta.

Keskindisinduktanssin laskeminen on kéiytinnossd hankalaa, mutta mit-
taaminen varsin yksinkertaista: syttetdén piiriin 1 tunnettu virta ja mi-
tataan sen indusoima smv piirissé 2. Helpointa tdmé on toteuttaa sinimuo-
toisen vaihtovirran avulla.

Kelojen kytkenndistia

Virtapiireissd on usein keloja, jotka on kytketty joko sarjaan tai rinnakkain.
T&ysin haviottomén kelan rakentaminen on vaikeaa ja k&yténnossa niilla
on aina myo6s sisdinen resistanssi. Tarkastellaan kahta sarjaan kytketty&
kelaa, joiden itseinduktanssit ovat L; ja Lo, resistanssit R; ja R ja ke-
skindisinduktanssi M. Olkoon kytkennén jéannite V. Virran muuttuessa kum-
paankin kelaan indusoituu smv, jolloin

V4+E +E=RiI+ Rl (7.27)

josta saadaan

dI
V= (Ri+ Ro)l + (Ly + Ly +2M) (7.28)

eli tilanne vastaa efektiivistéd resistanssia (R + Rg) yhdessé efektiivisen in-
duktanssin (L; + Lg + 2M) kanssa.

Kahdelle rinnakkain kytketylle kelalle vastaavia efektiivisid resistansseja
ja induktansseja ei voida esittédéd yksinkertaisina funktioina suureista Lq, Lo,
R ja R, koska vastus-kela-parien lapi kulkee eri sihkovirta. Jos resistanssit
ovat niin pienié, ettd ne voidaan jattdd huomiotta, saadaan yhtalopari

dl dls
vV o= L2t m®2
a T
dls dl
V = Lo—+M— 7.29
o M (7.29)
Eliminoimalla ensin dI; /dt ja sitten dIy/dt saadaan kaksi yhtaloa
dI
V(Ly— M) = (LiLy— M*)=1
dt
dl
V(Li— M) = (LiLy— M*)=2 (7.30)

dt
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Kuva 7.2: Levy, jonka keskelld kulkevassa kdamissa kulkee tasavirta 1. Reu-
nalla on tasaisin vélein varattuja palloja.

Laskemalla ndmé yhteen saadaan lopulta mééritetyksi efektiivinen induk-

tanssi
LiLy— M? dI

T Li+L,-2Madt
Induktanssit ovat tarkeitd vaihtovirtapiireissé, joita emme varsinaisesti késittele

talla kurssilla. Vaihtovirrat on kuitenkin hyddyllistéd kerrata vaikkapa KSII:n
luvusta 6. My6s RMC:n luku 13 on oivallinen johdatus asiaan.

1% (7.31)

7.4 Péahkina purtavaksi

Palataan lopuksi perusongelmien pariin (Feynman, osa 2, luku 17-4). Tarkas-
tellaan levyé, joka péfisee pyorimédn akselinsa ympéri (kuva 7.2). Keskelld
on kadmi, jossa pieni paristo pitdid ylla tasavirtaa. Levyn reunalla on ta-
sainen varausjakauma, esimerkiksi samanlaisia varattuja palloja. Oletetaan,
ettd levy ei téssd tilanteessa pyori. Oletetaan sitten, ettd virta kéd&dmissa
katkeaa #killisesti ilman ulkopuolista vaikutusta. Alkaako levy pyoria?

Magneettikentéin heikkeneminen indusoi vihéksi aikaa sihkokentan. Geo-
metrian perusteella kenttéiviivat ovat ympyroité, joiden keskipiste on levyn
akselilla. Varauspalloihin kohdistuva voima aiheuttaa silloin vaantémomen-
tin, jonka takia levy alkaa pyoria.

Toisaalta laitteiston liitkema&rdmomentti ennen virran katkaisua on nol-
la. Siihen ei kohdistu ulkoisia voimia, joten liikem&Adrdmomentin sdilymislain
perusteella levy ei ala pyorié.

Jos ensimmaéinen vastaus on oikea, miten k&y liitkem&adrdmomentin siily-
mislain? Jos taas jalkimmaéinen selitys pétee, niin sovellettiinko induktiolakia
vadrin?



