Luku 8

Magneettinen energia

Oppimateriaali RMC Luku 12 ja CL 7.3; esitiedot KSII luvut 4 ja 5.

Luvussa 4 todettiin, ettd staattiseen sdhkokenttadn liittyy tietty ener-
gia. Ndin on myos magneettikentéin laita, silld Faradayn lain mukaan mag-
neettikentdn muuttaminen aiheuttaa muutosta vastustavan voiman ja siten
magneettikentdn luominen edellyttid tyoté.

8.1 Kytkettyjen virtapiirien energia
Tarkastellaan yksinkertaista virtasilmukkaa, jossa kulkee virta I ja jonka
vastus on R. Liitetdén virtapiiriin janniteldhde V. Talloin

V+E&=IR (8.1)

missé £ on virtasilmukkaan indusoituva smv. Jannite tekee tyota siirtdmallé
varauksia silmukassa. Differentiaalisen varauksen dg = I dt osalta ty6 on

Vdg=VIdt=—Eldt +I°Rdt = I1d® + I*Rdt (8.2)

Termi I?R dt antaa resistiivisen tehon hivikin limmoksi (Joulen limmitys).
Termi I d® on indusoitunutta sihkémotorista voimaa vastaan tehty tyo, joka
tarvitaan magneettikentdn muuttamiseen:

AW, = Id® (8.3)

missé alaindeksi b viittaa ulkoisen janniteldhteen (esim. pariston) tekeméin
tyohon.

Tarkastellaan sitten systeemié, joka koostuu n kappaleesta virtapiirejé:

AW, =>_ I; d®; (8.4)
=1
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92 LUKU 8. MAGNEETTINEN ENERGIA

Oletetaan, ettéd kaikki vuonmuutokset ovat periisin systeemin silmukoista,
jolloin
n
d®;;
d®; = S
¢ Z d Ij

J=1

dI; =Y M;;dl; (8.5)
j=1

Oletetaan lisdksi, ettéd silmukat ovat jaykkid ja paikallaan, jolloin energian-
muutoksiin ei liity mekaanista tyotd. Talloin dWj on yhtésuuri kuin mag-
neettisen energian muutos dU. (Virrat oletetaan myds riittdvin hitaasti
muuttuviksi, jolloin ei tarvitse ottaa huomioon séteilyhévisité.)

Rajoitetaan tarkastelu yksinkertaiseen véliaineeseen, jossa magneetti-
vuon ja virran vélinen suhde on lineaarinen. Lasketaan virtapiirisysteemin
energia ldhtien tilasta, jossa kaikille virroille I; = 0. Véliaineen lineaarisuu-
desta johtuen lopullinen magneettinen energia ei riipu tavasta, jolla tila on
saavutettu. Néin ollen kaikkien silmukoiden virtaa voidaan kasvattaa nol-
lasta lopputilaan samassa tahdissa eli joka hetki I/ = al;, missid « kasvaa
0 — 1. Talloin d®; = ®; da ja systeemin magneettinen energia on

1 n n 1 1 n
U:/de:/ ZI{(I)ida:ZIZ-CI)i/ ado=53 I;®  (86)
0 =1 i=1 0 i=1

Téamé voidaan my6s ilmaista summana silmukoiden yli

n

Z Z M1, (8.7)
=1

Jj=1

U =

N =

josta saadaan suoraan yhdelle silmukalle (M7 = L1 = L = silmukan itsein-
duktanssi)

192
2L
Timin voi rinnastaa kondensaattorin energiaan Q2/(2C'), joka ilmaisee kon-
densaattorin sdhkokenttéddn varastoituneen energian. Kahdelle silmukalle
saadaan

1 1
U=glo= 5Lﬂ = (8.8)

1 1
U= 5Llff - 5L2122 + ML I, (8.9)

missé otettiin huomioon symmetria Mo = My = M. Harjoitustehtaviksi
ji4 osoittaa, ettéd LiLy > M?2.

8.2 Magneettikentin energiatiheys

Tarkastellaan ylldolevaa tilannetta magneettikentdn nidkokulmasta. Olete-
taan véliaine edelleen lineaariseksi ja virtapiirit yksinkertaisiksi silmukoiksi.
Télloin magneettivuoksi saadaan Stokesin lauseen avulla

Sz' Ci



8.2. MAGNEETTIKENTAN ENERGIATIHEYS 93
joten magneettinen energia on
1
U=3 Zj{ LA - dl; (8.11)
i G

siirrytdén sitten tilanteeseen, misséd sdhkovirta on tilavuusvirta J ja Cj
on suljettu lenkki johtavassa viliaineessa. Tilannetta voi ajatella suurena
joukkona lahellé toisiaan olevia silmukoita, jolloin I;dl; — JdV ja

>t~k

U:l/ J-AdV (8.12)
2 )y

eli

Séhkostatiikassa energia lausuttiin vastaavasti varaustiheyden ja potenti-
aalin integraalina (luku 4.2).

Koska VxH =JjaV-(AxH)=H-VxA—-A-V xH, niin
divergenssiteoreemaa kiyttamalld saadaan

UZE/H-VXAdV—l/AXH-ndS (8.13)
2 v 2Js

Fysikaalisesti jarkevé oletus on, ettd virtasilmukat eivét ulotu ddrettomyy-
teen, joten pinta S voidaan siirtdd kauas niiden ulkopuolelle. Kenttd H
heikkenee vihintdin kuten 1/r? ja vektoripotentiaali A vihintéifin kuten
1/r, mutta pinta kasvaa vain kuten r2. Siispi pintaintegraali hivids kuten
1/r tai nopeammin r:n kasvaessa rajatta. Tilavuusintegraali voidaan siis ot-
taa koko avaruuden yli ja tulokseksi tulee

U= 1/ H.-Bdv (8.14)
2 Jv

Samoin kuin sihkostaattisen energian tapauksessa voidaan maéritelld mag-
neettinen energiatiheys

1
u= H B (8.15)

Tulos pétee siis lineaariselle magneettiselle véliaineelle. Mikéli viliaine on
liséiksi isotrooppista, saadaan

2
1 H? = EB_

U= -p

1
> 3 (8.16)

Huom. Edelld tarkasteltiin stationaarista tilannetta. Sihkomagneettisen
kentén energia yleisessi ajasta riippuvassa tilanteessa késitelldan luvussa 9.
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Esimerkki: Koaksiaalikaapelin energiatiheys

Tarkastellaan koaksiaalikaapelia, jonka keskelld on a-séteinen johdin (mate-
maattisesti sylinteri), sen ulkopuolella sylinterisymmetrisesti eristekerros vi-
lilld @ < p < b, jonka ulkopuolella on jilleen johtava sylinterisymmetrinen
kerros b < p < c. Oletetaan, etté kaikkialla y = pg. Kulkekoon siséjohtimessa
virta I ja ulkojohtimessa virta —I. Suoran johtimen aiheuttama magneet-
tikenttd on Amperen kiertosddnnon perusteella

1
B = By(p) ey = M)T(p) ey (8.17)
™
Tarkastellaan sisempiid johdinta (0 < p < a). Tallsin I(p)/I = (7p?)/(7a?),
joten
tolp

By, = —= 8.18
Oa 2ral ( )
ja magneettinen energiatiheys on
BQ NOIQ P2
=— =" 8.19
ta 2up  8m2at (8.19)
Sisemmén johteen yli integroitu energia [:n pituisella matkalla on
I 21 a
pol?p? polI?
U, = dpdfdz = 8.20
¢ /// gnzat PP T e (8.20)
000

Johtimien vilissd a < p < b kenttd médraytyy sisemmén johtimen koko-
naisvirrasta ja vastaavat tulokset ovat

I
Ba = 2!
™
pol?
= — 8.21
up 82y (8:21)
112 b
Uy, = Ko In —
47 a

missé siis kokonaisenergia tarkoittaa johtimien vilisessd alueessa olevaa koko-
naisenergiaa. Uloimmassa johtimessa b < p < ¢ vastaavat lausekkeet ovat

pol ?
Bpe = b0 (S -
b 27r(02—b2)<p p)

pol? ! 2, 2
MO”2 [ PR 2 2 2 ]
e = ——r—r In-—-(¢*=0b —-b
U, (2 — 1) ¢'ln 4(0 )(3¢ )

ja kokonaisenergia on jilleen kyseisen vélin yli integroitu energiatiheys. Lo-
pulta koaksiaalikaapelin ulkopuolella kenttd on nolla, joten energiakin on
sielld nolla.
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8.3 Magneettikentin voimavaikutus virtapiireihin

Siirretdan virtapiirijarjestelmén yhta silmukkaa matka dr. Oletetaan, etti
silmukoissa kulkevat virrat séilyvét ennallaan. Téall6in siirroksessa tehty tyo
on

dW =F -dr (8.23)

Tyo6 koostuu kahdesta osasta
dW = dW, — dU (8.24)

misséd dU on magneettisen energian muutos ja dW; on ulkoisten ldhteiden
tekemé tyo, jotta virrat siilyvét ennallaan.

Eliminoidaan dW; olettamalla silmukat jilleen jaykiksi ja lineaarinen
viliaine. Magneettisen energian muutos on

1
dU == I;d®; 2
U= Z (8.25)
Toisaalta
AW, =Y I; d®; (8.26)
joten
AWy = 2dU (8.27)
ja
dU =F -dr (8.28)

eli voima saadaan energian gradienttina olettaen virrat vakioiksi

F=VU| (8.29)

Kéytannossé tilanne on usein sellainen, ettéd virtapiirin liike rajoittuu
kiertymiseen jonkin akselin ympéri. T&ll6in

AW =1 -d@ (8.30)

missd 7 on magneettinen vddntomomentti ja d@ on kiertyméan kulmaele-
mentti. VAdntomomentti akselin ¢ suhteen on siten

Ti = (g—g)l (8.31)

Tarkasteltu tilanne on siis samantapainen kuin luvussa 4.5 késitelty jirjeste-
ly, jossa johdesysteemi pidetdén vakiopotentiaalissa ulkoisen janniteldhteen
avulla. Joissain tapauksissa virtapiirien lapi kulkeva magneettinen vuo voi-
daan puolestaan ajatella vakioksi. Téllaisiin tilanteisiin joudutaan tarkastel-
taessa (lihes) ddrettomén hyvin johtavia viliaineita kuten suprajohteita tai
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tédysin ionisoitunutta harvaa plasmaa. T&ll6in mikéd&n ulkoinen ldhde ei tee
tyotd eli dWp, = 0 ja
F.dr=dW = —-dU (8.32)

Nyt voiman ja vadntomomentin komponentit saadaan derivoimalla U:ta
pitden ® vakiona, miké vastaa sahkostatiikassa vapaiden johteiden systee-
mié.

Kaytdnnon sovellutuksena magneettisesta vadntomomentista voi maini-
ta vaikka avaruusaluksen asennonsiitojirjestelmén. Maapallon magneet-
tikentdn vaikutuksen alaisena olevaan satellittiin rakennetaan kelajirjestel-
méi. Kun satelliittia halutaan kddntds, ajetaan keloihin sellaiset virrat, etta
satelliitti kddntyy haluttuun kulmaan magneettikenttaéin niéhden. Menetel-
mén etuna on se, ettid operaatio voidaan tehd4 aurinkoenergian avulla, hait-
tana taas kentédn pienuudesta johtuva vddntomomentin heikkous ja siten
operaation hitaus.

Kahden virtasilmukan vilinen voima

Palataan sitten aivan magnetostatiikan alkuun, missé kerrottiin Amperen
empiirisesti lausekkeesta voimalle kahden virtasilmukan vélilla (yht#lo 5.23).
Lasketaan sama tulos tdmén luvun keinoin. Virtapiirin 1 aiheuttama voima
virtapiiriin 2 on

Fo = VU = L1V M

1
= @111274 7{ (dly - dly) Vo
471' Cp JCo ‘I‘Q-I‘l’
Ho (1‘2—1’1)
— M7 1 - dly) 2 ) .
4W127€17€5(d1 L (8.33)

misséd keskindisinduktanssi M on ilmaistu von Neumannin kaavan avulla
(ks. luku 7). Ensi silméykselld ndyttd4 kuin olisimme saaneet eri tuloksen
kuin piti. Néin ei kuitenkaan ole, minké osoittaminen jaakoon harjoitusteh-
tavaksi.

Rautatanko solenoidin sisilla

Luvussa 4 tarkasteltiin levykondensaattorin sisélld olevaan eristepalkkiin
kohdistuvaa voimaa. Tarkastellaan nyt solenoidin sisilld olevaa rautatankoa,
jonka poikkipinta-ala on A ja permeabiliteetti p. Olkoon solenoidin pituus
[ ja olkoon sité kierretty IV kierrosta johteella, jossa kulkee vakiovirta I.
Vedetédn tankoa ulos solenoidista kunnes siitéd on enéé puolet sisélld ja las-
ketaan voima, joka yrittdd vetdéd tankoa takaisin (kuva 8.1).
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Kuva 8.1: Solenoidiin tydnnettyyn rautasauvaan vaikuttava voima.

Ongelma olisi itse asiassa aika vaikea, jos kysyttéisiin alkuperiisen tai
lopullisen tilanteen todellista magneettista energiaa, koska silloin olisi huo-
mioitava reunojen vaikutukset. Koska voima on energian gradientti, sen
médrittdmiseksi riittédé tarkastella kahden eri tilan eroa. Tarkastellaan ohei-
sen kuvan mukaista lyhytté siirrosta. Kuvien a) ja b) vélinen ero on, ettd
pituusalkio Az on siirretty kentén ulkopuolisesta osasta solenoidin siséén,
kun taas hankalan reunan kohdalla kaikki ndyttdd samalta molemmissa ku-
vissa. Koska H-kentté on lihes pitkittidinen alueessa Az ja koska H-kentédn
tangentiaalikomponentti on jatkuva sauvan sylinterinmuotoisen reunan yli,
voidaan magneettinen energia laskea lausekkeesta

1
U=g /MHQ dv (8.34)

missd H on vakio sauvan sisé- ja ulkopuolella, koska I on vakio. Siirroksen
jilkeen energia on

1
U(zo + Azx) = U(xo)—i-—/ (1 — po)H?*dV
2 Jara

1 N2I?
= U(xo) + 5(# ) B

ANz (8.35)

Koska voima on energian gradientti, se voidaan arvioida tésté

ou 1 N2I’°A 1
Fo= 2 = — ) = = H?A 8.36
2= 5, ~ 5= h) =0 5 XmHo (8.36)
Voima osoittaa z:n positiiviseen suuntaan eli vetai sauvaa solenoidiin. Tilan-
teesta, jossa magneettivuo ® on vakio, on yksinkertainen esimerkki har-

joituksissa.
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