Luku 9

Maxwellin yhtalot

Oppimateriaali RMC luku 16 ja CL luvut 8-9; esitiedot KSII luku 7 ja KSIII
luku 5.

Nyt meilld on koossa elektrodynamiikan peruspilarit silld tasolla, jolla ne
tunnettiin 1860-luvun alussa. Maxwell huomasi yhtéloissd piilevan teoreet-
tisen ongelman: Mité tapahtuu, jos varaustiheys ja siten sidhkokenttd muut-
tuvat ajallisesti? Amperen laki on voimassa vain staattiselle systeemille ja
ottamalla siitd divergenssi V - (V x H) = V - J nidhdéén, ettd V- J = 0.
Varaustiheyden muuttuessa ajallisesti pitéisi kuitenkin jatkuvuusyhtilon
Op/0t +V - J = 0 olla voimassa.

9.1 Siirrosvirta

Tarkastellaan kuvan 9.1 mukaista ajatuskoetta, jossa varataan kondensaat-
toria sdhkovirralla I. Ampeéren lain mukaan sdhkovirta on silmukkaa C

kondensaattorilevyt

Kuva 9.1: Amperen laki varattaessa kondensaattoria
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pitkin laskettu integraali
]{H-dlz J-ndS =T 9.1)
C St

missé Sp on pinta, jonka ldpi virta I kulkee. Nyt kuitenkaan mikéén ei sano,
misséd silmukan C' rajoittaman yhdesti yhtendisen pinnan tulisi olla, joten
pinnaksi pitdisi voida valita myos kondensaattorin levyjen vilisen alueen
kautta piirretty pinta S, joka ei leikkaa virtaa missddn ja

fH-dl: J-ndS =0 9.2)
C Sa

Molemmat integraalit on laskettu matemaattisesti oikein, joten ongelman
taytyy olla puutteellisesti ymmérretyssé fysiikassa. Ratkaisu on siiné, ettd
virta I tuo varausta kondensaattorin levylle eikd varaus poistu systeemisté
samaan tahtiin. Virralla on siis divergenssié pintojen S ja Se rajaamassa
tilavuudessa.

Tarkastellaan ongelmaa differentiaalimuodossa ldhtien varauksen jatku-
vuusyhtélosta

op
VIt =0 (9.3)

Varaustiheys voidaan ilmaista Gaussin lain avulla
V-D=p (9.4)

joten jatkuvuusyhtélé voidaan kirjoittaa muotoon

v-(u%—?):o (9.5)

Maxwellin oivallus oli korvata virrantiheys Amperen laissa ylldolevalla sulku-
lausekkeella ja tuloksena oli neljas Maxwellin laeista

oD
H=J+— 9.6
V X + 5 (9.6)
jota voi hyvalld syylld kutsua Amperen ja Maxwellin laiksi. Termid 0D /0t

kutsutaaan kentdnmuutosvirraksi, kenttavirraksi tai siirrosvirraksi.

Maxwellin idea siirrosvirrasta oli puhtaasti teoreettinen, silld sen vaiku-
tus on niin pieni, ettd mikiin tuolloinen mittaus ei ollut ristiriidassa Ampe-
ren lain kanssa. Siirrosvirta alkaa olla verrattavissa johtavuusvirtaan vasta,
kun we/o > 0.01 eli johteiden tapauksessa taajuuksien on oltava erittiin kor-
keita. Eristeissé tilanne on toinen ja jo tavallisessa 50 Hz vaihtovirtapiirissa
olevan kondensaattorin ldpi kulkeva virta on siirrosvirtaa. Kondensaattorin
siséistd virtaa ei tosin useinkaan tarvitse tarkastella virtapiirianalyysissa.
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Koska siirrosvirta tulee nikyviin vasta suurilla taajuuksilla, se liittyy
sdhkomagneettiseen aaltoliikkeeseen luonnollisella tavalla. Vuonna 1888 Hein-
rich Hertz todensi siirrosvirran olemassaolon tutkiessaan sihkomagneettisia
aaltoja. Tamén jélkeen my6s Maxwellin alunperin teoreettinen oivallus sai
kokeellisen perustan.

Varauksen jatkuvuusyhtil6 seuraa nyt Amperen ja Maxwellin laista
yvhdessd Gaussin lain kanssa, joten sitéd ei tarvitse ottaa mukaan erillisend
yhtalond. Tamé ei kuitenkaan tarkoita, ettd varauksen siilymislaki seu-
raisi Maxwellin yht&loistd, vaan sitéd, ettd annetussa tilavuudessa varauk-
sen ajallinen muutos kompensoituu alueeseen tulevalla tai siitd poistuvalla
sdhkovirralla, koska varaus séilyy!

9.2 Maxwellin yhtéilot

Nyt meilld on koossa koko Maxwellin yht&léiden ryhmé

V-D = p
V-B =0
0B
E = —— .
V X T (9.7)
oD
H = =
V x J+6t

Tassé lahdetermeiné ovat vapaat varaukset p ja vapaat virrat J. Sidotut
varaukset ja virrat on kétketty kenttiin D ja H. Mikéli kyseessd on tyhjoa
monimutkaisempi viliaine, tarvitaan lisidksi rakenneyhtilot D = D(E, B),
H=H(E,B) jaJ = J(E,B).

Yhtaloryhmé 9.7 ei kuitenkaan ole sen yleisempi tai rajoitetumpi kuin
luvussa 1 esitetty ”tyhjomuodossa” kirjoitettu yhtaloryhmé

vV.E = P
€0
vV-B =0
0B
E = —— .
V x 5 (9.8)
VxB = puod+epo

ot

misséd p ja J kuvaavat kaikkia varauksia ja virtoja. Esitysmuoto 9.7 on
joitain merkint6ja vaille sama, jossa Maxwell itse esitti yhtdlonsa. Muo-
toa 9.8 voi kuitenkin pitdd jossain mielessd perustavampana, koska se ei
ota mitdédn kantaa mahdollisen viliaineen sdhkdisiin tai magneettisiin omi-
naisuuksiin.
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Vaikka usein puhutaan neljéstd Maxwellin yhtalostd, yhtéloryhméssa 9.8
on kuitenkin 8 yhtilod (2 skalaariyhtilod ja 6 vektoriyhtéloiden komponent-
tia). Yhtdloryhmé on lineaarinen, joten yhtiléiden ratkaisuille pitee su-
perpositioperiaate. Mikéli ldhdetermit p ja J tunnetaan, on jiljelld 6 tun-
tematonta ja yhtéloryhmé riittdd mainiosti E:n ja B:n méirdamiseen. Jos
kuitenkin etsitddn itsekonsistentteja ratkaisuja, tuntemattomia on 10 kpl
(E, B, J ja p), joten systeemisté tarvitaan lisitietoa. Sellaiseksi kelpaa esi-
merkiksi Ohmin laki (J = oE). Kuten aina differentiaaliyhtéloita ratkot-
taessa, myos reunaehdot tiytyy méadrata oikein.

9.3 Sidhkomagneettinen energia ja liikeméaéra

Tarkastellaan seuraavaksi SM-kentédn energian ja litkemd#rdn siilymisté.
Kasitelldéin asia hieman perusteellisemmin kuin RMC:ssé.

9.3.1 Poyntingin teoreema

Oletetaan viliaine yksinkertaiseksi (LIH). Sdhkoinen ja magneettinen ener-
giatiheys ovat tuttuja kisitteitd luvuista 4 ja 8:

1

Ue = §E -D (99)
1
un = H-B (9.10)

Koska pyrimme tutkimaan néiden ajallista muutosta, etsimme Maxwellin
yhtédloista termejé, jotka sisdltavit kenttien aikaderivaattoja. Ottamalla Am-
péren ja Maxwellin lain skalaaritulo E:n kanssa ja vahentadmaélla siitd Fara-
dayn lain skalaaritulo H:n kanssa péaéstédn liikkeelle oikeaan suuntaan

H-VxE—E~VxH:—H-aa—]:’—E-aa—]t)—E~J (9.11)

Yhtélon vasen puoli voidaan vield kirjoittaa muotoon V - (E x H). LIH
véliaineen €, p ja o eivit riipu ajasta, joten

D 10

—==-—(E-D 12
ot 20t ( ) (9.12)
ja vastaavasti magneettikentélle. N&in olemme saaneet yhtalon
10
V-(EXH):—ia(E~D+B-H)—E~J (9.13)

Yhtélon oikealla puolella on sédhkémagneettisen energian ajallinen muutos
sekéd sdhkomagneettisen kentédn varauksille luovuttamaa energiaa kuvaava
termi. Integroidaan yhtélo annetun tilavuuden yli

d 1

S (ExH)dV = —
/VV(X)V a3

(E.D+B-H)dV—/ E-JdV  (9.14)
1%
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Kayttamalla divergenssiteoreemaa tdmé voidaan kirjoittaa muodossa

d 1

—/ J-EdV — 7/ LE-D+B-H)&V+{ ExH-nda (9.15)
1% dt Jv 2 v

missé tilavuuden V reuna on nyt kirjoitettu sekaannusten valttdmiseksi 9V

ja pintaelementti da.

Jos tilavuudessa V ei ole tyota tekevad sihkomotorista voimaa, yhtalon
vasen puoli on aina negatiivinen ja vastaa sihkomagneettisen energian dis-
sipoitumista Joulen lammityksené. Jos alueessa jokin prosessi tekee mekaa-
nista tyoté, voi yhtilon vasen puoli olla my6s positiivinen (J-E < 0). Télloin
kyseessd on jonkinlainen generaattori, joka muuttaa mekaanista energiaa
sihkomagneettiseksi energiaksi. Yhtélon oikella puolella on puolestaan séhko-
magneettisen energian ajallinen muutos ja termi, joka kuvaa vektorin

S=ExH (9.16)

vuota aluetta rajaavan pinnan ldpi. Vektoria S kutsutaan Poyntingin vek-
toriksi ja yhtdlod 9.15 Poyntingin teoreemaksi. Poyntingin teoreema il-
maisee sihkomagneettisen kentin energian siilymislain: SM-kentén
energian muutos aikayksikdssd on yhté suuri kuin kentén varauksiin tekemén
tyon ja tarkasteltavaa varausjoukkoa rajaavan pinnan ldpi virtaavan Poyntin-
gin vuon summa.

Differentiaalinen Poyntingin teoreema voidaan kirjoittaa siilymislaki-

muodossa 5
%ﬂLV-S:—J-E (9.17)

Tulkitsemalla S energiavuoksi ndhdaéin, ettd SM-kentén lihteind tai nieluina
on mekaaninen ty6. Kokonaisenergia tietenkin siilyy eli

%(uem + Umech) +V-S =0 (9.18)

Poyntingin vektorin ExH tulkinta ”energian kuljettajana” johtaa erikoi-
selta vaikuttaviin tilanteisiin yksinkertaisissakin esimerkeissé, joista tasavir-
tajohdinta késitella&in harjoituksissa. Ei ole itsestddn selvdé, ettd Poyntin-
gin vektorin ”oikea” lauseke on 9.16. Poyntingin teoreeman differentiaali-
muodosta nahdain, ettd vektoriin S voitaisiin lisétéd roottorikenttd. Moni-
mutkaisempiakin muunnelmia on olemassa, mutta silloin myds energiati-
heyksien lausekkeita on muutettava. Oleellista on, ettéd energian siilymislaki
péatee. Pohjimmiltaan kyse on siité, ettei ssthkomagneettisen kentén energiaa
voida paikallistaa.

Y& oletettiin LIH véliaine. Isotropiaa ei varsinaisesti kidytetty, mutta
my0s epéisotrooppisessa viliaineessa vektorin S tulkinta voi olla ongelmalli-
nen. Olennaista on jéilleen, ettd siilymislaissa on V - S, joten siilymislaki
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Kuva 9.2: Rikkooko elektrodynamiikka liikem&éran sédilymislakia?

on yhi voimassa. Suurempia monimutkaisuuksia tulee ajassa tai paikassa
epahomogeenisten sekd epélineaaristen viliaineiden kanssa. Ongelmat liit-
tyvat usein SM-aaltoihin. Epdhomogeenisuus aiheuttaa dispersiota eli aal-
topaketit hajoavat matkan varrella ja epédlineaarisuus taas jakaa energiaa eri
taajuuksille. Eteentulevat ongelmat ovat seké térkeitéd ettd mielenkiintoisia,
mutta tdméan kurssin ulkopuolella.

9.3.2 Maxwellin jannitystensori

Tarkastellaan kuvan 9.2 kaltaista tilannetta. Kaksi samanmerkkistéd varaus-
ta (q1 ja o) liikkkuu negatiivisten z- ja y-akselien suuntaan. Oletetaan, ettéd
hiukkaset ovat jonkinlaisilla kiskoilla, mik& pakottaa ne jatkamaan matkaansa
huolimatta liiketté poikkeuttavista voimista. Hiukkasten vélilla on séhkdinen
poistovoima F.. Varauksen ¢; aiheuttama magneettikentté varauksen go
kohdalla osoittaa sivun sisdin ja magneettinen voima F,, oikealle. Vas-
taavasti varauksen ¢y aiheuttama magneettikenttsd varauksen ¢; kohdalla
osoittaa sivulta ulospiin ja magneettinen voima ylospéin. Siispid varauksen
q1 varaukseen go kohdistama sihkomagneettinen kokonaisvoima ei ole vas-
takkaissuuntainen varauksen go varaukseen ¢; kohdistamaan voimaan. Onko
siis jouduttu ristiriitaan Newtonin kolmannen lain kanssa ja sitéd tietd ris-
tiriitaan litkemé&éran sailymislain kanssal?

Vastaus on kielteinen. Ratkaisu on siiné, ettd SM-kentélld on energian
lisdksi lilkem&irad. Siilyva suure on hiukkasten ja kenttien yhteenlaskettu
liikkemé&dra. Témén tarkastelemiseksi on tutustuttava Maxwellin jannitysten-
soriin.

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi véliainetta, jolle € = ¢y ja pu =
po- Kaikkien tilavuudessa V' olevien hiukkasten liikemédrien summa pyech
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noudattaa Newtonin toista lakia

d mec.
F:M:/p(E+va)dvz/(pE+JxB)dv (9.19)
dt v 1%

joten voimatiheys on

f=pE+J xB (9.20)
Eliminoidaan p ja J Maxwellin yhtél6iden avulla, jolloin
1 E
fZEo(V'E)E-I- (—V XB—€08—> x B (9.21)
o ot
Nyt
OE 0
ExBfa(ExB)—i—Ex(VxE) (9.22)

missé viimeisessé termissé on kaytetty Faradayn lakia. Voimatiheys on siten

~ LB X (VxB) - (Ex B) (9.23)

f=¢[(V-E)E—E x (V x E)] o ot

Lauseke saadaan symmetrisemmiksi lisidmlld termi (V - B)B/puo, joka on
aina nolla. Kenttien roottorilausekkeet voi kirjoittaa auki kaavalla

Ex (VXE)= %V(EQ) —(E-V)E (9.24)
ja samoin B:lle. Néin voimatiheys on saatu muotoon
1
f = (V-E)E+E-V)E+ - [(V-B)B+(B-V)B]
0
- §V <€0E + %B ) — 60§(E X B) (925)

Tamé nayttad pahalta, mutta siistiytyy méarittelemilla Maxwellin jainni-
tystensori 7, jonka komponentit ovat
1

1 1
1ij = €o (EiEj - §5ijE2> + o (BiBj - 5(51']-32) (9.26)

Tensorin 7 divergenssi on vektori, jonka komponentit ovat

(V . T)j = € [(V . E)Ej + (E . V)E] — %VjE2:|

1 1
o {(v .B)B; + (B-V)B; — §VjB2:| (9.27)

Namé ovat Poyntingin vektorin aikaderivaattaa vaille voimatiheyden kom-
ponentit, joten

0S
f=V-T- 60”05 (928)
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Integroidaan tdmaé tilavuuden V yli ja kirjoitetaan jannitystensorista riip-
puva osa pintaintegraaliksi. T&ll6in kokonaisvoima on

F= T-nda—eo,u,oi/ Sav (9.29)
ov dt Jv

Jéannitystensorin kirjoittaminen pintaintegraalina kertoo, ettd staattisessa

tilanteessa sdhkomagneettinen kokonaisvoima méaraytyy jéannitystensorista

pelkéstiddn tarkasteltavan alueen reunalla. Siis 7 laskettuna alueen reunalla

jotenkin pitédé sisdllddn voimien kannalta olennaisen tiedon kenttien ener-

giasta koko alueessa.

Voimien laskeminen jénnitystensorista ei rajoitu elektrodynamiikkaan.
Mekaniikasta tuttu energia-impulssitensori on formaalisti samanlainen otus,
yleinen suhteellisuusteoria formuloidaan Einsteinin tensorin avulla, jne.

Esimerkki. Johdepalloon vaikuttava sihkostaattinen voima.

Asetetaan ohut johtava pallonkuori (séde a) homogeeniseen sihkokenttédin
Ej. Osoitetaan, ettd kentin suuntaan vastakkaisia pallonkuoren puolikkaita
repii eri suuntiin voima I’ = %TreoaQEg.

Séhkokenttd méaritettiin jo luvussa 2.9. Pallon pinnalla siéhkokentélld on
vain radiaalinen komponentti E,(r = a) = 3Ej cos §. Harjoitustehtédvana on
osoittaa, ettd staattisessa sdhkokentissé olevaan johdekappaleeseen vaikut-
tava kokonaisvoima on

Pl / o EdS (9.30)
2Js

missé o, on varaustiheys johteen pinnalla S. Késiteltdvissi esimerkisséd sym-
metriasta seuraa, ettd pallon ylempéén puoliskoon (0 < 6 < m/2) vaikuttava
voima on z-akselin suuntainen (Fe;) ja alempaan puoliskoon (/2 < 0 < )
vaikuttava voima on F_ = —F_. Koska pallon pinnalla o5 = €gE;(a), niin

L o 9 oo [T L 399  oro

F, = /ez . ieoET(a)er = 560E0a / dgb/ dfsinf cos’ O = L Te0a Ej
0 0

(9.31)

9.3.3 Liikemé&irén siilyminen

Palataan sitten takaisin kysymykseen liikemé&édran sailymisestd. Newtonin
toisen lain mukaan hiukkaseen vaikuttava voima on yhtd suuri kuin sen
liikemé&rédn aikaderivaatta

dpmech
F = .32
7 (9.32)
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missa alaindeksi mech viittaa mekaaniseen liiketilan muutokseen. Toisaalta
olemme edell ilmaisseet sihkomagneettisen voiman jannitystensorin avulla,
joten

dpmech o d
pra aVT-nala—eg,uga/VSdV (9.33)

Téamén voi tulkita samaan tapaan kuin Poyntingin teoreeman. Oikean puolen
ensimmaéinen termi kertoo liikemééréin virtauksen aikayksikossé pinnan 0V
ldpi ja jalkimméinen termi puolestaan kenttiin kertyneen litkemééran muu-
toksen. Siis sihk6magneettisen kentén litkeméira on

Pem = 6U;u[)‘/ SdV (934)
14

Yhteenlasketun sdhkémagneettisen ja mekaanisen liikeméédran muutos vas-
taa tarkastelualueeseen kenttien mukanaan tuomaa litkemédraé. Jos tilavuus
on koko avaruus, vuosuure on nolla ja silloinkin kokonaisliikemééra séilyy.

Olkoon pyecn, mekaaninen litkemédritiheys. Méaritelladn vastaavasti SM-
kentén liikemadratiheys
Dem = €0ft0S (9.35)
Talloin liikeméadran sailyminen voidaan ilmaista differentiaalimuodossa
g . R
&(pmech + pem) =V-7 (9.36)

Todetaan viel4 lopuksi, ettd sihkomagneettisella kentélld on myos impulssi-
momenttia. Impulssimomentin tiheys mééaritellaan

lem = T X Pem = €o[r x (E x B)] (9.37)

Myos kokonaisimpulssimomentti on séilyvéd suure.

9.4 Sihkoémagneettinen kentti rajapinnalla

Luvuissa 3 ja 6 késiteltiin staattisten sdhko- ja magneettikenttien reunaeh-
toja kahden aineen rajapinnalla. Magneettikentdn normaalikomponentille
saatiin yhtélostd V - B = 0 pillerirasiakikalla reunaehto

Bi, = Bon, (9.38)

Tamé pétee tietenkin myos ajasta riippuvassa kentéssa.

Tarkastellaan sitten sdhkokentédn tangentiaalikomponenttia. Sihkostaat-
tisen yhtéilon V x E = 0 sijasta on kiytettdva Faradayn lakia
0B

VxE+ =0 (9.39)
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Tehddédn samanlainen suorakulmainen silmukka kuin luvussa 3 ja integroidaan
Faradayn laki silmukan sulkeman pinnan yli

0B
/VxE~ndS:— 98 nds (9.40)
s s Ot
Sovelletaan Stokesin teoreemaa lausekkeen vasemmalle puolelle ja suorite-
taan viivaintegraalit:
y y 0B
B — lE9y + hiE1y + hoFEoy, — hlEln — hQEzn = — E -ndS (9.41)
S
missd [ on silmukan pituus rajapinnan suunnassa, hi ja hg ovat silmukan
etiisyydet rajapinnasta kummankin véliaineen puolella ja Ej, ja E., ottavat
huomioon, ettd sihkokentin normaalikomponentit saattavat poiketa toisis-
taan silmukan eri paissid. Kun silmukka litistetdan nollapaksuiseksi havidviét
sihkokentdn normaalikomponenttien termit ja samoin yhtalon oikea puoli
silléd edellykselld, ettd OB/0t pysyy adrellisend. Lopullisesta yhtdlostd voi
supistaa [:n ja jiljelle jad& sama reunaehto kuin sihkostatiikassa

Ey = Fy (9.42)

D-vektorin normaalikomponentin reunachto on monimutkaisempi, koska nyt
pintavaraustiheys voi muuttua. Sekaannusten valttdmiseksi merkitdén joh-
tavuutta o:lla ja pintavaraustiheytté og:114. Tarkastellaan yhtéloda V-D = p
pillerirasiakikalla, joka antaa samann&kdéisen tuloksen kuin sdhkostatiikassa

Dln - -D2n =05 (943)

Toisaalta varaustiheyden muutosta kontrolloi jatkuvuusyhtilo

dp
V-J=—-—— 9.44
T (9.44)
Tehdaén téllekin pillerirasialasku, joka antaa
dog
n n — T 4
Jin — Jo o (9.45)

joten lopputulos riippuu pintavaraustiheyden ajallisesta muutoksesta.

Rajoitetaan tarkastelu yksinkertaiseen aaltoliikkeeseen eli oletetaan sédh-
kokentéin olevan muotoa E(t) = Ege ™! Tillsin voidaan korvata 9/0t —
—iw ja yhtdlon oikealla puolella on iwo,. Olettamalla lineaarinen véliaine
ja kayttamalla rakenneyhtiloita D = €E ja J = oE voidaan D,:n ja J,:n
reunaehdot kirjoittaa yhtéloparina

1B, — ek = o5
O'lEln*O'QEQn == iwas (946)
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Jos pintavaraustiheys héividi, on oltava €1/01 = €3/09, mikéd voidaan saa-
da aikaan valitsemalla sopivat véliaineet. Samoin kdy myos kahden erittédin
hyvén eristeen rajapinnalla, jolloin johtavuudet havidviat. Yleisesti og ei
hévid, joten se voidaan eliminoida yhtéloparista ja sihkokentéin normaa-
likomponentille on voimassa reunaehto

o o
(61 + Z—1> FEi, — <62 + Z—2> FEs, =0 (9.47)
w w
Tarkasteltaessa H-vektorin tangentiaalikomponenttia taytyy kentdnmuu-

tosvirta huomioida

oD
VxH- =] (9.48)

Tangentiaalikomponentin reunehto 16ytyy jélleen suorakulmaisesta silmukas-
ta. Samoin kuin Faradayn laissa oletettiin 0B /dt:n pysyvén dérellisend sil-
mukkaa kutistettaessa, nyt pidetddn 0D /0t dérellisend ja jiljelle ja& mag-
netostatiikasta tuttu reunaehto

Hyy — Hoy = j1 (9.49)

missé 7 on pintavirran tiheyden komponentti, joka on kohtisuorassa tarkas-
teltavaa H-komponenttia vastaan. Pintavirrantiheys on nolla, jos viliaineen
johtavuus on dérellinen. Siis ellei viliaineen johtavuus ole déretén, magneet-
tikentdn tangentiaalikomponentti on jatkuva.

Tarkastellaan lopuksi tilannetta, jossa véliaineen 2 johtavuus on déreton.
Amperen ja Maxwellin laki viliaineelle 2 on

0D
VxHy— —=1] 9.50
oot P (9.50)
Olettamalla harmoninen aikariippuvuus e ! ja kiyttimszlld rakenneyhtalsita
saadaan )
E;,=——VxH, (9.51)
09 — 1WEY

Jos V x Hjy on rajoitettu, niin ehto o9 — oo edellyttia, ettd Eg = 0. Olet-
taen myods Ho:n aikariippuvuus harmoniseksi Faradayn laki ja lineaarinen
rakenneyhtilo B = uH antavat

1

1w

H2 = V x E2 (952)

ja siten my6s Hy havida. Tama kaikki tarkoittaa sité, ettd sihkomagneettinen
aalto ei etene ddrettoméan hyvédn johteeseen. Reunaehdoksi tulee t&lloin

Hyiy =31 (9.53)
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9.5 Aaltoyhtilo ja kenttien ldhteet

9.5.1 Aaltoyhtilo tyhjossa

Siirrosvirtatermin ansiosta Maxwellin yht&loilla on ratkaisunaan sdhko-
magneettinen aaltoliike. Tarkastellaan tilannetta ensiksi tyhjossé (p = 0,
J = 0). Ottamalla roottori Amperen ja Maxwellin laista saadaan

I(V x E) 0°B

VXV xB= €o Lo ot = —EouOW (9.54)

josta kirjoittamalla vasemman puolen roottorit auki ja kayttamé&lld mag-
neettikentén ldhteettomyytta saadaan aaltoyhtélo

9°B

2
VB — EOMOW

=0 (9.55)
Ottamalla puolestaan roottori Faradayn laista ja huomioimalla, ettd myGs-
kdan sahkokentalld ei ole tyhjosséd ldhteitd, saadaan sdhkokentille sama
yhtalo

O’E
o2
Téllainen aalto etenee nopeudella ¢ = 1/,/€ofig eli valon nopeudella.

V2E — eouo =0 (9.56)

9.5.2 Potentiaaliesitys

Tarkastellaan seuraavaksi Maxwellin yhtdloiden ratkaisemista olettamalla
kenttien ldhteet p ja J tunnetuiksi. Esitetdéin tarkastelu tyhjonkaltaisessa
viliaineessa (€g, p0) kentille E ja B. Tarkastelun siirtdminen lineaariseen
véliaineeseen on suoraviivaista.

Ongelmaa on tehokkainta ldhestyé kayttamalld kenttien skalaari- ja vek-
toripotentiaaleja ¢ ja A. Ensinndkin yhtalo V - B = 0 implikoi tutun relaa-
tion B =V X A. Sijoittamalla tdm# Faradayn lakiin saadaan

VxE—i—%VxA:O (9.57)

Fysikaalisen siisteille kentille aika- ja paikkaderivaattojen jérjestyksen voi
vaihtaa, joten

0A

eli voidaan kirjoittaa E + 0A /0t = —V . Sahkokenttd on siis muotoa
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eli sihkdstaattisen potentiaalin lisdksi Faradayn laki tuo vektoripotentiaalin
aikamuutoksesta johtuvan osuuden sahkokenttédan. Néin kenttien kuusi kom-
ponenttia on ilmaistu neljin muuttujan (¢, A) avulla. Tdhéin on tarvittu
nelja Maxwellin yhtaléiden kahdeksasta skalaarikomponentista, joten meilld
on jaljelld nelja yhtaloa neljin tuntemattoman ratkaisemiseen. Jéljelldolevat
Coulombin ja Amperen ja Maxwellin lait saadaan muotoon

oV-A
V2 + oV -A) o ) _ —p/eo (9.60)
1 92A L 9¢
2 —

Saatu yhtdloryhma ndyttdd pahemmalta kuin alkuperédiset Maxwellin yhté-
16t, mutta sille 16ytyy kétevid ratkaisumenetelmis. Koska kentdt E ja B
muodostuvat potentiaalien derivaatoista, voidaan potentiaaleihin liséita sel-
laisia tekijoitéd, jotka katoavat derivoitaessa. Tétd ominaisuutta kutsutaan
mittainvarianssiksi. Yksi tapa siilyttda alkuperéiset kentdt on edellyttéaa

1dp
2ot
Téata ehtoa kutsutaan Lorentzin ehdoksi ja kyseistd mittaa Lorentzin
mitaksi. Téllainen muunnos voidaan aina tehdi.

VAt 0 (9.62)

Lorentzin mitassa jéiljella olevat yhtélot redusoituvat epdhomogeeni-
siksi aaltoyhtilbiksi

, 18° B
\ T 202 ¢ = —p/eo (9.63)

, 102

joille tunnetaan yleisid ratkaisumenetelmia.

9.5.3 Viiviastyneet potentiaalit

Edelld on 16ydetty itse asiassa neljd karteesisissa koordinaateissa toisistaan
riippumatonta skalaariyhtéloéd, joten ratkaisumenetelmén kannalta riittédd
tarkastella yhtéloa ¢:lle.

Mikéli kyseessa olisi staattinen kentté, meillé olisi tuttu Poissonin yhtélo,
jonka ratkaisuja ovat Laplacen yhtélon yleiset ratkaisut seké jokin Poissonin
yhtélon erikoisratkaisu. Ratkaistaan aaltoyhtélo ensin yhdelle varaukselle,
joka on sijoitettu origoon. T&ll6in homogeenisen aaltoyhtélén

1 02
<v2 - ?@) =0 (9.65)



112 LUKU 9. MAXWELLIN YHTALOT

on toteuduttava kaikkialla muualla kuin origossa. Pienessé alueessa origon
ympérilld puolestaan

o 102\ 1
/A v (v S ) P = 1) (9.66)

Koska tilanne on pallosymmetrinen, ¢ = ¢(r) ja homogeeninen aaltoyht&lo
voidaan kirjoittaa pallokoordinaatistossa

1 0 [ 40¢ 1 0%p B
r2 Or (T 87“) 2o 0 (9.67)

Téamé palautuu yksiulotteiseksi aaltoyhtéloksi sijoituksella

o(r,t) = XO;’ ) (9.68)
0? 0?

Fx 1% _

orz 2otz 0 (9.69)

ja talla on tutut £r-suuntiin etenevit ratkaisut
x = f(r—ct)+ g(r+ ct) (9.70)

Naistd f(r — ct) etenee poispéin varauksesta ja g(r+ ct) etenee kohti varaus-
ta. Koska haluamme ymmaértéa varauksen vaikutusta ympéaristoonsé, meille
riittas tarkastella ratkaisua f.

Olemme siis 16yténeet homogeeniselle aaltoyhtélolle pallosymmetrisen
ratkaisun
flr—ct)

p=—-= (9.71)

r
ja nyt pitaisi masrittdsa funktion f muoto. Staattisessa tapauksessa poten-

tiaali on
= 1 (9.72)

 dweor

janyt ¢ = q(t). Kirjoitetaan f ajan funktiona f(t —r/c), missé vakio —c on
upotettu madrattaviadn funktioon itseensd. Niin ollen ajanhetkelld ¢ — r/c
on voimassa

ft—r/e) = LE=1/) (9.73)

dmeg

ja yksittaisella varauksen epdhomogeenisella aaltoyhtalolla on ratkaisu

_q(t=r/c)

t) = .74
Integroimalla kaikkien varausten yli saadaan lopulta ratkaisu
1 't
o(r,t) = ) gy (9.75)

 dmeg Jy v — 1|
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missé ' = t — |r — r/|/c on viivastynyt aika. Potentiaalia ¢ kutsutaan
viivistyneeksi skalaaripotentiaaliksi, koska se huomioi ajan, joka kuluu
kustakin pisteestéd tarkastelupisteeseen nopeudella ¢ etenevilta signaalilta.

Vektoripotentiaalin aaltoyhtédlon kukin komponentti on matemaattisesti
aivan samanlainen kuin skalaripotentiaalin aaltoyhtélo

5, 107 4

joten jokaiselle komponentille on olemassa sama ratkaisu. Kokoamalla kaikki
komponentit yhteen saadaan viiviistynyt vektoripotentiaali

VY
A(r,t)—@ ()

dr Jy e — 1|

av’ (9.77)

Olemme siis saaneet madritetyksi skalaari- ja vektoripotentiaalit annettujen
varaus- ja virtajakautumien funktioina. Sahko- ja magneettikentdt saadaan
néistd suoraviivaisesti: E = =V — 0A/0t ja B = V x A. Olemme siis
ratkaisseet Maxwellin yhtdlot annetuille varaus- ja virtajakautumille. K&ytan-
nossé derivaattojen laskeminen on kuitenkin varsin tyolésté.

Tutustumme kurssin lopulla suppeamman suhteellisuusteorian forma-
lismiin, jossa vektori- ja skalaaripotentiaalien aaltoyht&lét voidaan koota
nelipotentiaalin A* = (¢, A;) aaltoyhtéloksi

2 fa — 2 1 82 « e}

missé nelivirran j¢ komponentit ovat (p/€g, 1oJ;).

Osoittautuu, ettd Maxwellin yhtdlot ovat Lorentz-invariantteja eli val-
miiksi kelvollisia suhteellisuusteorian patevyysalueelle. Historiallisesti juuri
elektrodynamiikka johti Einsteinin suhteellisuusteorian jéljille.

9.5.4 Aaltoyhtdlon Greenin funktio

Tarkastellaan aaltoyhtélon ratkaisua kéyttamalla luvussa 2.11 esitettyd Gree-
nin funktion ideaa. Sekd A:n ettd ¢:n aaltoyhtdlot ovat muotoa

82
V2 — C—lza—;f = —4rf(r,t) (9.79)

missé f(r,?) on tunnettu lahdetermi. Tehd&én seké v:lle etté f:lle Fourier-
muunnos ajan suhteen

w(r,t):%/z/)(r,w)e_i”tdw; f(r,t):%/f(r,w)e_mdw (9.80)
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Sijoittamalla ndméa aaltoyht&loon ja merkitsemélld k = w/c saadaan Fourier-

komponenteille
(Vz + kQ) ¢(1‘,w) = _47Tf(r7w) (981)

Témé on epihomogeeninen Helmholtzin aaltoyhtils, joka tapauksessa
k = 0 palautuu Poissonin yhtéloksi. Sen Greenin funktion taytyy toteuttaa
yhtalo

(V2 + E)Gh(r;r)) = —476(r — 1) (9.82)

Epdhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on silloin

b(r,w) = / C(r, v, ) f(r', w) AV (9.83)

johon voidaan lisdtd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja.

Koska aaltoyhtélod joudutaan kéytinnossd ratkomaan heijastavien reu-
nojen, aaltoputkien jne. yhteydessé, Greenin funktion muoto riippuu ongel-
man reunaehdoista (vrt. pallon Greenin funktio luvussa 2.11). Tarkastellaan
nyt vain reunatonta avaruutta, jolloin Gy on pallosymmetrinen ja riippuu
ainoastaan tarkastelupisteen ja lihdepisteen etéisyydestd R = |r — r/|. Kir-
joitetaan V2 pallokoordinaateissa

10 (RQ@)_ 1 02

VG (RGr) (9.84)

" R?OR\" OR) ROR?

Koska R on ainoa muuttuja, voidaan kéayttédéd kokonaisderivaattaa

1 d
T B Gk + kG = —4né(r — 1) (9.85)
Muualla kuin pisteesséd R = 0 tdmé yksinkertaistuu yhtaloksi
d? 9
jonka ratkaisut ovat ' ‘
RGj = AR B~ thE (9.87)

Rajalla R — 0, kR < 1 ja (9.85) palautuu Poissonin yhtéloksi, jonka
ratkaisu kiyttdytyy kuten 1/R. Témi antaa sidosehdon A + B = 1 ja
Greenin funktio on muotoa

Gi(R) = AG; (R) + BG; (R) (9.88)

missé Gf = eiikR/ R. Gz kuvaa origosta poispéin etenevid palloaaltoa ja
G, origoon tulevaa palloaaltoa aivan kuten edellisessékin jaksossa esitetyssé
ratkaisussa.

A ja B méaridytyvit reunaehdoista ajan suhteen. Jos ldhde on hiljaa
hetkeen ¢ = 0 asti ja alkaa sitten vaikuttaa, ulospéin etenevi ratkaisu A G;r
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on fysikaalisesti mielekés valinta, mutta jos aallon amplitudi on annettu
sopivilla reunaehdoilla, myds B G voi olla kiyttokelpoinen.

Tarkastellaan sitten ajasta riippuvaa Greenin funktiota, joka toteuttaa
yhtélon

2
<V2 o Cia—> Gi<r7 4 I‘/7 t/) = _47“5(1. - r’)é(t - t/) (989)

Koska -
1 o
S(t—t)= o / dw et em (9.90)

voidaan lihdetermi yhtélossd 9.82 kirjoittaa muodossa —47md(r — r/ )ei‘”t/ ja

ajasta riippuva Greenin funktio on

1 T e*ikR
GH(R7) = o 7

—0o0

e duw (9.91)

missd 7 = t — t/. Adirettéméin avaruuden Greenin funktio riippuu siis vain
lihteen ja havaitsijan vilisestd etdisyydestd R ja aikaerosta t — t'. Koska
k = w/c, voidaan w-integraali laskea ja lopputulos on

GE(r,t;r ) = 1/’5(t’— [tF|r—1'|/c]) (9.92)

r—r

Nyt GT on viivistynyt Greenin funktio ja G~ puolestaan edistynyt Greenin
funktio.

Epédhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on siis

YE(r,t) = / / GE(r,t;0' ) f(x',t)) dV'dt’ (9.93)

johon voi lisdtd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja. Viivistyneelle Greenin
funktiolle ratkaisu on tietenkin sama kuin luvussa 9.5.3 suoremmalla laskul-
la 16ytynyt ratkaisu. Téssé esitetty menetelmé on kuitenkin yleisempi ja
kéyttokelpoisempi tarkasteltaessa monimutkaisempia olosuhteita kuin yksin-
kertaista ldhdettad reunattomassa avaruudessa.

9.6 Mittainvarianssi

Aaltoyhtélon ratkaisu helpottui valitsemalla sopiva mitta. Tamén teki mah-
dolliseksi Maxwellin yhtéldiden térked ominaisuus: mittainvarianssi. TAméa
tarkoittaa sité, ettéd kenttien potentiaaleja voidaan muuttaa tietylla yleiselld
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tavalla ilman, ettd kentét itse muuttuvat. Elektrodynamiikan mittamuun-
nokset ovat muotoa

A - A=A+VU (9.94)
o — ¢ =¢—0V/ot (9.95)

Funktiota ¥ kutsutaan mittafunktioksi ja se voidaan valita usealla eri
tavalla eli on olemassa suuri joukko erilaisia mittoja. Yksi néistd on siis
edelld kaytetty Lorentzin mittaehto

1 9¢'

V-A+5-T=0 9.96

2 ot (9.96)
Voidaan osoittaa, ettd Lorentzin mittachdon toteuttava funktio ¥ on aina
olemassa, mutta se ei ole yksikésitteinen.

Lorentzin mitan etu on, etté sitd kdytettdessd yhtéldiden Lorentz-kovari-
anssi néakyy eksplisiittisesti ja tulokset on suoraviivaista siirtdd koordinaatis-
tosta toiseen. Kdytannon laskut voivat kuitenkin olla hyvin monimutkaisia.

Useissa tapauksissa laskennallisesti yksinkertaisempi vaihtoehto on Cou-
lombin mitta, jonka mittaehto on

V-A'=0 (9.97)

Nyt vektoripotentiaali saadaan muunnoksella
V20 =-V-A (9.98)
joka ma#rittdd mittafunktion (additiivista vakiota vaille) yksikésitteisesti,

jos A — 0jay — 0, kun r — co. Coulombin mitassa skalaaripotentiaali
ratkaistaan yhtalostd 9.60

olr,t) = — /p(r/’t> v’ (9.99)

 drmeg Jv v — 1|

Huom. Nyt aika ei ole viivéstetty vaan skalaaripotentiaali mé#rdytyy saman-
aikaisesta varausjakautumasta kaikkialla. Tam& merkitsee, ettd Coulom-
bin mitta ei ole Lorentz-kovariantti. Koska Coulombin mitta on kuitenkin
kelvollinen mitta Maxwellin yhtéldille, tdsté ei seuraa ristiriitaa kenttien E
ja B osalta. Coulombin mittaa kiytettédessd on kuitenkin oltava tarkkana
koordinaatistonmuutosten kanssa.

Coulombin mitassa vektoripotentiaalille tulee aaltoyht&lo

V2A — i&Q_A _ iv&p

SaE = Vg (9.100)
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Oikean puolen ensimméinen termi on pyorteeton. Helmholtzin teoreeman
mukaan vektorikenttd F voidaan jakaa pyoOrteettoméédn ja lahtettomadn os-
aan

F=F+F;; VxF=0; V-F;=0

missé [ viittaa pitkittdiseen (longitudinaaliseen, pyorteettomién) ja ¢t poi-
kittaiseen (transversaaliseen, lahteettoméin) osuuteen. Kayttamalla virran
jatkuvuusyht#lod aaltoyhtilé saadaan muotoon (ks. esim. Jackson)

V2A - Tz = Mol (9.101)

Koska vektoripotentiaali méardytyy vain virran poikittaisesta komponen-
tista, Coulombin mittaa kutsutaan usein poikittaismitaksi. Se tunnetaan
myos nimelld séteilymitta, koska sihkomagneettiset séteilykentdt saadaan
lasketuksi viivéstyneestéd vektoripotentiaalista

ko [ Je(x 1)
dr ) e -7

A(r,t) av’ (9.102)
mik& on olennaisesti helpompaa kuin séteilykenttien laskeminen Lorentzin
mitasta.

Coulombin mitta separoi annetussa koordinaatistossa sihkokentén staat-
tiseen (s) ja induktiiviseen (i) osaan

E,= V¢ ; E; = —0A/ot (9.103)

Huom. Tam4 separaatio ei ole Lorentz-kovariantti: Yhdessd koordinaatis-
tossa esiintyvé sdhkostaattinen kentté voidaan havittda siirtymaélla sopival-
la nopeudella liikkkuvaan koordinaatistoon. Tdmaé ilmi6 on ldheisesti tekemi-
sissé Faradayn lain yhteydessé késitellyn liikkeen indusoiman ja oikean séh-
komotorisen voiman viélisen yhteyden kanssa.

Klassinen elektrodynamiikka on ensimmaéinen esimerkki mittainvarian-
teista fysiikan perusteorioista. Mittakentédn késitteestd on tullut erittdin
keskeinen osa fysiikan perusteorioissa kuten kvanttielektrodynamiikassa, sih-
koheikon vuorovaikutuksen teoriassa, kvanttikromodynamiikassa ja néité
yhdistédvissd yhtendiskenttéiteorioissa. Esimerkkind k&ykoon vuoden 1999
Nobelin palkinto, jonka saivat Gerardus t’Hooft ja Martinus Veltman toistdéan
kvanttikromodynamiikan ei-abelisten mittakenttien parissa.
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