Luku 11

Sihkomagneettiset aallot

Tamaé luku késittelee monokromaattisten sihkomagneettisten aaltojen etene-
misté erilaisissa homogeenisissa viliaineissa (RMC luku 17; CL kisittelee
aaltoliikettd luvussa 10). Epdhomogeenisuudet ja niistd aiheutuvat heijas-
tumis- ja taittumisilmiot késitelldén seuraavassa luvussa. SM-aaltojen spek-
tri on erittdin laaja. Esimerkkejé 10ytyy hyvin matalista taajuuksista aina
gamma-siteisiin, joiden taajuudet ovat suuruusluokkaa 10%° — 10?2 Hz.

11.1 Tasoaallot eristeessa

Eristeelld tarkoitetaan téssé yhteydessd niin huonosti johtavaa véliainetta,
ettei sihkonjohtavuutta o tarvitse huomioida (we >> o). Tutkitaan aalto-
yhtélon ratkaisua monokromaattiselle aallolle, jolla on nimensd mukaisesti
vain yksi taajuus. Tamaé tarkoittaa olennaisesti samaa kuin tarkastella aallon
Fourier-komponentteja erikseen. Télloin on hyodyllistd kayttdd komp-
leksilukuesitysté ja kirjoittaa aikariippuvuus muodossa e~**, esimerkiksi

E(r,t) = E(r)e ™! (11.1)

Etu on se, ettd aikaderivaatta korvautuu tekijalla —iw.

Huom. Kiytettdessd kompleksilukuesitystéd fysikaalinen suure on
kompleksisen suureen reaaliosa (voitaisiin myos kédyttd4 imaginaariosaa).
Tamé& on erityisen téirkedtd pitdd mielessé kerrottaessa kompleksisuureita.
Ensin on laskettava loppuun asti kompleksiluvuilla ja otettava lopputulok-
sesta reaaliosa.

Huom. Kirjallisuudessa on yleisesti kiytossi myos aikariippuvuus et

Aaltoyht#lo

1 0°E
VZE- 5 — =0 11.2
c2 Ot? (11.2)
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monokromaattiselle aallolle on
2

(V2 + %)E(r) —0 (11.3)

Téamé Helmholtzin yhtélé kuvaa aallon muutosta paikan funktiona. Olete-
taan, ettd kenttéd on riippumaton z- ja y-koordinaateista. Talloin

d’E(z) w?

dz? c2

E(z) =0 (11.4)
T&m& on harmonisen vérédhtelijan yhtélo, jolla on ratkaisuna
E(z) = Ege™™** (11.5)

missid Ey on vakiovektori ja k = w/c eli aaltoluku. Aaltoyht&lolld on siis
ratkaisuna ‘
E(r,t) = Ege " @Fk2) (11.6)

jonka reaaliosa on
E(r,t) = Eg cos(wt F kz) = Egcosw(t F z/c) (11.7)

Kyseessé on joko +2z- tai —z-akselin suuntaan nopeudella ¢ = 1/,/€ypo
etenevi siniaalto. z-akselin valinta ei téssé ole rajoittava tekija. Aaltoluku

voidaan esittédd vektorina k, jolloin aallon paikkariippuvuus tulee muotoon
eik-r'

Edelléd on kdytetty aaltoliikeopista tuttuja késitteitd. Kulmataajuuden
w yksikkd on radiaania sekunnissa. Vastaava viardhtelytaajuus on f =
w/2m, jonka yksikkd on puolestaan hertsi (Hz). Aaltoluvun yksikké on m™1

ja vastaava aallonpituus on A = 27 /k. Aallon vaihenopeus on v, = w/k,
joka tyhjossé on sama kuin valon nopeus.

Mikéli véliaineen u ja € poikkeavat tyhjon suureista, aallon vaihenopeudek-

si tulee
! (11.8)
V= —— .
VEW

Télloin taajuuden ja aaltoluvun vilinen relaatio eli dispersioyhtils on

w n
k=" =— 11.9
o= v (11.9)

missd on méadritelty véliaineen taitekerroin

e
€00

n= (11.10)

Taitekerroin on tédrked parametri tarkasteltaessa aaltojen heijastumista ja
taittumista véliaineiden rajapinnoilla.
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Muotoa e H“t=kT) gloyia Maxwellin yht#lon ratkaisuja kutsutaan taso-

aalloiksi. Mikéli yhtéloilla voidaan annetussa tilanteessa olettaa olevan
tasoaaltoratkaisuja, voidaan myos paikkaderivaatat korvata seuraavasti

vV — ik
V- — k-
Vx — idkx

Fysikaalisesti tasoaallolle voidaan 16ytd&a suunta, jota vastaan kohtisuoral-
la, mutta muuten mielivaltaisella tasolla aallon vaihe on annetulla hetkelld
sama kaikissa tason pisteissd. Eristeessd tdmé on yhtépitdvasd sen kanssa,
ettd kyseisilld tasoilla sdhko- ja magneettikentét ovat vakioita. Vaihenopeus
tarkoittaa puolestaan vakiovaiheen (k - r — wt = vakio) etenemisnopeut-
ta. Johtavissa viliaineissa vakiovaiheen ja vakiokenttien vélinen relaatio on
monimutkaisempi.

Oletetaan, ettei viliaineessa ole vapaita varauksia eiki virtoja. Tasoaal-
loille saadaan Maxwellin yht&loistd yhtaloryhmé

k-D =

k-B =

kxE = wB (11.11)
kxH = —wD

Huom. RMC merkitsee tasoaallon kenttavektoreita lisadmalld niiden péalle
hatun (E), mutta téssi ei ole sekaannuksen vaaraa, kunhan muistetaan, etti
nyt aika- ja paikkariippuvuudet ovat eksponenttifunktiossa. Silloin kun on
tarpeen erotella tasoaallon vektori vektorista E(r,t), kirjoitetaan edellinen
mieluummin E(k,w) tai Ey,, miké viittaa siihen, ettd kenttd on mééaritelty
tietylle taajuudelle ja aaltoluvulle. On hyvi huomata myos, ettd E(k,w) on

yleisesti kompleksivektori.

Oletetaan viliaine lineaariseksi ja kirjoitetaan € = €.¢9. Kdytdnnossi
kaikilla lineaarisilla véliaineilla © = pg on hyvad approksimaatio. Silloin
Maxwellin yhtalot tulevat muotoon

& k-E
k-B = 0
kxE = uB (11.12)
kxB = ——&FE
(&

Koska tarkastelemme monokromaattisia aaltoja, voimme pitdd taajuutta w
annettuna. Oletetaan, ettd €, on tarkasteltavalle aineelle ominainen vakio.
Vektorit k, E ja B ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja aaltoa kutsutaan
poikittaiseksi (transversaaliseksi) (kuva 11.1).
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E

Kk
— >
»B/

Kuva 11.1: Sihkomagneettisen tasoaallon séhkokenttd E ja magneettikentta
B ovat toisiaan ja etenemissuunnan ilmaisevaa aaltolukuvektoria k vastaan
kohtisuorassa ja muodostavat oikeakiitisen kolmikon (E, B, k).

Séhko- ja magneettikentdn vélinen suhde seuraa Faradayn lakia vas-
taavasta yhtdlostd: B = (k/w)E. k:n itseisarvo saadaan laskemalla

2
k x (k x E) :wka:—eT%E (11.13)
Toisaalta k x (k x E) = (k- E)k — k*E. Koska k- E = 0,
w? 9
~¢ 5 E= KB (11.14)

eli dispersioyhtélo saa muodon

k= \/E% (11.15)

Dispersioyhtéloéd kutsutaan usein dispersiorelaatioksi. Se voidaan kirjoittaa
taitekertoimen n = /e, avulla

k=n (11.16)

w
c
Oikea aalto ei valttadméttd ole monokromaattinen. Jos aalto koostuu joukos-
ta diskreettejd taajuuksia w;, Maxwellin yhtéléiden lineaarisuuden vuoksi
kokonaisséhkokenttd voidaan esittédd summana

E(r,t) = Z E(k;,w;) exp[—i(wit — k; - 1)] (11.17)
i
Vektoreita E(k;, w;) kutsutaan aallon Fourier-komponenteiksi. Jos k ja w

késitelldén jatkuvina, funktio E(k,w) on E(r,¢):n Fourier-muunnos (ker-
taa FYMM Istél).



11.2. AALTOJEN POLARISAATIO 137
11.2 Aaltojen polarisaatio

Tarkastellaan seuraavaksi aaltojen polarisaatiota. Peruskurssilta tuttu line-
aarinen polarisaatio on helposti miellettava ilmio, mutta ympyréapolarisaatio
kannattaa miettid huolellisesti l4pi. Asiaa ei lainkaan helpota, etti vasen- ja
oikeakitisyys méadritelladn eri ldhteissé eri tavoin.

Vektorit E(k,w) ja B(k,w) ovat kompleksivektoreita. Kirjoitetaan E
oikeakétisessi reaalisessa kannassa, jonka yksikkévektorit ovat (p, s, u)

E(k,w) = E,p + Ess + E,u (11.18)

missd hattu viittaa kompleksilukuun. Koska tarkastelemme tasoaaltoa, on
luonnollista valita u aallon etenemissuunnaksi, jolloin sdhkdkentté on joka
hetki ps-tasossa

E(k,w) = E,p + E,s (11.19)

Ilmaistaan vield kompleksiset komponentit kompleksitason vaihekulman ¢
avulla ‘ .
E, = Eyé'® ; B, = Bye' (11.20)

misséd E, ja F, ovat reaalilukuja. s-akselin suunta voidaan valita vapaasti
(kunhan se on kohtisuorassa u-akseliin), joten ¢, voidaan asettaa nollaksi ja
ottaa kayttoon merkintd ¢, = ¢. Niinpa (k, w)-avaruuden siahkokenttad on

E(k,w) = Epe'’p + E,s (11.21)
ja sitd vastaava (r,t)-avaruuden kenttid puolestaan
E(r,t) = E,pe i@ k1=9) | p gemilwt=kr) (11.22)
Aallon fysikaalinen sdhkokenttsd on tdmén reaaliosa
E(r,t) = Eppcos(wt —k-r — ¢) + Egscos(wt —k - r) (11.23)

Aallon s@hkokentélld on kaksi komponenttia, joiden reaaliset amplitu-
dit E, ja E, voivat olla eri suuria ja lisdksi komponentit voivat vérdhdelld
eri vaiheessa vaihe-eron ollessa ¢. Tarkastellaan muutamaa erikoistapaus-
ta. Valitaan kaikissa tilanteissa tarkastelupisteeksi r = 0. (Piirré itse kuva
kaikista tapauksistal)

1. Komponentit samassa vaiheessa ¢ = 0. Tall6in
E(0,t) = (Epp + Ess) cos wt (11.24)

Séhkokenttd virihtelee \/E2 + E2 :sta —,/E2 + E2 :een osoittaen ko-
ko ajan suuntaan E,p+ Ess. Tamé on lineaarinen polarisaatio. Li-
neaarinen polarisaatio on kyseessd myos, jos E, = 0 tai F; = 0, koska
silloin aalto vardhtelee toisen koordinaattiakselin suunnassa. My6s 180
asteen vaihe-ero antaa lineaarisen polarisaation (E, — —E,).
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2. Vaihe-ero ¢ = /2. Téllin
E(0,t) = £E,psin wt + Egs cos wt (11.25)

Nyt sdhkokenttdvektori pyorii ps-tasossa piirtden ellipsin joko myotéa-
tai vastapéivadn riippuen katselusuunnasta. Tdmé on elliptinen po-
larisaatio.

3. Vaihe-ero ¢ = +7/2 ja E, = E,. Tilloin ellipsi palautuu ympyriksi
ja kyseessd ympyripolarisaatio

Jos vaihe-ero on jotain muuta kuin ¢ = +m/2, kyseessé on aina elliptinen
polarisaatio (mahdollisesti surkastunut lineaariseksi).

Tarkastellaan sitten sihkokentdn pyorimissuuntaa. Rajoitutaan yksinker-
taisuuden vuoksi ympyrépolarisaatioon. Jos ylld& ¢ = +7/2, pyorii aal-
lon sdahkokenttd myotapéivadn, kun katsotaan kohti saapuvaa aaltoa. Op-
tiikassa tédtd kutsutaan oikeakitisesti polarisoituneeksi aalloksi. Jos
pyorimisté tarkastellaan aallon etenemissuuntaan, se kuitenkin néyttai to-
teuttavan vasemman kéden kiertosdénnon. Tarkasteltaessa sdhkomagneet-
tisten, esim. radioaaltojen ominaisuuksia magnetoituneessa johtavassa vili-
aineessa (esim. plasmassa) téllaista aaltoa kutsutaankin vasenkétisesti po-
larisoituneeksi. Tama valinta on sikéli johdonmukainen, ettd nédin polari-
soitunut aalto muodostaa avaruudessa vasenkétisen ruuvin. Aallolla sano-
taan olevan negatiivinen helisiteetti ja voidaan puhua negatiivisesti po-
larisoituneesta aallosta. Vastaavasti ¢ = —7/2 antaa péiinvastaiset nimityk-
set. Meidén ei tarvitse talla kurssilla murehtia oikea- tai vasenkétisyyksien
sekamelskasta, mutta asia on hyvé tietdéd vastaisen varalta.

Todetaan vield, ettd mielivaltainen elliptinen polarisaatio voidaan ha-
jottaa eri vaiheissa vérdhtelevien oikea- ja vasenkétisesti polarisoituneiden
aaltojen summaksi. Esimerkiksi lineaarinen polarisaatio on summa kahdesta
eri suuntiin pyorivistd samanamplitudisesta komponentista.

11.3 Siahkoémagneettisen aallon energia

Kompleksisen sdhko- tai magneettikentéin reaaliosa on fysikaalinen mitat-
tava kenttd. Koska Maxwellin yhtalot ovat lineaariset kenttien suhteen ja
toteutuvat siten erikseen reaali- ja imaginaariosille, tastéd ei tullut edelld
ongelmia. Kenttien energiat ja Poyntingin vuo ovat kuitenkin vektoreiden
tuloja, jolloin reaali- ja imaginaariosat sekoittuvat toisiinsa eli Re (A - B) #
Re A - Re B. Niinpé on syyti ottaa ensin suureiden reaaliosat ja kertoa ne
vasta sitten keskendén.
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Tarkastellaan aaltoa pisteessd r = 0. Télloin E(0,t) = E,p cos(wt — ¢) +
Egs cos(wt) ja

E? = Ez cos®(wt — ¢) + E2 cos?(wt) (11.26)

B? = (n/c)*E? = eugFB? (11.27)

Koska D = €¢E ja B = ygH, on B-H = D - E, joten tasoaallon energiatiheys
on

1 2
Up = B2 = — (ﬁ) E? (11.28)
Ho \ C

Toisaalta E x H = FH u, joten Poyntingin vektori osoittaa aallon etenemis-
suuntaan ja on suuruudeltaan

S = ——F? (11.29)

Tasoaaltojen energiatiheys ja energiavuo pinta-alayksikkoéd kohti saavat siis
hyvin yksinkertaiset lausekkeet ja liséiksi

c
= S, 11.
S —u (11.30)

Jos vaihenopeutta késitelldsin aallon etenemissuuntaisena vektorina v,,, voidaan
kirjoittaa
S = uyVvpy (11.31)

Tasoaallon Poyntingin vuo voidaan siis ymmértdd energiatiheyden etene-
misené vaihenopeuden mukana.

Tasoaallon energiatiheys u,, ja energiavuo S ovat verrannollisia suureeseen
E?. Ympyripolarisoituneelle aallolle (¢ = +7/2)

2 22 2 2 . 2
E* = E,sin”wt + E; cos” wt = E (11.32)
joka on vakio. Lineaarisesti polarisoituneelle aallolle (¢ = 0, 7) puolestaan
E? = (EI% + E%) cos® wt (11.33)
joka vaihtelee nollan ja maksiminsa valilla kaksi kertaa aallon taajuudella.

Sahkomagneettisen aallon mukanaan viem#d energiaa tarkastellaan usein
korkeataajuisten aaltojen tapauksessa. T#lloin E%:n aikakeskiarvo on téir-
keAmpi suure kuin sen ajallinen vaihtelu. Koska cos?(wt — ¢):mn keskiarvo
yhden jakson aikana on 1/2, kaikilla polarisaatioilla

1
(E?) = §(E§ + E?) (11.34)
Téaméan voi kirjoittaa myds kompleksisen E-vektorin avulla

(E?) = %Re(E* -E) (11.35)
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missé * viittaa kompleksikonjugaattiin. Témaé lauseke kertoo myos, ettd koko
ongelma voidaan késitelld alusta loppuun kompleksisena, mutta silloin mi-
tattavat suureet on kisiteltdva jakson yli otettuina keskiarvoina.

Sahkomagneettisella kentélla on energian lisdksi litkemééraé ja impulssi-
momenttia. SM-aallot kuljettavat myos néitd suureita mukanaan.

11.4 Tasoaallot johteessa

Lineaarisessa homogeenisessa viliaineessa, jossa ei ole vapaita varauksia (fu,
€ ja o ovat vakioita ja V- D = 0) aaltoyhtélot saavat muodon (HT)

0’H OH
2 — _ _— =
V°H — en 52~ "My 0 (11.36)
O°E OE

V?E — ¢p—=s —0pi—= = 0 11.37
Namaé yhtilot ovat seurausta Maxwellin yhtaloistéa. Pdinvastainen ei kuiten-
kaan ole totta. Yht&loillda on ratkaisuja, jotka eivit valttdmétta toteuta
Maxwellin yhtéloitd, joten ratkaisujen fysikaalisuus on tarkastettava erik-

seen kiytdnnon ongelmissa.

Séhkokentén aaltoyhtélod (11.37) kutsutaan lennétinyhtéiloksi. Se on
standardiesimerkki osittaisdifferentiaaliyhtéloiden ratkaisemisesta Fourier-
muunnosten avulla. Tehddédn téssd sama ratkaisu oikaisemalla sikéli, etté
oletetaan tasoaaltoratkaisu ja lihdetéddn liikkeelle Maxwellin yhtéloisté, jol-
loin

k-E =0

k-H = 0

kxE = wuH (11.38)
ikxH = (0—iwe)E

Koska k | E, k 1 H ja E L H, niin aalto on jélleen poikittainen.

Valitaan koordinaatisto siten, ettd k | e, E | e, ja H || e,. Télloin

kE, = wupH,
ikHy = —(o—iwe)E, (11.39)

Tésté (tai suoraan aaltoyhtilostid) saadaan dispersioyhtilo k = k(w):

k? = epw? +iopuw (11.40)
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k on kompleksiluku, joka voidaan kirjoittaa muodossa k = |k|e’® ja disper-
sioyhtélostéa voidaan ratkaista

k| = \pwvVerw? + o2

1 o
= - t — 11.41
o 5 arctan( ew) ( )

Lennétinyhtélon ratkaisu harmonisille aalloille on siis
E = Eoexei(Re(k)z—wt)e—]m(k)z

= FEpegexpli(|k|z cos a — wt)] exp[—|k|z sin a (11.42)

Tésséd on valittava c:n vaihe siten, ettd Im(k) > 0 eli sina > 0 (HT: piirra
kuva kompleksitasossa). Talloin aalto vaimenee edetesséén véliaineeseen
(tekiji e~ *lzsine) 'mikii on fysikaalisesti mielekés ratkaisu. Vaihenopeudeksi

tulee nyt
w w

Vy = =
P Re(k)  |k|cosa
Etéisyys, jolla aallon amplitudi vaimenee tekijélla e, on véliaineen tunkeu-
tumissyvyys (skin depth):

(11.43)

1 1
Im(k)  |k|sina ( )
Viliaineen impedanssi (aaltovastus) mééritellddn
Ey pw Lw 1 o
Z=—="—=,|——=—=——=exp[— arctan(—)] (11.45)

Hy k \/52w2 + ()'2 2 Ew

Impedanssin yksikko on vastus: [Z] = ) (kertaa impedanssin, admittanssin
ja reaktanssin késitteet KSII:sta tai lue RMC:n luku 13).

Esimerkkeji

2
1) Hyvi johde: 0 >> ew = a=45°% 6 =,/—
pow

vp = dwtan o = dw

f=50Hz d~1lecm wv,~3m/s

parile: { f=50MHz §~10pm v,~ 3x10°m/s

Z = ,/M—We_m/4 = 45° vaihe-ero E:n ja H:n valilla.
o

2) Eriste: 0 =0, € >0, u = pp
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= o = 0 eli aalto ei vaimene tunkeutuessaan eristeeseen!

7= "=z /9
€ €
Ho

misséd Zy on tyhjon impedanssi: ,/— = 376.73 Q2.
€0

Yksinkertaisella laskulla voidaan osoittaa, ettd aallon Fourier-komponent-
tien yhtaloryhmé (11.38) voidaan palauttaa yhtdloryhmén (11.12) kaltaisek-
si kirjoittamalla

ek-E = 0

k-B —

kxE = wB (11.46)
kxB = —%e}E

missé on otettu kiyttoon kompleksinen dielektrisyysvakio €,

6 = e +i-2 (11.47)
cow

Nyt my0s taitekerroin kannattaa maéritella kompleksilukuna

n? =é, (11.48)

(11.49)

11.5 Palloaallot

Tasoaalto on erittdin kiyttokelpoinen matemaattinen idealisaatio. Todelli-
suudessa sihkémagneettinen aalto kuitenkin synnytetédin esimerkiksi dérel-
lisen kokoisella antennilla. Antennin ldhelld sihko- ja magneettikenttien
rakenne on hyvinkin monimutkainen ja riippuu kéytetyn antennin geometri-
asta. Kun aalto ldhtee eteneméén avaruuteen, se laajenee ja tarkasteltaes-
sa aaltorintamaa riittdvéan pienelld alueella se nédyttaa tasoaaltorintamalta.
Joskus on kuitenkin tarpeen ottaa huomioon aaltorintaman globaali muoto.
Tarkastellaan esimerkkiné origosta joka suuntaan etenevid pallonmuotoisia
aaltorintamia, palloaaltoja. Periaatteessa ongelma ratkaistiin jo luvussa 9,
jossa johdettiin viiviistyneet potentiaalit ja my6s palloaallon Greenin funk-
tio. Emme kuitenkaan laskeneet itse kenttié, silld derivaattojen laskeminen
viivistyneistd potentiaaleista on aika tyolds tehtava.
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Tyhjossé etenevian SM-aallon sdhkokentén aaltoyhtélé on

1 0°E
VZE- 5 —5 =0 11.50
c2 ot? ( )
josta monokromaattiselle aallolle tulee vektorimuotoinen Helmholtzin yht&lo

2

V2E(r) + (%) E(r) =0 (11.51)
Nyt sdahkokenttd pitéisi esittaid pallokoordinaattien avulla. Ongelmaksi tulee
termin V?E = —V x V x E + VV - E kirjoittaminen pallokoordinaateissa.
Termin —V x V x E radiaalikomponentissa ovat mukana myos muut pal-
lokoordinaatiston muuttujat ja samoin kéy atsimutaali- ja napakulman kom-
ponenteille. Lopputulos on kolmen osittaisdifferentiaaliyhtélon ryhmé, jois-
sa kaikissa on mukana kaikki séhkokentédn komponentit. Vektorimuotoinen
Laplacen yht#lo voidaan separoida kunkin muuttujan erillisiksi differenti-
aaliyhtaloiksi vain karteesisissa koordinaateissa.

Tarkastellaan tdmén ongelman ratkaisemiseksi skalaarimuotoista Helm-
holtzin yht&loa

W\ 2
V) + (—) Y=0 (11.52)
c
Nyt on suoraviivainen harjoitustehtéva osoittaa, etta

E=rx Vi (11.53)

on (11.51):n ratkaisu, ja V - E = 0. Magneettikenttd on valittava siten, etta
se yhdessd siahkokentdn kanssa toteuttaa Maxwellin yhtélot. Kirjoitetaan
Faradayn laki muodossa

V x E = iwB (11.54)

jolloin .
B-= —gv X (r x V) (11.55)

miké toteuttaa loput Maxwellin yhtélot tyhjossd (HT). Voisimme aivan yhté
hyvin ldhtea liikkeelle B-kentén aaltoyhtélosté ja 16ytéad ratkaisuparin

B = %rwi (11.56)

B - %v X (r x Vi) (11.57)

Ratkaisuparissa (E,B) sihkokenttd on jokaisessa pisteessd tangentiaalinen
origokeskisen pallon pinnan kanssa. Téta aaltoa kutsutaan joskus transver-
saaliseksi sihkdiseksi (TE) moodiksi. Ratkaisuparissa (E’, B’) magneet-
tikentdlld on puolestaan sama ominaisuus ja aaltoa kutsutaan transver-
saaliseksi magneettiseksi (TM) moodiksi. (HT: piirrd kuvat!)
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Nyt on vield l6ydettéava ¢p Helmholtzin skalaariyhtélon ratkaisuna. Tésséa
kiaytetddn Laplacen yhtélon ratkaisemisesta tuttua muuttujien separointia
pallokoordinaatistossa (luku 2). Ratkaistava yht#lo on pallokoordinaateissa

10 50 1 o 1 82w )
r2or 1.
r28r< 8T>+r25m989 (Smeae)Jfﬂsm T g2 TR Y =0 (11.58)

Erona Laplacen yhtéloon on siis termi k21).

Tehd&én télld kertaa separointiyrite ¢ = R(r)©(0)®(¢). Sijoitetaan tAma
ylliolevaan yhtéloon. Jaetaan tulos vield 1):114 ja kerrotaan tekijilli 72 sin? 6,
miké antaa yhtalon

1 d odR 1 d o 1d*®
I sin? 57“2 I + o sin 0 70 sin — 10 + T do? + k*r?sin?0 =0 (11.59)
¢-riippuvuuden osalta separointi antaa saman yhtélén kuin Laplacen yhtéalon

tapauksessa
d?®

W;” +m2®,, =0 (11.60)
0- ja r riippuvat yhtélét ovat puolestaan
1 d dO, m?
—sin 6 (r+1 m = 11.61
sing do > do D)= Ge 9] Gl 0 (L6
d 5d
s 7 d]:’ ((14+1)—k*r?]R; = 0  (11.62)

Nyt yhtdlon (11.60) ratkaisut ovat tietenkin muotoa ®,, = ¥ ja yhtilon
(11.61) ratkaisut ratkaisut ovat tutut Legendren liittofunktiot (luku 2). Ter-
mi k%¢ muuttaa siis ainoastaan radiaalista yhtlod (11.62), jonka ratkaisut
saadaan tekemélld ensin muuttujanvaihdos & = kr, jolloin

dR;
g2 2 _
dfﬁ 3 —[l(l+1) =& R =0 (11.63)
Tisté saadaan Besselin yht#ld sijoituksella Ry = ¢-1/22;:
d*Z az,
¢ dg?l & —gl —0+1/2)? =42, =0 (11.64)

Téamé on yksi matemaattisen fysiikan tdrkeimpié yhtéaloité, jonka ratkaisuina
ovat Besselin ja Neumannin funktiot Jyy/o(kr) ja Npyq/2(kr). Pallokoordi-
naatistossa néistd muodostetaan erityisid pallobesseleité

gilkr) = \f7/2kr Jipq0(kr) (11.65)
ny(kr) = «/m/2kr Nipq2(kr) (11.66)
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Pallobesselit ovat alkeisfunktioita, joten niitd ei tarvitse pelété: esimerkik-
si jo(r) = sinr/r, no(r) = —cosr/r. Jiikoon nididen enempi pohdiskelu
kuitenkin FYMM II:n huoleksi.

Nyt meilld on koossa yleinen ratkaisu skalaarimuotoiselle Helmholtzin
yhtélolle muodossa

Vim = \/7/2kr Z;(kr) P (cos §) eTim? (11.67)

Sijoittamalla tdmé& TE- tai TM-moodin kenttien lausekkeisiin saadaan niiden
paikkariippuvuus. Yksinkertaisin fysikaalisesti mielenkiintoinen valinta on

P10 = % et {1 + k;zr] cos 0 (11.68)
josta saadaan TE-moodille
E =r x Vip1g = —Fpe'*" [klr + k;rQ] sinf ey (11.69)
ja
B— —%v < E (11.70)

i g (11 i : i1
:;Eoe {[W+W}2coseer—[;—W—W]mnHeg}

Tulemme myShemmin ndkeméén, ettd tdmé on magneettisen dipoliantennin
siteileméd aaltokentté.
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