Luku 14

Liikkuvan varauksen kentta

Téssé luvussa tutustutaan liitkkuvan varauksen aiheuttamaan kenttéén. Asi-
aa on kasitelty RMC:n luvussa 21 ja CL:n luvussa 13. Jokaisen sidhkddynaa-
mikon on laskettava ainakin kerran elimésséén Liénardin ja Wiechertin po-
tentiaalit ja kentét.

14.1 Liénardin ja Wiechertin potentiaalit

Tarkastellaan siis yksittaistd varauksellista hiukkasta, jonka rata on r =
ry(t). Varaus- ja virrantiheys ovat télloin

) = @ —r,1) (14.1)
t) = qrgd(r —ry(t)) (14.2)
Kayttokelpoisten potentiaalien laskeminen ei ole aivan helppo tehtavi. RMC
esittelee jaksossa 21-1 yhden tavan (tosin hypéten varsinaisen laskun yli).
Toinen menetelmé on kayttdd hyviksi Greenin funktiota, miké sekin on
teknisesti kohtuullisen vaativaa. Kyseessd on siis mitd mainioin harjoitus-
tehtédva. Esitetdidn téssd menetelmén idea.

Tehtdvana on ratkaista epdhomogeeniset aaltoyhtilot

1 02

<V2 - g@) ¢ = —plea (14.3)
1 02

<v2 — 0—2@> A = —pod (14.4)

Kuten luvussa 9 todettiin, ndiden ratkaisut ovat Greenin funktion avulla
lausuttuina

o (r, f) = / /Gi(r,t;r',t’) £y av'ad (14.5)
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168 LUKU 14. LIIKKUVAN VARAUKSEN KENTTA

missi 1F (r, ) ovat viivistyneet (+) ja edistyneet (-) skalaaripotentiaalit tai
vektoripotentiaalin karteesiset komponentit ja f(r’,t'):t vastaavat lihdeter-
meji (p,J). Nyt riittdd kdyttaa viivistyneen potentiaalin Greenin funktiota

1ot = (t=[r—r'|/c))

'

G(r,t;7' ) =

14.6
A r —r (14.6)
Tekija 47 on otettu Greenin funktion mé&aritelméén, kun se luvussa 9 oli
G:n aaltoyhtélossa.

Ensin integroidaan paikkaintegraalit Greenin funktion avulla. Sen jélkeen
aikaintegraalia laskettaessa kidytetddn hyvéksi d-funktiolle voimassa olevaa
identiteettia

"y
f, (z:) (14.7)
|9’ (3)]|
missd g(z;) = 0. Lopputuloksena saadaan Liénardin ja Wiechertin po-
tentiaalit:

[ f@tgta)dz =3

plr ) = 47360 {(1 - n1 B)R]Tet - 47360 [R —1R'5L6t (148)

Alr,t) = 47‘('(1606 {(1 — rl? ﬂ)R]mt - 47qu00 [R —Ii{ : ﬁ]ret (149)

missi R =r —r,, n=R/R ja 8 = v/c. Alaindeksi ret viittaa lausekkeen
laskemiseen viivistyneelld ajalla t’, joka on ratkaistava ehdosta

t'+|r—ry(t)|/e=t (14.10)
Havaitsija siis mittaa kentédn pisteessé r hetkelld .

Kaikkein eleganteinta, joskaan ei sen helpompaa, on tehdé ylldoleva lasku
relativistisessa formalismissa, missd ¢ ja A ovat nelipotentiaalin A% kom-
ponentit ja

A%(z) = / Glw — o) (') d*’ (14.11)

(katso Jackson tai CL luku 13.3).

14.2 Kenttien laskeminen

Kun potentiaalit tunnetaan, kentét saadaan derivoimalla, joka yleensi on
helppoa, mutta vaatii nyt kérsivéllisyyttd. Hankaluuden aiheuttaa viivés-
tyneen ajan implisiittisesti méaritteleva yhtdlo 14.10. Aluksi kannattaa tehd&
itselleen selvéksi koordinaatisto (kuva 14.1). Sdhkokenttd saadaan lausek-
keesta

oA ¢

E=_Vp_ 2= =
Ve ot 47T€0|:

V(R—ﬁ-R)] q [3 B ](14.12)

(R—B-R)2| 4mepc lOLR—B-R
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Fo(t)

R(t") =r—,(t")

Kuva 14.1: Varauksellisen hiukkasen liiketila hetkelld ¢ méirids kentin
myohempéné hetkend ¢. Kenttd etenee pisteestd ry(t') havaintopisteeseen
r ajassa R(t')/c, jolloin hiukkanen on ehtinyt radallaan pisteeseen r,(t).

Hakasulku viittaa lausekkeen laskemiseen viiviistetylld ajalla (jatetdén sulut
pois vélivaiheissa).

Aloitetaan R(t'):n derivoinnista: koska ¢’ riippuu paikkavektorista r, niin
VR(t") = —cVt'. Derivoidaan viiviistyneen ajan lauseketta 14.10 puolittain,
jolloin esimerkiksi gradientin z-komponentti on

o x—zg—cB-(r—ry)(0t/0)

or clr —ry|

(14.13)

Tisséd on kéytetty derivoinnin ketjusédéntod 0/0x = (0t'/0x)(0/0t"). Nyt
voidaan ratkaista

ot’ T — T
i 14.14
9r ~ «(R—B-R) (14.14)
joten
/ R
=52 5 14.1
V=" {rR-B R (14.15)
ja
R
=50 14.1
VR R 3R (14.16)
Tarvitaan myos V(3 - R). Lasketaan taas z-komponentti:
ot . ,
(V(B-R))w = o+ 5-(B-R—B-1) (14.17)

Taten

(R—B-R)B+ (5 - B -R/R

V(BR) = B+(B-R—B-iy)Vt' = R-3 R

(14.18)
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Kokoamalla tulokset saadaan skalaaripotentiaalin gradientiksi

¢ [R-(R-B-R)B— (B R/OR

V= e (R- B R)3

(14.19)

Vektoripotentiaalia varten tiytyy laskea OR/0t = ¢(1 — Ot'/Ot. Nyt

o _  B-R

i 14.20
o~ T R o (14.20)
josta ratkaistaan
ot R
—_——= 14.21
ot R—-B-R ( )
Vastaavalla tavalla saadaan
/
OR Ot OR cRp3 (14.22)

ot ot R-B-R

Vektoripotentiaalin lausekkeessa esiintyva aikaderivaatta on siis

{2 B ] _ [R(R—ﬁ-mm (RB-R+CB-R—CR52)H]
OtR—[(B-R (R—B-R)?

(14.23)
Séhkokentéksi saadaan lopulta

E(r,t) = Tncg

¢ [(1-F)R-RB)+ R x (R~ RB) x §)/c
[ (R—8 R) ]Tet (14.24)

Samanlaisten veivausten (luonnollisesti HT) jilkeen saadaan magneettikentti

1{R
c | R

B(r,{) = - —} X E(r.0) (14.25)

Valittomasti todetaan, ettd staattisen varauksen (3 = 0) séhkokentté on
Coulombin kentté. Silloin séhkokenttd on yhdensuuntainen vektorin R kans-
sa, joten staattinen varaus ei odotetusti aiheuta magneettikenttéé. Vakiono-
peudella liikkuvan varauksen kentté on selvésti tekemisissé Lorentzin muun-
noksen kanssa. Sateilykentéksi kutsutaan kiihtyvyyteen B verrannollista ter-
mié, joka pienenee kaukana varauksesta kuten 1/R eli kertalukua hitaam-
min kuin Coulombin kenttd. Tarkastellaan n#ité tilanteita seuraavassa yksi-
tyiskohtaisemmin.
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Ay
(xy.2)

R=r—,(t")

Y X

rq(t’) : rq(t-R/c)
=(vt’,0,0)

Kuva 14.2: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen kentéin
laskeminen

14.2.1 Vakionopeudella liikkuvan varauksen kentti

Liénardin ja Wiechertin potentiaalien my6td olemme tulleet hyvin ldhelle
suhteellisuusteoriasta tuttuja Lorentzin muunnoksia. Tarkastellaan téata var-
ten kuvan 14.2 mukaisesti xz-akselia pitkin vakionopeudella v liikkuvan va-
rauksen kenttdd. Kentté pisteessi (z,y, z) lasketaan hetkelld ¢, jolloin varaus
on ehtinyt pisteeseen (vt,0,0) (varaus on ohittanut origon hetkelld ¢ = 0).

Koska R = /(z —vt/)2 + 42 + 22 = ¢(t — ), niin viiviistynyt aika ¢’
saadaan lausekkeesta

(1-p*)t' =t —fBafc— (1/6)\/(51: —vt) 4+ (1= 4% (y2+2%)  (14.26)

jolloin

[R—R- B0 = /(@ — 1) + (1 — 52)(y2 + 22) (14.27)
Skalaaripotentiaali voidaan nyt esittdd muodossa

q 2

Ty, 2,t) = 14.28
wlz,9,2,1) dmeg /72 (x — vt)2 + y2 + 22 ( )
missi v = 1/4/1 — 2. Vektoripotentiaalilla on vain z-komponentti

Niin on paddytty Maxwellin yhtéloistd ldhtien hyvin ldhelle Lorentz-
muunnosta. Varauksen lepokoordinaatistossa potentiaalilla on tuttu lauseke

q 1

PEVE) = e VT T

(14.30)
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Liikkuvan varauksen potentiaali saadaan (melkein) koordinaattimuunnok-
sella, jossa y ja z pysyvit ennallaan ja x:std tulee v(z — vt). Vield ja& mie-
tittavaksi, mistéd tekijd v ilmestyy kertomaan potentiaalia. Lisédksi taytyisi
selvittéid, mistéd vektoripotentiaali saadaan, kun se on nolla lepokoordinaatis-
tossa. Tdhén palataan suhteellisuusteoriassa, jossa A:n ja @:n osoitetaan
yhdessd muodostavan nelivektorin.

Kentét saadaan derivoimalla (téll4 kertaa helposti):

q v(z — i)
E t) = 14.31
2(2,y,2,t) deg (V2(x — vt)2 + y2 + 22)3/2 ( )
q 7Y
FE t) = 14.32
y(#:,2,1) dreg (V2 (x — vt)2 4+ y2 + 22)3/2 ( )
q B
F t) = 14.33
z(xayazv ) 47T60 (,yz(x_vt)2+y2_’_22)3/2 ( )
B(z,y,2,t) = Y« E(z,y, z,1) (14.34)

c2

Nama4 lausekkeet pétevit kaikilla nopeuksilla. Kaukana varauksesta kenttéa
heikkenee kd#intden verrannollisesti etdisyyden neliéon. Suurellakaan nopeu-
della liikkuva hiukkanen ei siis séteile.

Kenttdd on mukavinta tarkastella varauksen kulloisenkin paikan suhteen.
Kohtisuorassa suunnassa (z — vt = 0) sdhkokentén voimakkuus on

q 2
fop R, S
v 0 Ameg y? + 22

(14.35)

Tédmi on Coulombin kentté tekijilld v suurennettuna (aina y > 1). Varauk-
sen edessé ja takana y = z =0 ja

q 1
E = E =
T dmeg y2(z — vt)?

(14.36)

Tam# on puolestaan Coulombin kentti tekijilld 1/v% pienennettyni.

Kenttéaviivat saadaan piirtdmalld ensin staattisen varauksen kenttéviivat
ja sitten liikuttamalla kuviota suurella nopeudella silmien ohi, jolloin havai-
taan Lorentz-kontraktio (ei onnistu kotioloissa kovin helposti). Vaihtoehtoi-
sesti puristetaan z-akselia kasaan tekijén v verran (kuva 14.3). Kannattaa
kuitenkin muistaa, ettd kenttédviivat eivit ole todellisia fysikaalisia olioita.
Magneettikentéin hahmottaminen ja&d lukijan mietittdvaksi kuten hitaasti
liikkuvan varauksen magneettikentéin osoittaminen samaksi kuin luvussa 5.
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Kuva 14.3: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen sdhkokentéan
kenttdviivat. Vasemmalla staattinen varaus, oikealla liikkuva varaus.

14.2.2 Kiihtyvéssi liikkeessd olevan varauksen kentta

Vakionopeudella liikkuva varaus ei siis séteile ympéaristoonsa. Mikéli varauk-
sen nopeus muuttuu, Liénardin ja Wiechertin potentiaaleja ei voi enéé il-
maista varauksen tarkasteluhetken paikan funktioina vaan viivastyminen on
otettava huomioon eksplisiittisesti eli laskettaessa kenttid on huomioitava
derivaattamuuttujien riippuvuus viivistymisesta.

Tarkastellaan aluksi epérelativistista rajaa (8 < 1), jolloin 1/R-séteily-

kentiksi tulee 7

E(r,t) = pr— nx(nxv)/R (14.37)
1R g .
B(r,t)=-—xBE=—1__ 14.
(r,t) -} X P xn/R (14.38)

missd n = R/R. Néistd saadaan Poyntingin vektoriksi

1 2 Rxv]?
S = ﬁEXB: 167T%6063| R |
missi Zo on tyhjon impedanssi /o /€o-
Séateilyteho avaruuskulmaan d€2 on nyt
P @|v[?
dQ  16m2epc3

missé # on v:n ja n:n vilinen kulma. Suorittamalla kulmaintegroinnit saadaan
Larmorin kaava

R (14.39)

sin? @ (14.40)

27,2
q-v
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Relativistisille hiukkasille ¢:n ja t':n vilinen ero on téirkei. Aikavililli
t1 =t + R(t))/c...ta = th + R(t5)/c siteilty energia on
ta t dt
W = S n] ., dt= S -n—dt’ (14.42)
t t dt
On siis mielekistd mééritelld hiukkasen siteilyn intensiteetti S - n dt/dt’ =
S-n (1 —n-B) sen omassa ajassa ja omassa paikassa:
.2
dP(t) ¢ 0 x (= 8) x B)
dQ  1672epc (1-n-pB)°

(14.43)

Kun # — 1, niin dP/d:n nimittdjin merkitys kasvaa ja siteilykeila alkaa
venyé hiukkasen liikkeen suuntaan. Maksimi-intensiteetti saavutetaan, kun
Omaz — 1/(27) ja keilan leveys on ~ 1/v. Koska laskuissa ei ole tehty oletuk-
sia kiihtyvyyden suunnasta, saadut kaavat kuvaavat seké jarrutusséteilya
ettd syklotroni- ja synkrotroniséteilyéd. Séteilyn kokonaisteho saadaan in-
tegroimalla kulmien yli (siis ei helposti) tai tekemélld Larmorin kaavalle
Lorentzin muunnos (jos osataan suhteellisuusteoriaa). Lopputulos on

P L2 (ax B (14.44)

"~ 6mege




