Luku 15

Siteilevit systeemit

Edellisessé luvussa késiteltiin vain yhden varauksellisen hiukkasen séteily-
kenttid. Nyt tutustutaan esimerkinomaisesti yksinkertaisiin antenneihin ja
varausjoukon aiheuttamaan séteilyyn (RMC luku 20).

15.1 Viridhtelevin dipolin kentta

Tarkastellaan tyhjosséd olevaa sdhkoista dipolia, joka muodostuu kahdesta
z-akselilla pisteissid z = +L/2 sijaitsevasta pallosta (kuva 15.1). Pallot on
yvhdistetty johdolla, jonka kapasitanssi voidaan jattdd huomiotta. Ylemmén
pallon varaus olkoon ¢(t), alemman —q(t).

Varauksen sdilyminen antaa virrantiheydeksi

I(r,t) = I(t)5(2)8(y)0(L/2 — 2)0(z + L/2) (15.1)
y4
qILQ
y
A
> X
—qe -L/2

Kuva 15.1: Yksinkertainen dipoliantenni.
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176 LUKU 15. SATEILEVAT SYSTEEMIT

missd I = +¢q. Lasketaan viivistynyt vektoripotentiaali

o [ I =l —rf0)
A(r,t) = — dV 15.2
;1) 4w /V Ir — 1’| (15.2)
jolla on nyt ainoastaan z-komponentti
L2 [(Z,t —|r — Ze.|/c)
Ho 2z, z /
A,(r,t) = —/ d 15.3
+(r,1) A J_1/2 Ir — 2'e, | i ( )

Lausekkeen yksinkertaistamiseksi oletetaan, ettd dipolia katsotaan kaukaa
L < r, jolloin voidaan kirjoittaa

Ir—Ze.| = (r?—27e, -t + 222 ~r — 2 cosh (15.4)

missé 0 on katselupisteen paikkavektorin r ja z-akselin vélinen kulma. Vek-
toripotentiaalin nimittijissi 2’ cosf voidaan jattdd huomiotta, kun dipo-
lia katsotaan kaukaa. Viivéstystermissd se voidaan jattdd huomiotta, jos
2’ cos@/c on pieni verrattuna virran muutoksen aikaskaalaan, esimerkiksi
harmonisesti oskilloivan virran periodiin 7. Koska 2’ cos§ < L/2, voidaan
2 cos @ /c jattad huomiotta vain, jos

Lj2<cT =) (15.5)

Oletetaan, ettd nidin on eli, ettd syntyvén aallon aallonpituus A on paljon
dipolin pituutta suurempi ja tarkastellaan dipolia kaukaa. T&ll6in

oL
A (r,t) = %T; (t—r/c) (15.6)
Skalaaripotentiaalin laskeminen on yksinkertaisinta kéyttden Lorentzin mit-

taehtoa
10p

A4+ =L = 15.
\Y% + Sy 0 (15.7)
mista saadaan
dy L 01
- _ 21t — 15.
ot 4meq Oz [r (t T/C)} (15.8)
L z z
= — |It- — It -
o {7"3 (t—r/c)+ 2 (t r/c)]

missd I’ on I'n (¢t — r/c):n suhteen laskettu derivaatta. Koska toisaalta I =
+¢', missid ¢’ on saman argumentin suhteen otettu derivaatta, saadaan ¢
integroiduksi

L = [q(t—r/c) +I(t—r/6)} (15.9)

t —
o(r,t) " .

 dweg 12
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Rajataan tarkastelu harmonisesti oskilloivaan dipoliin

q(t —r/c) = gqocosw(t—r/c)
I(t—r/c) = Ipsinw(t—r/c) = —wgosinw(t —r/c) (15.10)

Kirjoitetaan A pallokoordinaatistossa

IyL .
A, = Z—ﬁOTcosesmw(t—r/c)

IyL
Ay = —Z—i%sin&sinw(t—r/c) (15.11)
Ay = 0

Nyt V x A:lla on vain ¢-komponentti, joten
10(rAp) 104,

By = r or r 00 (15.12)
_ Hodol g gf@ _ L sinw(t — ]
= = sin @ {c cosw(t —r/c) + . sinw(t —r/c)
Séhkokenttd on E = —0A /0t — Vo
B 211y cos 6 {sinw(t—r/c) B cosw(t—r/c)]
" 4meg r2c wr3

{Ipsinf 1 w 1 .

Ey = — o [(m—@> cosw(t—r/c)—Esmw(t—r/e)}

Ey, = 0 (15.13)

Koska B on kaikkialla tangentiaalinen dipoli keskipisteené piirretylle pallon
pinnalle, kyseessd on TM-moodi (HT: totea, ettd suurilla 7:n arvoilla E =
B X e;).

Lasketaan sitten dipolin séteilemé energia integroimalla Poyntingin vek-
torin normaalikomponentti R-séteisen pallon pinnan yli.

1 ™
7(8 ‘nda = M—R2/ EyBy2msin g do (15.14)
0 0

Kun R — oo ainoastaan 1/r:&&n verrannolliset termit antavat nollasta
poikkeavan kontribuution. Rajoittumalla néihin tulee energiavuoksi

Inl 2,2

Y{S-nda: (Tol) w—COSQw(t—r/c) (15.15)
6meg 3

T&amé on siis dipolin hetkellisesti séteilemé teho. Integroimalla periodin yli

saadaan keskim&érdinen séteilyteho

Pw? B 21 [ho (1)213

Py — 0 _
(P) 6meged 2 3V e

5) 5 (15.16)
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178 LUKU 15. SATEILEVAT SYSTEEMIT

Téamén tuloksen voi tulkita siten, ettd vastus R, jossa kulkee sinimuotoinen
virta Iy cos wt, kuluttaa energiaa keskiméiriiselld teholla (P) = RIZ/2. Suu-

retta , )
e ) =m(5)
R =—,/— (=] =789 — Q 15.17
3 €0 A A ( )

kutsutaan séiteilyvastukseksi. Mikéli dipoli ei ole tyhjossé, on permittii-
visyys ja permeabiliteetti korvattava viliaineen vastaavilla suureilla.

Magneettinen dipoli kisitellidn aivan samaan tapaan. Se voidaan
esittdd ympyrdnmuotoisena silmukkana, jossa kulkee sinimuotoinen sdhko-
virta. Magneettinen dipoli on puolestaan kohtisuorassa silmukan tasoa vas-
taan. Koska virralla on vain ¢-komponentti on myos vektoripotentiaalin ai-
noa nollasta poikkeava komponentti

~ poloa /27r cosw(t — |r —1'|/c)
Am o |r — 1’|

f4¢(r,t)

cos ¢ dop (15.18)

missd a on virtasilmukan side. Nyt dipoliapproksimaatio edellyttaé, etta
r > a ja wa K c. Téstd eteenpéin lasku etenee samalla reseptillda kuin
edelld. Erona oskilloivaan séhkodipoliin on, etté télla kertaa syntyvén aallon
sdhkokenttd on dipolikeskisen pallon tangentti eli kyseessd on TE-moodi.
Yksityiskohdat jaakoot harjoitustehtéavéksi.

Huom. Oletettaessa harmoninen aikariippuvuus (e ~**) skalaaripotenti-
aalia ei valttamétta tarvitse laskea. Magneettikenttd méaaraytyy pelkastaan
virrasta vektoripotentiaalin kautta. Toisaalta ldhdealueen ulkopuolella

V x B = —iwppeoE (15.19)

josta saadaan
ic?
E=—VxB (15.20)
w

15.2 Puoliaaltoantenni

Edellé saatu tulos ei anna oikeaa séteilytehoa oikealle radioantennille, koska
yleensd antenni ei ole lyhyt verrattuna aallonpituuteen eikd sitd yleensé
syotetd péistd vaan keskelté.

Tarkastellaan tasan puolikkaan aallonpituuden mittaista antennia. Ta4maé
on realistinen esimerkki, koska esimerkiksi 100 MHz aallon aallonpituus
on 3 m. Antennin voi ajatella koostuvan infinitesimaalisista osista, joihin
kuhunkin sopii edelld ollut tarkastelu. Olkoon antenni z-akselilla vililla
(—A/4, +1/4) ja kulkekoon siind virta

2 /
I(#,t) = Iysinwt cos ( 7;\2 ) (15.21)
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Tamé virta on nolla antennin molemmissa péissé. Nyt pisteen 2z’ ympérilli
oleva elementti dz’ tuottaa tyhjossi sihkokentéin #-komponenttiin

sin @

dEg = Ip————
0 047T60R02

2 !/
wceosw(t — R/c) cos (%) dz' (15.22)

Tissé R on etiisyys dz":sta katselupisteeseen ja kertalukua 1/R? olevat ter-
mit on jatetty huomiotta. Magneettikenttéi&in tulee puolestaan osuus

I 2z
dBg = Z—ilg—j sinf cosw(t — R/c) cos ( 7;2 ) dz' (15.23)
Epm ja By:n laskemiseksi on integroitava lauseke
/2 q
K = —cosw(t — R/c)cosudu (15.24)
—7/2 R
missi u = 272’/A. Nyt jilleen R = r — 2/ cosf ja riittdvin suurella r

nimittdjassd voidaan korvata R — r. Kosinitermissa téytyy kuitenkin ol-
la varovainen ja kirjoittaa

1 [m/2
K = —/ cosjw(t —r/c) + ucosb| cosudu (15.25)
rJ—m/2
Tamén saa muotoon
2
K = lRe (ez’w(tfr/t:) /W/ du et 00 cog )
r —7/2

jolloin lopputulos on
cos|(m/2) cos 0]

2
K=- t—
. cosw(t —r/c) 20

(15.26)

Sijoittamalla tdméi tulos sihko- ja magneettikenttien lausekkeisiin saadaan

B Iy cos|(m/2) cos 0]
Ey = - cosw(t —r/c) g~ (15.27)
polo cos|(m/2) cos 0]
B, - _ /) S08UT/2) cos bl 15.2
¢, o cosw(t —r/c) p—; (15.28)

Keskiméairiiseksi sateilytehoksi tulee nyt

1 [no 2/” cos?[(m/2) cosf] .
P)=—,/—/1 0do 15.2
(P) 4\ e 0 Jo sin? 6 s (15.29)

Integraalin numeerinen arvo on 1.219 joten puoliaaltoantennin séteilyteho
on

I2
(P) =173.10Q 50 (15.30)

Téstd eteenpéin antennilaskut kédyvéat pian hankaliksi. Jo se korjaus, ettd
antennia syGtetdan usein keskeltd sinimuotoisella virralla tai jinnitteelld ai-
heuttaa teknisid monimutkaisuuksia. Toisaalta pitkdn ohuen antennin rajal-
la ylldoleva tulos on muutaman prosentin pééssé oikeasta.
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15.3 Liikkuvan varausjoukon aiheuttama kentti

Tarkastellaan sitten mielivaltaisen varausjoukon séteilyd. Oletetaan, etté
tarkasteltava varausjoukko on etéilla tarkastelupisteesté siind mielessé, ettéa
varausjoukko pysyy tilavuudessa V; sen ajan, mikd SM-aallolta kuluu saavut-
taa tarkastelupiste ja Vi:n dimensiot ovat pienet verrattuna etédisyyteen
tarkastelupisteestd (eli v < ¢). Oletetaan lisdksi, etté tilavuuden pituusskaa-
lat ovat pienid hallitseviin séteilyn aallonpituuksiin verrattuina ja ettéd va-
raukset ovat tyhjossa.

Valitaan origo tilavuuden V; sisélle, merkitdén varauksien koordinaatteja
r’:114, tarkastelupiste olkoon r ja R =r —r’. Nyt

r-r

R=r—1|~r- (15.31)
Viivastynyt skalaaripotentiaali tarkastelupisteesséd on
L[ opt—RjS)
t) = av
()O(r7 ) 47T€0 V1 R
1 / p(r';t —rjc+r-1'/cr) av’ (15.32)
dmeg Jvy r—(r-r')/r
Kéyttiden binomisarjaa
(r—r-v'/r) t=r 422 fr)+ ... (15.33)
ja Taylorin kehitelmé&a
/ /
. )
p(r',t—i—i—rr)zp(r',t—i>+rr—p +... (15.34)
c cr c cr Ot
r',t—r/c

saadaan potentiaali muotoon

1 T 1 T
t) = "t—=)dV' + —— / ! <’,t——> av’
#lr,1) dmegr /V1 P <r C) * 47T€07“3r 141 AN ¢

1 d , , r> ,
—7T — t——| dV 15.35
+ 47reor2cr dt /v1 v <r ’ c ( )

+ ...

Ensimméinen integraali antaa jakautuman kokonaisvarauksen, toinen dipoli-
momentin ja kolmas dipolimomentin aikaderivaatan ja loput ovat korkeampia
multipolimomentteja, jotka havidvit etdalld nopeammin. Siispé

dmeg | 7 r3 cr?

o(r, )
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Viivéstynyt vektoripotentiaali on puolestaan

AV o
Alrt) — @/V Ji';t—r/c+r r/cr)dv,
1

47 r—(r-r')/r
- ﬂ/ J <r’,t— f) av' + ... (15.37)
d7tr Jw, c

Asrelliselle tilavuudelle V pétee [, JdV = dp/dt (HT), jolloin

Ar,t) = L2 p(t —r/c) (15.38)

 4ar

Olisimme yht& hyvin voineet johtaa tdmén ensin ja laskea sitten ¢:n kiyttéden
Lorentzin mittaehtoa.

Rajoitutaan jatkossa séteilykenttiin, jotka siis pienenevit etéisyyden funk-
tiona kaikkein hitaimmin (r~1). Laskettaessa V:ta todetaan, ettd koska p
on (t — r/c)m funktio, 9p/0r = —(1/¢)P, joten

1 r-p(t—r/c)
r
Admeg c2r3

E(r,t) = — %ﬁ(t —rfe) +

(15.39)

Samoin laskettaessa vektoripotentiaalin roottoria taytyy huomioida se, etti
A on (t — r/c)m funktio. Pieni vektoriakrobatia (HT) antaa tuloksen

B(r,t) =V xAr,t) = — % rxp (15.40)

dmer?

Edelld saatu sihkokenttd on (HT)
E(r,t) = — “r x B(r,t) (15.41)
T

Kaikissa laskuissa dipolimomentin aikaderivaatta on laskettava viivéstetylla
ajanhetkelld ¢t —r/c, joka on sama koko varausjakaumalle pieniksi oletettujen
nopeuksien vuoksi.

Séteilykenttd on poikittainen SM-aalto, jonka Poyntingin vektori on

BQ
sS="r (15.42)
Hor

miké lausuttuna dipolimomentin avulla on

1

— Wr(r x P)? (15.43)

Jos z-akseli valitaan p:n suuntaiseksi, tdmé on

) . 9
p°sin“f r
= T6rZeor? r (1544)
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Séteilyn maksimi on kohtisuoraan p:té vastaan. Séteilytehon (Pr) laskemisek-
si tarkastellaan pallonkuorta, joka on kokonaan séteilyalueessa

Pr = S-nda
oV
..2 . 2
B P sin“f r , .
- 167r26063/ L S sin g d do
1 p?

Varausjoukko siis séteilee, mikéli siithen liittyvélld dipolimomentilla on
"kiithtyvyyttd”. Edella kasitelty dipoliantenni on esimerkki téllaisesta tilan-
teesta. Niinkin voi kdyd4, ettd vaikka varausjoukossa olisi kiihtyvéssa liik-
keessé olevia varauksia, niiden muodostama dipolimomentti voisi olla ajasta
riippumaton, mutta varaukset siteilisivat siitd huolimatta. Talloin edella
olevissa sarjakehitelmissé on mentédva korkeampiin kertalukuihin. Seuraa-
vana tulee kvadrupolitermi ja itseasiassa kvadrupoliantenni on aivan kiytto-
kelpoinen vehje. Sen etuna on se, etti siteilykentt pienenee kuten r~2, joten
siteily ei héiritse kaukana ldhteesté olevia vastaanottimia.

Téssé esitetty tarkastelu soveltuu my6s yksittédiseen kiihtyvéaan varauk-
seen, jolloin Pp = ¢V ja saadaan tuttu Larmorin kaava

2 o2
v
pp=-1_

= — 15.4
6meg 3 (15.46)

Se on voimassa hitaasti liikkuvalle (ei-relativistiselle) kiihtyville varaukselle.

15.4 Aallon vaimeneminen ja Thomsonin sironta

Séteily vie mukanaan energiaa, joten séteilytehon ylldpitdminen edellyttai
tyotd, josta vastaa jonkinlainen ldhetin. Jos viliaineessa, jonka lédpi aalto
etenee, on elektroneja, ne vuorovaikuttavat siteilykentéin kanssa ja saavat
siltd energiaa. Aalto siis vaimenee.

Yhden nopeudella v liikkuvan elektronin séteilyteho on Larmorin kaavan
mukaisesti

e? 2
pP= — 15.47
6meg 3 ( )
Tehonhévikkis kuvaavan voiman ja tehon vélinen suhde on
P 2 2
F=-"=-_°"7 (15.48)

v 6megcd v
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Kuvataan tdmén suuruista tehon hévikkid nopeuteen verrannollisella vai-
mentavalla voimalla F© = —Gv, missd G antaa oskillaation vaimennusker-
toimen v = G/m (vrt. dispersiivisen viliaineen malli luvussa 12), jolloin

2 -2

e U
=—— 15.49
6megmed v2 ( )

Oletetaan varauksen virdhtelevin, v = vg sin wt, jolloin
2 2 2
e“w”  cos”wt

(15.50)

6megme3 sin® wt

Téamé lauseke on jonkin verran hankala, silld sen nimittéjé menee nollak-
si jokaisella jaksolla. Ongelman késittelemiseksi on tarkasteltava séteilyn
reaktiovoimaa, miké ei ole triviaali asia. Lopputulos on, ettid tarkasteltaes-
sa keskimééraistéd tehoa voidaan osoittajasta ja nimittajasté ottaa keskiarvo
erikseen. Koska

(cos® wt) = (sin® wt) (15.51)
efektiivinen vaimennuskerroin on
2 2
e‘w
=— 15.52
6megmed ( )
Ottamalla kiiyttoon elektronin klassinen side R. = e?/(4megmc?) =

2.81-10~° m, saadaan vaimennuskertoimen suhde taajuuteen ilmaistua R,:n
ja aallonpituuden (A = 27¢/w) suhteena
v 4m Re

A 15.
" 3 ) (15.53)

Téstéd saadaan arvioiduksi alaraja SM-aallon vaimenemisesta aiheutuvalle
spektriviivan leveydelle. Nyt v = Aw ja Aw/w = AN/, joten

1
AN = EWRE = 1.16- 10 nm (15.54)

Kéaytdnnossé absorptioviivat ovat yleensé selvésti levedmpié, silla viliainees-
sa on usein muitakin séteilyd vaimentavia mekanismeja kuin vuorovaiku-
tus yksittdisten elektronien kanssa. Lisiksi Dopplerin efektistd aiheutuva
spektriviivojen leveneminen tulee merkittivéksi esimerkiksi astrofysikaalisia
spektreja katseltaessa.

SM-aallon siroamista yksittdisestd vapaasta elektronista kutsutaan
Thomsonin sironnaksi. Aallon sihkokenttd aiheuttaa kiihtyvyyden

mo =eE (15.55)
joten Larmorin kaava antaa elektronin séteilemén tehon

e*E?

6megm2c?

(15.56)
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Thomsonin sironnan vaikutusala o7 on P jaettuna elektroniin kohdistu-
valla Poyntingin vektorilla. Koska Poyntingin vektori antaa tehon pinta-alaa

kohti, vaikutusalan yksikko on todellakin m?.
[
So=—F (15.57)
HocC
joten
et 8T o

= —5—55 = — 15.58
or 6redm2ct 3¢ ( )

Thomsonin sironta on térked ilmité mm. rontgenfysiikassa. Rontgenséiteiden
taajuus on paljon suurempi kuin useiden véliaineen elektronien resonanssi-
taajuus (luku 12). Tdmén voi myds ilmaista sanomalla, etté rontgensiteilyn
fotonien energia on paljon suurempi kuin elektronien sidosenergia. Téllaiset
elektronit ovat rontgenséiteiden kannalta vapaita. Koska Thomsonin siron-
nan vaikutusala on hyvin pieni atomin kokoon néhden, pédédsee rontgenséteily
tunkeutumaan syville aineeseen ennen vaimenemistaan.

Vapaita elektroneja on my6s plasmassa. Esimerkkind Thomsonin siron-
nan hyvéksikédytosti on epikoherentti ionosfadritutka, joka lahettés esimer-
kiksi noin 1 GHz:n radioaaltoa avaruuteen. Suurin osa signaalista menee
ionosfadrin ldpi, mutta yksittédiset elektronit kuitenkin sirottavat riittévasti
tehoa takaisin, joka voidaan havaita tehokkailla vastaanottimilla. Sironneen
signaalin spektri riippuu ionosfidrin fysikaalisista parametreista ja antaa
tietoa ldhiavaruuden ilmiGista.



