Luku 16

Elektrodynamiikka ja
suhteellisuusteoria

Tamé luku seuraa CL:n lukuja 11 ja 12, joissa asiaa on késitelty laajem-
min sekd osittain RMC:n lukua 22. Esitietoina oletetaan modernin fysiikan
alkeista tai muualta tutut perustiedot Lorentzin muunnoksista jne. Koska
tensoriformalismin kéytto ei ole useimmille ennestédéin tuttua, téssd luvussa
esitelldén joitain kdytannon laskuissa tarvittavia perusasioita. Johdatus ten-
soreihin 16ytyy CL:n liséiksi kirjoista Honkonen, Pitkdnen, Perko: Fysiikan
matemaattiset apuneuvot (Limes, 1994) tai Arfken, Weber: Mathematical
Methods for Physicists (Academic Press, 1995) seké useista suhteellisuus-
teorian oppikirjoista.

16.1 Lorentzin muunnos

Suhteellisuusteoria ja elektrodynamiikka liittyvéat liheisesti toisiinsa, miki
tullut esiin useampaan kertaan. Koordinaatistomuunnosten merkitys elek-
trodynamiikassa ilmenee esimerkiksi tilanteessa, jossa on varauksia levossa
tarkastelijan suhteen. Han nékee niistéd aiheutuvan sdahkoékentén, mutta ne
eivit aiheuta hénen koordinaatistossaan magneettikenttdd. Jos tarkasteli-
ja kuitenkin liikkuu varauksiin nédhden, varaukset kuljettavat tarkastelijan
niakokulmasta sihkovirtaa ja aiheuttavat magneettikentén. Niinpé sihko- ja
magneettikentdt muuntuvat jollain tavoin toisikseen liikkeen seurauksena.

Ehké vielakin tdrkedmpi esimerkki liittyy lukuun 7, jossa kuljetettiin
johdetankoa magneettikentéissi ja saatiin aikaan sdhkokentté. Sielld olen-
naista oli, ettd siirrettiinpé sitten tankoa magneettikentéssé, kestomagneet-
tia tangon suhteen tai muutettiin magneettikenttdd ajan suhteen, kaikissa
tapauksissa pétee sama Faradayn laki 0B/0t = —V x E. Siis vaikka kentét
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186LUKU 16. ELEKTRODYNAMIIKKA JA SUHTEELLISUUSTEORIA

itsessddn riippuvat liiketilasta, niité toisiinsa sitova fysikaalinen laki on liik-
keestd riippumatta sama.

1800-luvun lopulla sithkémagneettisen aallon olemassaolo oli kokeellisesti
varmistettu tosiasia, mutta kysymys, missé koordinaatistossa sen nopeus oli
tasan c, oli ongelmallinen. Tdhén liittyi kysymys eetteristé, johon mm. Max-
well oli itse uskonut ja joka oli hénelle ilmeisestikin térkein syy kentdnmuutos-
virran kidyttoonottoon. Tamé pelasti myos jatkuvuusyhtdlon, miké oli tie-
tenkin hyvé asia sinénsd. Vuosisadan loppupuolella tehdyt havainnot kuten
tdhden ndennéisen paikan pieni siirtyminen Maan rataliikkeen suuntaan seké
kuuluisa Michelsonin ja Morleyn koe, jolla pyrittiin méarittdmain Maan lii-
kenopeus eetterin koordinaatistossa, kuitenkin viittasivat siihen, ettd valo
etenee tyhjossé vakionopeudella havaitsijan koordinaatistosta riippumatta.

Klassisessa Galilei-muunnoksessa koordinaatisto K lilkkkuu koordinaatis-
ton K suhteen z-suuntaan vakionopeudella w siten, ettd koordinaatistojen
akselit ovat samansuuntaisia ja origot yhtyvét nollahetkelld. Téall6in muun-
nos K — K' on 2’ =x —ut,y =vy,2 = 2,/ = t. Newtonin lait ovat samat
molemmissa systeemeissid. Aaltoyhtdlo ei ole kuitenkaan ole sama, mink&
nékee suoralla laskulla.

Vuonna 1904 Lorentz huomasi, etté varsin erikoinen koordinaatistomuun-
nos jatti Maxwellin yhtdlot samoiksi. Asian yksinkertaistamiseksi tarkastel-
laan homogeenista skalaarimuotoista aaltoyhtélod, joka kuvaa valon nopeu-
della (z,y, z)-koordinaatistossa K etenevii aaltoa

0? 0? 0? 1 0%
Tt ot o = o (16.1)
ox y 0z c? Ot
Olkoon K’ toinen koordinaatisto, joka liikkuu tasaisella nopeudella u -
akselin suuntaan. Lorentzin muunnos on

1
¥ = ——— (7 — ut)

Nigreyr

2 = z (16.2)

Osittaisderivaatat muuntuvat muotoon

9 _ oo oo
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92 = 95 97 (16.3)
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Sijoitetaan nimé aaltoyhtdloon, jolloin saadaan koordinaatistossa K’

P 0o e 1 0%
922 2 ot

(16.4)

eli aalto etenee samalla nopeudella ¢ my6s koordinaatistossa K.

Lorentz ei ilmeisesti ymmértdnyt muunnoksen merkitystd. Ehképa se
soti vastoin hdnenkin késitystéin eetterin olemassaolosta. Suhteellisuusteo-
rian merkityksen oivalsivat ensimméisinad Poincaré ja Einstein. Poincaré oli
jo vuonna 1899 esittinyt suhteellisuusperiaatteen, jonka mukaan fysii-
kan lakien pitdi olla samat tasaisessa liikkeessa toistensa suhteen
olevissa koordinaatistoissa. Vuonna 1905 Einstein lisédsi tdhin postu-
laatin, ettd valon nopeus tyhjossi on sama kaikissa koordinaatistois-
sa ja riippumaton valoa lihettidvin kappaleen liikkeestad. Suppeampi
suhteellisuusteoria oli syntynyt.

Tarkastellaan Lorentzin muunnosta neliulotteisessa avaruudessa, jonka
paikkavektori on X = (ct,z,y, z). Sen koordinaatteja merkitdin z%, missi
a = 0,1,2,3. Jatkossa kéytetddn kreikkalaisia indeksejé osoittamaan neli-
avaruuden komponentteja ja latinalaisia indeksejé tavallisen kolmiulotteisen
kotiavaruuden komponenteille (1,2,3 tai z,y,2). Otetaan lisiksi kidyttoon
merkinnit 8 = wu/c seki v = /1 -2 = /1 — (u/c)?. Kaikilla vekto-
reilla (nelinopeus, nelivoima, nelilitkemééri, jne.) on nyt nelja komponenttia.
Esimerkiksi nelinopeus u on

_dx

=

(16.5)

missé dr = dt\/1 — (32 on liikkeessé olevan olion itseisaika eli aika mitat-
tuna sen omassa lepokoordinaatistossa.

Sellaiset muunnokset, jotka jattéavit nelidmuodon
I=c* —a? —y? - 22 (16.6)

invariantiksi (I = I’) koordinaatistonmuunnoksessa K — K’, ovat Lorentzin
muunnoksia. Témén voi todeta esimerkiksi SM-aallolle tilanteessa, jossa
koordinaatistojen origot ovat samat hetkelld ¢ = 0 ja ¢ = 0. Jos origosta
lihtee tuolla hetkelld SM-aalto, I = 0 aaltorintaman mukana kummassakin
koordinaatistossa.
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16.2 Tensoriformalismia

Edellé ollut z-akselin suuntainen Lorentzin muunnos voidaan kirjoittaa mat-
riisiyhtalona

x?i Yy =8 00 x(l)
x | =B v 00 x
22 | 0 0 10 x2 (16.7)
23 0 0 0 1 a3

Merkitsemélld kerroinmatriisia A:lla tdmé voidaan kirjoittaa tensorimuodos-

sa
o =AM oV (16.8)

missé on kiytetty Einsteinin summaussaéintoé eli toistetun indeksin yli sum-
mataan:
o = Z A* ¥ (16.9)
v

Tésséa luvussa kiaytettavissé tensoriformalismissa indeksien paikka ja jérjes-
tys ovat térkeitd. Toisen kertaluvun tensoreilla indeksien jérjestys kertoo,
onko kyseessi tensorin matriisiesityksen vaakarivi vai pystyrivi. Vektoria,
jolla on yldindeksi, kutsutaan kontravariantiksi vektoriksi ja alaindeksill&
varustettua vektoria puolestaan kovariantiksi vektoriksi. Summaus tapah-
tuu aina yli- ja alaindeksin vililla. Tensoriformalismi voidaan muotoilla
my6s ilman yld- ja alaindekseji (esim. RMC luku 22), mutta silloin siité
tulee laskuteknisesti jonkin verran hankalampaa.

Kahdesta kontravariantista vektorista u* ja v muodostetaan toisen ker-
taluvun tensori TH" suorana tulona, jonka komponentit muodostavat mat-
riisin u*v”. Tensori T* muuntuu siis seuraavasti:

T = AP LAY 3T (16.10)

Kahden kontravariantin nelivektorin pistetulo mééritelldsn puolestaan

A-B = g,3A°B° (16.11)
missi
1 0 0 0
0 -1 0 0
995=| 0 0 -1 o (16.12)
0 0 0 -1

on metrinen perustensori. Se on symmetrinen (go3 = gga) ja silld on
kidnteismatriisi ¢g*? eli g®? gpy = 0%, missé 0%, on yksikkotensori eli Kro-
neckerin deltan neliulotteinen vastine, jolle 6%, = 1, kun a = 7 ja muulloin
6%, = 0.

¥
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Metriselld perustensorilla on térked laskutekninen rooli. Koska summaus
tapahtuu aina yldindeksin ja alaindeksin valilla, tdytyy esimerkiksi kahden
kontravariantin vektorin pistetuloa laskettaessa toinen muuntaa kovariantik-
si eli laskea sen indeksi alas, mikéd tapahtuu seuraavasti:

v’ = g"Pva; vg = gapv® (16.13)
Edella oleva pistetulo (16.11) on siis
A-B = g,sA°BP = A3B® = A°B, (16.14)

Samalla tavoin nostetaan ja lasketaan toisen tai korkeamman kertaluvun
tensoreiden indekseji
To" = gouT*° (16.15)

Huom. Metrisen perustensorin komponenttien +-merkit mééritelldan joko
néin tai pdinvastoin. Valinnalla ei ole fysikaalista merkitystd, mutta lasket-
taessa on pidettdava kiinni tehdystd valinnasta. Lisdksi indeksit on syyta
kirjoittaa selvésti perikkéin, etteivat vaaka- ja pystyrivit mene sekaisin.

Invariantti neliomuoto I ennen Lorentzin muunnosta on
I = gopra’ (16.16)
ja Lorentzin muunnoksen jilkeen (z# — 2/ = A¥,z%)
I' = gu A" o A g2’ (16.17)
Vaatimus I = I’ antaa ehdon
I\ a5 = gagp (16.18)

tai
g A AP, = g (16.19)

Vain sellaiset muunnokset, jotka toteuttavat tdmén yhtélon, ovat Lorentzin
muunnoksia. Yleisessé lineaarisessa muunnoksessa on 16 vapaata parametria
ja ehdossa (16.19) on 10 eri yhtilsé, joten Lorentzin muunnoksessa on kuusi
vapaata parametria: pusku jokaisen (kolmiavaruuden) koordinaattiakselin
suuntaan ja kierto jokaisen akselin ympéri.

Magritetdan vield (A_l)o‘v. Merkitéaén M, = go‘ﬂAyﬁgw ja kerrotaan
puolittain A*:lla:

AMaMa’y = gaﬁAuaAVﬁgV'y = gm/gzx'y = 5'u'y

joten
(A™HY, = g\ 39,y = A° (16.20)

HT: laske A~! z-akselin suuntaisen Lorentz-muunnoksen tapauksessa.
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16.3 Lorentzin muunnokset ja dynamiikka

Vaikka suhteellisuusteorian fysikaalinen perusta onkin elektrodynamiikas-
sa — valon nopeushan on nimenomaan séhkémagneettisen aallon nopeus,
Lorentzin muunnokset, ajan venyminen jne. ovat useille tutumpia mekaani-
sen liikkeen avulla annetuissa esimerkeissé.

Valon nopeus on rajanopeus, jolla vain massaton hiukkanen voi edeté.
Nain ollen sité ei voi saavuttaa laskemalla yhteen nopeuksia, jotka ovat alle
valon nopeuden, eli esimerkiksi tekemaélld kaksi Lorentz-muunnosta perak-
kéin. Yhtdlot (16.2) kuvaavat muunnosta koordinaatistoon K’, joka litkkkuu
nopeudella v koordinaatiston K suhteen. Liikkukoon sitten koordinaatisto
K" nopeudella v koordinaatiston K’ suhteen, jolloin

7’ = S (2’ — ot

V1—v?/c?

! /

2= 7 (16.21)

" 1 ( y v /)
" = —— (V- =2
V1—0v2/c2 c2
Sijoittamalla téhéin systeemin K’ (yhdelld pilkulla merkityt) koordinaatit

muunnoksen (16.2) mukaisesti saadaan yhdistetty muunnos
1
= (x — wt)

V1—w?/c?

/!

2= 2z (16.22)
poo o1 (t Y x)
V1—w?/c? c2
missé,
w = HUTJFUT;CQ (16.23)

Tamé on nopeuksien yhteenlaskukaava. Olivatpa u ja v kuinka ldhelld
valon nopeutta tahansa, niiden summa j&a kuitenkin alle valon nopeuden.
Tamé& on itse asiassa seuraus siitéd, ettd Lorentzin muunnokset muodosta-
vat matemaattisesti ryhmén. Yhdistdmalld kaksi muunnosta saadaan uusi
Lorentzin muunnos, tissé tapauksessa koordinaatistosta K koordinaatistoon
K" joiden suhteellinen nopeus on w.

Suppea suhteellisuusperiaate voidaan ilmaista sanomalla, etta kaik-
ki Lorentzin muunnosten yhdistdmdt inertiaalijirjestelmdt ovat samanar-
voisia kaikkien fysikaalisten tapahtumien kuvailussa. Tamé jattdaa kithtyvat
koordinaatistot tarkastelun ulkopuolelle. Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti
tavallista massapistemekaniikkaa suhteellisuusperiaatteen valossa.
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Kutsutaan massapisteen (hiukkasen) liikerataa neliavaruudessa sen maa-
ilmanviivaksi ja merkitdéin sen koordinaatteja z*. Differentiaalit dx* mé&a-
rittdvit hiukkasen differentiaalisen siirtymén pitkin maailmanviivaa. Muo-
dostetaan sitten Lorentz-invariantti skalaarisuure

ds? = g, datdz” (16.24)

joka on sama kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa. Tarkastellaan nyt hiukkas-
ta koordinaatistossa, jossa se on hetkellisesti levossa. Télloin

dz’ = (dz"°,0,0,0) (16.25)
eli tassd koordinaatistossa vain aika kuluu. Nyt
ds® = goo(dz™)? = c2(dt')? (16.26)

Ajanlaatuinen suure ds/c on invariantti aikavéli hiukkasen hetkellisessé lepo-
koordinaatistossa eli se on hiukkasen mukana liikkuvan kellon mittaama
aikavili. Méaritelldan kiintedstd maailmanpisteestd s4 laskettu hiukkasen
ominaisaika integraalina

1/2
/d—/dt (% () L (=
° dt dt dt
(16.27)
Té&ssd kaavassa esiintyy kolminopeus v koordinaatistossa K

dz' dz? dad
=|—,—,— 16.28
< dt’ dt’ dt ( )
ja ominaisajan differentiaalinen muoto on sama kuin luvussa 16.1 mainittu

dr
N

joka kuvaa ajan venymisté liikkeessé olevassa koordinaatistossa.

= dt (16.29)

Hiukkasen nelinopeus u mééritelladn sen nelipaikan derivaattana omi-
naisajan suhteen (#li sekoita edell esiintyneeseen tavalliseen nopeuteen u!).

Sen komponentit ovat

dxt
ut = % (16.30)

Kolminopeuden avulla ilmaistuna tdméi on u = (vy¢,yv). Suoralla laskulla
nahdaédn, ettd nelinopeuden nelid on invariantti

u? = guutu’ = c (16.31)



192LUKU 16. ELEKTRODYNAMIIKKA JA SUHTEELLISUUSTEORIA

Vastaavasti lasketaan nelikiihtyvyys

dut  d%zt

Tarkastellaan sitten Newtonin liikeyht&loa
dp
dt

missd p = mv on liikkem&drd. Tamé on kuitenkin Galilei-invariantti yhtalo,
missd mikédén ei rajoita nopeutta alle valon nopeuden. Muodostetaan neli-
vektoriyht&lo

=F (16.33)

d
—aut = KH 16.34
modTu (16.34)

missd mg on massanlaatuinen vakiosuure ja K* nelivoima. Jotta tamaé
olisi kelvollinen liikeyht&l6, pienen nopeuden rajalla (sama asia kuin raja
¢ — 00), tdmén avaruusosasta on saatava Newtonin liikeyht#ls. Kéyttéden
koordinaattiaikaa ¢ kirjoitetaan yhtélon avaruuskomponentit muodossa

d movt
ivie J1-8 (16.35)

Jos ulkoinen voima on nolla, lilkemé&#ra on vakio, joten lilkem&#ran méaritel-
maéksi tulee ,
i mov*
D=7
V1-0
joka rajalla 8 — 0 vastaa Newtonin mekaniikan litkem&#rai. Ndin kolmivoi-
man ja nelivoiman vélinen yhteys on

F'= K'%/1 -2 (16.37)

Liikeyht&lon (16.34) nollannen komponentin méérittdmiseksi kirjoitetaan se
nelikiihtyvyyden a* avulla

(16.36)

moat = K¥ (16.38)
Laskemalla nelikiihtyvyyden ja nelinopeuden pistetulo saadaan
1d 1d
guatu” = §E(gw/u“u”) =3 =0 (16.39)

eli nelikiihtyvyys ja nelinopeus ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten
myos
guwK'u” =0 (16.40)

Sijoittamalla tdhén nelinopeuden komponentit (u = (y¢,yv)) ja nelivoiman
avaruusosa jia jaljelle

Fz'

=L

(16.41)
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eli 1 F
v
K= - —— 16.42
e (16.42)
Liikeyhtélon nollas komponentti on siis
2
d_mc  _p.y (16.43)

i@
Hiukkasen liike-energia maéritelldin Newtonin mekaniikassa siten, etté sen

aikaderivaatta (teho) on F-v. Tarkastellaan sitten energianlaatuista suuretta

2
W= 0 (16.44)

V-

Kirjoittamalla ~ sarjaksi saadaan

W = moc2

112 U4
I455+0 (F‘l)] (16.45)

Epérelativistisella rajalla (5 — 0) tdstd tulee
2 1 2
W =moc” + 5Mov (16.46)
eli Newtonin mekaniikan mukainen mg-massaisen hiukkasen liike-energia ja
suure moc?, jota kutsutaan mo-massaisen hiukkasen lepoenergiaksi.
Nyt neliliikemééra voidaan kirjoittaa muodossa
W movt
=|—, — 16.47
tai
" = mout (16.48)
Téamén invariantiksi nelioksi saadaan
Gup"p” = (moc)2 = W2/02 — p2 (16.49)
Relativistiset liikeyht&lot voi tiivistdd muotoon
d
dTp
Huom. Hiukkasen massa on mg. Sitd kutsutaan joskus lepomassaksi, mutta

sithen ei ole mitadn syyté, silld massa mg on itseasiassa Lorentz-invariantti
suure, joka mééarittelee lepoenergian kaavalla

"= KP (16.50)

Wo = lim W = moc? (16.51)
v—
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16.4 Elektrodynamiikan kovariantti formulointi

Tarkastellaan seuraavaksi Lorentzin voiman lauseketta muodossa
F' = q(E" + ¢ j;, v/ BY) (16.52)

missé €, on permutaatiotensori ja oletetaan summaus toistettujen indek-
sien yli (HT: kertaa €;;;:n ominaisuudet). Varaus ¢ oletetaan invariantiksi
sdilymislain perusteella.

Edelléd saatiin hiukkasen liikeyhtdlé6 muotoon

dp*
— =K 16.53
dr ( )

missé nelivoiman komponentit ovat
K'=TF.v; K =~F (16.54)

C

Oletetaan nyt, ettd kyseisen voiman avaruusosa on juuri Lorentzin voima.
Kirjoitetaan liikeyht&lé komponenteittain. Aikakomponentista tulee

dO
D _go_Tp.v=T4E.v (16.55)
dr c c

eli kentédn tekemé ty6. Paikkakomponenteille saadaan

1 1
Cili =q (El + (v*B? — v3B2)) =q (E—uo +u?B? — u332>
T c
d 2 E2
di =g (E? + (v"B' = v'B%)) = ¢ <7u0 +uPB! — ulB3> (16.56)
-
dp? E3
= (E3 + (v'B? — UZBl)) =q| —u’+u'B?—u®B!
T &

Aika- ja paikkakomponentit voidaan koota yhtaloiksi

2 qua B 16.
o qug (16.57)

missé (FO', F2, F0%) = (1/c)(E", E?, E®), (F3, F3', F'?) = (B!, B?, B%) ja
FH = —FYF Téasté saa suoralla laskulla liikeyhtdlon komponentit.

Osoitetaan sitten, ettd (F*) on kelvollinen toisen kertaluvun tensori eli
ettd se muuntuu oikein Lorentzin muunnoksissa. Muunnettu liikeyht&lo on

I
B~ o
T
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v

& AP, dp

= g g un F' P = gA* jug F™

= Ag*F'Pr = AV, F
o (A—I)QBF/ Bu _ A'u,/FaV

& NG (ATH) G Pl = AV AP, FO

& FIH = NV AM,FY (16.58)

Tensoria (F*") kutsutaan sihkémagneettiseksi kenttéitensoriksi ja sen
komponentit ovat

0 E'Yc E?/c E3/c
—E'c¢ 0 B3 -B?
~E%*/c -B®> 0 B!
-E3)c B> -B' 0

(FH) = (16.59)

Kirjoitetaan sitten Maxwellin yht#lot kenttéitensorin komponenttien avulla.
V- E = p/ey = poc?p tulee muotoon

ONF + 9, F%% 4 93 F% = pigep (16.60)
Amperen ja Maxwellin lain kolme komponenttia ovat puolestaan

OF" + o F2 + 03F® = pojt
HFL + 91 F2 4 83F = pgj? (16.61)
aOF?)O + 81F31 + 82F32 — MOjs

Ottamalla kiyttoon nelivirta J = (j#) = (¢p,J) voidaan ndmé yhtilot
kirjoittaa muodossa

8, FM = pigj" (16.62)

Vastaavasti homogeeniset yhtélot (V-B =0, V x E + 9;B = 0) saadaan
muotoon (HT)

Oafpy +0gFyq + 0, Fo3 =0 (16.63)

Koska Maxwellin yhtalot voidaan kirjoittaa tensoriyhtéloiné, ne sdilyttavét
muotonsa Lorentzin muunnoksissa. N&in siis Maxwellin 1860-luvulla ke-
hittdméa teoria on osoittautunut ensimméiseksi suppeamman suhteellisuus-
teorian kanssa sopusoinnussa olevaksi fysiikan kuvailuksi.
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16.5 Kenttien muunnokset

Elektrodynamiikan Lorentz-kovarianssi tarkoittaa siis sitéd, ettd Maxwellin
yhtélot ovat samat koordinaatistosta riippumatta. Sitdvastoin sahko- ja mag-
neettikentét riippuvat havaitsijan liiketilasta. Muunnosten tédytyy siis olla
sellaiset, ettd sijoitettaessa muunnetut kentdt Maxwellin yhtéloihin, tulok-
sena ovat alkuperdiset yhtédlot. Kaikki tdmé on tietenkin jo edellisen jak-
son formalismin sisélld, mutta katsotaan téssd vield kenttien E ja B muun-
noskaavat.

Valitaan koordinaattiakselit siten, ettd koordinaatistojen vélinen suh-
teellinen nopeus v on x-akselin suuntainen. Muunnosmatriisi on talléin

¥y =8 00

py_ | 8 v 00
M%) =1 0 0 1 0 (16.64)

0 0 01

Muuntumaton sihkékentin 1-komponentti on F°' = El/c. Lasketaan F” 0L
F/ 01 _ AOMAl,,F‘uV
— AOOAloFOO + A00A11F01 + A01A10F10 4 A01A11F11
1 1
— 722E1+62,72(_EE1)

E' =~+*(1-p3*)E' = E' (16.65)

Siis puskun suuntainen sihkodkentté siilyy ennallaan. Lasketaan seuraavaksi
F%2 = E?/c:n muunnos

F/ 02 _ AOMAQVF/,LI/
— A00A20F02 + A00A22F02 + A01A22F12
1
= =B’ —pyB’
C
=
E? = yE? — yuB? (16.66)

Vastaavat laskut komponentille E3 ja magneettikentéin komponenteille an-
tavat muunnoskaavat

/H (@) =E(x,t) ; E (',t')=yEL(r,t)+v xB(r,t))
(16.67)
B|(r,t) = By(r,t) ; BL(r,) = (BL(rt) - ciQV < B(r,t))

missd || ja L viittaavat vin suuntaisiin ja sitd vastaan kohtisuoriin kompo-
nentteihin.
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Liikkuvan varauksen kentti

Lasketaan esimerkkind Lorentzin muunnoksesta tasaisesti liikkkuvan varauk-
sen kentéit. Oletetaan, etté pistevaraus liikkkuu nopeudella v z-akselia pitkin
pilkuttomassa tarkkailijan koordinaatistossa, jossa haluamme maérittad ken-
tdt. Olkoon pilkullinen koordinaatisto sellainen, ettéd se liikkuu varauksen
mukana ja sen origo olkoon varauksen kohdalla. Tall6in

/

B =0
qr

!/

Kaytetédan edelld johdettuja muunnoskaavoja

/
qr
E == E = E, = -
v I r drren(r')3
/
vqr |
E, = E, = ——F=_ 16.69
+ THEL Areg(r')3 ( )
Vektorin r’ komponentit ovat
' = (7($ - Ut)a Y, Z) (1670)
Maaritelladn suure
YR* = (7(1' - Ut)a Y, Z) (1671)
jolloin sdhkdkentén komponentit ovat
£ g (x—ot)
z 3( p*\3
dmeg 3 (R*)
q Y
E, = L — 16.72
Y drreg y3(R*)3 ( )
q Yz
E, = —_—
? dmeg v3(R*)3
eli koottuna vektoriksi
q R 2
= (11— 16.73
e e (16.73)

missd R = (z—vt, y, z). Tdmé& on luvusta 14 tuttu tulos. Kentté on yha radi-
aalinen, mutta vahvempi varauksen liikettd vastaan kohtisuoraan suuntaan.
Jos varaus liikkuu hyvin suurella nopeudella, kenttd on pakkautunut hyvin
vahvasti kohtisuoraan suuntaan. Kyseessé on siis samantapainen Lorentzin
kontraktio kuin mekaniikasta tutuissa litistymisesimerkeissa.

Magneettikentéiksi tulee puolestaan
B, = B;=0

1 1 1
B, = 753vxE =95vxE| = SuxE; (16.74)
c c c
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eli .
B = C—Qv x E (16.75)

Magneettikentidn kenttéviivat ovat renkaita varauksen kulkureitin ympéarilla
ja niitd on tiheimmaéssé sielld, misséd on eniten sahkokenttédd eli hiukkasen
kohdalla olevalla kohtisuoralla tasolla.

Huom. Muistutetaan taas, etté tasaisella nopeudella liikkuvan varauk-
sen kenttid ei pidéd sekoittaa kiihtyvin hiukkasen siteilykenttéién! Suurel-
lakaan vakionopeudella liikkuva hiukkanen ei séiteile, vaan séteily edellyttia
aina nopeuden muutosta.

16.6 Potentiaalien muunnokset

Homogeeniset Maxwellin yhtalét voidaan luvussa 16.4 opitun mukaan esittasa
muodossa
0oy + 03Fyq + 0y Fag =0 (16.76)

Nama yhtélot ovat valttaméattomia ja riittédvia ehtoja sille, ettd on olemassa
nelipotentiaali A, jolle

F[,LV = 81/14;1 - aMAV (1677)

Suoralla laskulla néhdédén, ettd ndin esitetty F), toteuttaa homogeeniset
Maxwellin yhtélot eli valttaméttomyysehto on voimassa. Riittdvyysehdon
todistaminen sivuutetaan (ks. CL).

Nostamalla indeksit saadaan
FH = gV A* — oH AY (16.78)

Muistamalla kenttétensorin mééritelmé ja kenttien esitys potentiaalien avul-
la saadaan nelipotentiaali

(A4%) = (¢/c, A) (16.79)
joka toteuttaa aaltoyhtélon
0,07 A” — 0" (0 A%) = pog” (16.80)

Valitsemalla Lorenzin mittaehto (0,A% = 0) tdmé palautuu tutuksi aalto-
yhtéaloksi.

Todetaan lopuksi, ettd nelipotentiaali yleensd ajatellaan nelivektoriksi.
Taméa on oikeutettua, vaikkakaan ei valttdmatonta. Voidaan osoittaa, etté
nelipotentiaali muuntuu mittamuunnosta vaille nelivektorina (ks. CL).
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16.7 Siilymislait

Luvussa 9 esitettiin energian, lilkeméaréan ja impulssimomentin séilymislait
kolmiavaruuden Maxwellin jannitystensorin avulla. Esitetdan ndmaé séilymis-
lait kovariantissa muodossa.

Lorentzin voimatiheys on
f=pE+JxB (16.81)
Olkoon f = (f!, f2, f3). Tallsin
fl — pEl +jQB3_j3B2
— CpFOl +j2F12 _j3F31
= joF" — joF'? + j3F3! (16.82)
— GoFO 4 joF? 4 S
silla (59, 5%, 52, 7%) = (jo, —j1, —j2, —j3). Olemme saaneet siis yhtilon
fr=jaF  (F*=0) (16.83)

Lorentzin voimatiheys on siten nelivektorin f* = j,F** avaruusosa. 0-
komponentti on puolestaan

1
fO — jaFaO — _Foaja — EE . J (16.84)

eli tehohévio tilavuusyksikossa. Koska
. .3 1 By 1 v
Ja = Gap) = 79&,381/}7 = —0,F, (16'85)
Ho Ho
voidaan nelivoima kirjoittaa muodossa
1
fM = —(aZ/FaV)FOW (1686)
Ho
Madritellaan (jéalkiviisaasti) symmetrinen tensori (7"*)
1 1
TV — _[FaVFaH _ ZQV“FQBFQB] = TH (16.87)
Ho
Nyt pieni indeksijumppa antaa tuloksen
1
O,T" = — (0, F,0)F*H = f+ (16.88)
Ho

(T") on siis sellainen tensori, jonka divergenssi antaa Lorentzin nelivoimati-
heyden. Tensori on arvatenkin Maxwellin jannitystensorin yleistys neliava-
ruudessa. Témén toteamiseksi lasketaan tensorin komponentit.
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Tensorin miritelmiissi on mukana invariantti —(1/4)F,sF®% =
(1/2)((E/c)? — B?), joka tulee mukaan diagonaalisiin termeihin. Nyt

1 1/1 E?  B?
700 — — [FaoFozo 4z <_2E2 _ BZ>:| = — <60 + ) (1689)
C

1o 2 2 2u0
eli kentéin energiatiheys we,, = —1%.
0i L 0 i 1 i L i
"= —F, F"=...=—(ExB)!'=—-=-5 (16.90)
Ho c c

ovat puolestaan Poyntingin vektorin komponentit. Pelkéstdin avaruusosia
sisaltavit komponentit ovat

O o o +ng1 (lEQ _BQH
po L 2\ ¢
E? 1 B?
= EYE 4+ M 4 ZBFBl gM (16.91)
2 o 2410
- oy

eli jaksossa 9.3.2 johdetun Maxwellin jénnitystensorin 7 sdhkoiset ja mag-
neettiset komponentit. Tensori 7% on kuitenkin Maxwellin jannistystensorin
laajennus koska sen 0a-komponentit antavat suoraan seké séhkémagneettisen
energiatiheyden ettd Poyntingin vektorin.

Tuloksista f* = j, F'*" ja ft = 8gT5“ saadaan yhtalo
DTPH = jo FoH (16.92)
Témén nollas komponentti 93T B0 — j F°0 antaa

OWerm,

ot

+V-S=-E-J (16.93)

eli differentiaalisen energian siilymislain (Poyntingin teoreeman). Avaruus-
komponentit OﬁTﬁZ = jo '™ puolestaan antavat liikeméérén sailymislain

_aat(eoE x B)' + 0p(T + T};)) = pE' + (I x B! (16.94)

Olemme siis onnistuneet kirjoittamaan olennaisesti koko klassisen mikro-
skooppisen elektrodynamiikan kovariantissa muodossa, kun véliaineeksi olete-
taan tyhjo.

Luvussa 14 kasitelty liikkuvan varauksen séteily voidaan esittdd hieman
elegantimmin téssd luvussa késitellyssd formalismissa. Asiasta kiinnostunei-
ta kehoitetaan tutustumaan CL:n lukuun 13 tai Jacksonin siteilyteoriaa
késitteleviin lukuhin.



