Luku 17

Varatun hiukkasen liike
SM-kentiassa

Tarkastellaan téssd luvussa varatun hiukkasen liikettéd sihkomagneettisessa
kentéssd. Asiaa on késitelty RMC:n luvussa 14 ja CL kisittelee Hamiltonin
formalismia luvussa 8.4. Liikeyht&lo on tullut esiin useaan otteeseen kurssin
aikana aiemminkin.

Yleisesti asetettuna tehtdvéné on ratkaista relativistinen litkeyhtalo

dp

dt
missi p = mv/y/1 — (v/c)?. Lisiksi muistetaan, etti kenttd tekee tyotd
teholla dW/dt = ¢E - v. Liikeyht&l6 on hankala integroitava yleisille ajasta
ja paikasta riippuville kentille ja se on usein ratkaistava numeerisesti. Jos
aika- ja paikkariippuvuuksien voi olettaa olevan riittdvén hitaita ja laakeita,
on mahdollista kiyttdd héirioteoriaa ldhtien vakiokentistd ja tehd&d niihin
pienié korjauksia.

=q(E+v x B) (17.1)

17.1 Sateilyhéavididen vaikutus

Liikeyht&lon kéasittelyyn siséltyy hyvin vaikea ongelma. Jos hiukkasella on
kiihtyvyytté, sen séteilee ja séteily kuljettaa mukanaan energiaa, litkem&araa
ja lilkkemadramomenttia. Varatun hiukkasen séteilyé kuitenkin tarkastellaan
tyypillisesti kaksivaiheisesti. Ensin ratkaistaan liikeyhtédlostd hiukkasen ra-
ta annetussa ulkoisessa kentéssd. Sen jdlkeen lasketaan séteilyhévict olet-
taen, ettd hiukkanen pysyy ratkaistulla radallaan. K&ytdnnossd monessa
tilanteessa séteilyn vaikutus voidaankin jattdd huomiotta.

Séteilyn merkitystd voidaan arvioida tutkimalla tilannetta, jossa hiukka-
sella (varaus q) kiihtyvyys on suuruusluokkaa a ajan 7" verran. Jos nopeus on
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paljon valon nopeutta pienempi, niin Larmorin kaavan perusteella hiukkasen
siteilemé energia on
¢*a’T

Wraa ~ 6megcd

(17.2)

Jos kyseessd on levosta ldhtenyt hiukkanen, niin silloin sen liike-energia on
luokkaa Wy, ~ m(aT)?. Siten

2
Wrad ~ q T

Wiin  6megme3T T

(17.3)

missid 7 = ¢%/(6reomc3T) on karakteristinen aika. Varauksellisista hiukka-
sista se on suurin elektroneille (~ 10723 ), miss# ajassa valo etenee matkan
cr ~ 107" m. Jos taas kyseessi on jaksollinen liike amplitudilla d ja kul-
mataajuudella w, niin W, ~ mw?d?, a ~ w?d ja T ~ 1/w. Silloin

Wrad
Wkin

~ WT (17.4)

Yhteenvetona voi todeta, ettd séteilyhédvict ovat lyhytkestoisessa liik-
keessd merkittavid vain, jos hiukkasen liike muuttuu ulkoisten voimien takia
merkittdvéisti aikaskaalassa 7 tai pituusskaalassa cr. Pitkdkestoisessa liik-
keessd kumuloituvat sdteilyhdviot on puolestaan aina otettava huomioon.

17.2 Homogeeninen ja staattinen B

Oletetaan aluksi, ettd E = 0 ja B = vakio. Rajoitutaan lisiksi epérelativisti-
seen tapaukseen v << ¢, jolloin

dv

meo = q(v x B) (17.5)
Ottamalla tésté pistetulo v:n kanssa saadaan
dv d [ mv?
v =—|—] = 17.
mo V= ( 5 ) 0 (17.6)

Hiukkasen liike-energia ja nopeuden itseisarvo ovat siis vakioita. Valitaan
koordinaatisto siten, ettd B = Be,. Talloin

mv, = qBwv,
mv, = —qBu, (17.7)
mv, = 0

Magneettikentéin suuntainen nopeus on siis vakio (v|). Ratkaistaan liikey-
htélo alkuehdoilla r(t = 0) = 0 ja v(t = 0) = (vo,0,v)). Derivoimalla
poikittaisia komponentteja toisen kerran ajan suhteen saadaan yhtalot

by = —wivy ; By = —w3vy (17.8)
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missé w. on pyoridhdystaajuus, syklotronitaajuus tai Larmorin taa-
juus

we =qB/m (17.9)
Koska §j = —w.%, niin integroimalla ja alkuehdot huomioimalla saadaan
vy = —wcx. Télloin yhtélostd & = w.y seuraa

i+ wir=0 (17.10)

ja sama yht#lo y-koordinaatille. Saadut yhtélot kuvaavat harmonisia vardah-
telijoitd, joiden kulmataajuus on w.. Ratkaisemalla hiukkasen rata ndhd&én,
ettd ratakdyrdn projektio ry—tasossa on ympyré, jonka sdde on

_vL muyg
we|  la|B

T (17.11)
Téssd v = (/v2 + vg on hiukkasen nopeus kohtisuoraan magneettikenttia

vastaan. Tatd kutsutaan pydridhdysséiteeksi (Larmorin sdteeksi). Pyori-
misliikkeen keskipistetti kutsutaan johtokeskukseksi (guiding center, GC).
Yhteen kierrokseen kuluva aika, pydridhdysperiodi (Larmorin aika), on

2T

B |wel

TL (17.12)
Katsottaessa magneettikentdn suuntaan myotapédivaan pyorivan hiukkasen
varaus on negatiivinen (HT).

Néin hiukkasen liikke on jaettu kahteen komponenttiin: vakionopeus v
kentén suuntaan ja pyoOrimisliike v; kenttédéd vastaan kohtisuoraan. Néiden
summa on ruuviviiva. Ruuviviivan nousukulma mééritelldan kaavalla

tana = vy /) (17.13)

joten
a = arcsin(v /v) = arccos(v|/v) (17.14)
Koordinaatistoa, jossa v = 0 kutsutaan johtokeskuskoordinaatistoksi

(GCS) ja hiukkasen liikkeen jakamista GC:n liikkeeseen ja pyorimisliikkee-
seen GC:n ympéri kutsutaan johtokeskusapproksimaatioksi.

GCS:ssé varaus aiheuttaa sihkovirran I = ¢/7r, johon liittyvd mag-
neettinen momentti on

o 1¢°riB _ 1mw} WL

=7 == = = 17.15
H=ITL =9 "2 B ~ B (17.15)
Vektorimuodossa magneettinen momentti on
1
U= —=qrp X v (17.16)

2



204 LUKU 17. VARATUN HIUKKASEN LIIKE SM-KENTASSA

Koska pyoréhdysséddevektorissa on mukana varauksen merkki, p:n suunta on
varauksesta riippumatta vastakkainen taustan magneettikentélle eli vapaat
varatut hiukkaset muodostavat téssd mielessd diamagneettisen systeemin.

Myos relativistinen liikeyhtédlo on tésséd tapauksessa helppo ratkaista.
Koska liike-energia on vakio, niin v on vakio. Liikeyhtdlon komponentit ovat
siis

ymv, = qBwv,
ymv, = —qBu, (17.17)
ymv, = 0

eli vakiotekijaé v lukuunottamatta samat kuin edelld. Pyorahdystaajuus on
nyt we = ¢B/(ym).

17.3 Homogeeniset ja staattiset B ja E

Oletetaan nyt, ettd vakiomagneettikentéin lisdksi hiukkasiin vaikuttaa myos
sihkokenttd E = vakio. Magneettikentdn suuntaiseksi epérelativistiseksi lii-
keyhtéaloksi tulee

mu| = qF) (17.18)

Tama kuvaa kiihdytystd magneettikentdn suuntaan. Tarkastellaan sitten
poikittaista sihkokenttid ja valitaan se x-akselin suuntaiseksi, jolloin

m

Uy = —Wely (17.19)
Ottamalla jélleen toinen aikaderivaatta saadaan

Vy = —wgvx

E

By, = —w? (uy - “) (17.20)
B

Sijoittamalla vy, = v, + E, /B saadaan yhtiloryhma (17.8). Tassékin tapauk-

sessa hiukkanen kieppuu GC:n ympéri, mutta nyt GC kulkeutuu y-akselin

suuntaan nopeudella E, /B. Vektorimuodossa kulkeutumisnopeus on

ExB
Tata kutsutaan sdhkoiseksi kulkeutumiseksi tai £ x B-kulkeutumiseksi
(kuva 17.1). Kulkeutumisnopeus ei riipu varauksesta eiké hiukkasen massas-
tal
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Kuva 17.1: Sahkoinen kulkeutuminen.

Edelldolevassa laskussa tehtiin itseasiassa Lorentzin muunnos sihkoken-
talle hiukkasen mukana litkkuvaan koordinaatistoon

E=E+vxB (17.22)

Koska téssé koordinaatistossa E’ = 0, E = —v x B ja ratkaisemalla tasté
v saadaan (17.21). Tamé koordinaatiston muunnos voidaan tehdé kaikille
riittdvén heikoille ei-magneettisille voimille F | . Vektorimuodossa
dvy q F,
— == B)+— 17.23
dt m(VL xB) + m ( )
Olettamalla, ettd F | aiheuttaa kulkeutumisen vp, tehdddn muunnos v =
v +vp: /
v q, q F,
== xB)+ — xB)+ — 17.24
i = (VixB)+ - (vp xB)+ - (17.24)
GCS:ssé kahden viimeisen termin on kumottava toisensa, joten

FJ_XB
Vv =
D qB2

(17.25)

Téami temppu edellyttdd, ettd F/qB < c. Jos F' > qcB, ei johtokeskus-
approksimaatiota yksinkertaisesti voi tehd&.

Sijoittamalla ylldolevaan F | = gE saadaan tietenkin ExB-kulkeutumi-
nen. Gravitaatiokentté puolestaan johtaa kulkeutumiseen

mg x B m

Gravitaatiokentté separoi siis hiukkaset niiden m/g¢:n mukaan, muttei gravi-
taation suuntaan vaan kohtisuoraan sité ja magneettikenttds vastaan!

17.4 Liikeyhtil6 kanonisessa formalismissa

Hiukkasliikkeen késittely voidaan tehdéi elegantisti kiyttden mekaniikan kurs-
silta (toivottavasti) tuttua kanonista formalismia. Koska elektrodynamiikan
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esitietoina ei oleteta mekaniikan kurssia, tdmé& luku jaa yleissivistavéksi
(térkedksi) tiedoksi.

Sijoitetaan sdhko- ja magneettikentdt Lorentzin voiman lausekkeeseen
skalaari- ja vektoripotentiaalien avulla:

F=¢q(-Vo—-0A+1x(VxA)) (17.27)

Muunnetaan tdmé kanoniseen muotoon ilmaisemalla se riippumattomien
muuttujien r ja r = v avulla. Kdytetdén seuraavassa merkintdja d/0r; =
0; = V,; ja oletetaan summaus toistetun indeksin yli. Suorilla laskuilla
nahdasn

Yhtéloiden dA/dt = O, A + (- V)A ja 7;0;A; = 0;(F - A) avulla voiman

lausekkeesta saadaan

F—g [—w N %A} (17.28)

Koska ¢ ei riipu nopeudesta, voidaan kirjoittaa

d d (o, d/d :
= (g 8) = (g ot 8)

minké avulla voiman i:s komponentti saadaan muotoon

d

0 ] 0 .
R=—a—n(qso—qr~A)+£(8—h(—q<p+qr-A)> (17.29)

Lorentzin voima on nyt ilmaistu Lagrangen mekaniikassa yleistetyn poten-
tiaalin

U=qp—qri-A (17.30)
avulla U 4 oU
Fo=——— 4 — 17.31
mr 87“i + dt 87’“1- ( )
Lagrangen funktion L = mi?/2 — U avulla liikeyht#lé saa muodon
oL d 0L
= _ 2= 17.32

Niamé Lagrangen liikeyht&lst ovat toista kertalukua. Niistd voidaan muo-
dostaa ensimmaéisen kertaluvun yhtéloité siirtymaélld kanonisiin muuttu-
jiin r; (kanoninen koordinaatti) ja m; = 0L/07; = mr; + qA; (kanoninen
liikkemédrd). Muodostetaan ndiden muuttujien Hamiltonin funktio

1
H(m,r,t) = 7m— L(r,r,t) = fiwi—gmi'Q—i-qgo—qi"A

1
= 5 -(m- gA)? + qp (17.33)
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Kanoniset liikeyhtidl6t ovat nyt
0oH 1

P o —(mi —qAi) (17.34)
. OH dp ¢ 0A ¢ 0A
= or; q@ri + mTr ' or; mA. Oor; (17.35)

joista alkuperaisen liikeyhtélon johtaminen on suoraviivainen HT.

Kvanttimekaniikan Schrodingerin yhtélé voidaan ilmaista Hamiltonin
funktion avulla yleistamalld se kvanttimekaaniseksi operaattoriksi. Kun elek-
trodynamikkaa vieddin kvanttitasolle, se tehddédn nimenomaan téssa for-
malismissa, missé olennaista on kappaleen mekaanisen liikkemaaran p = mv
korvaaminen sen sihkomagneettisella liikeméérilla mv + ¢A.
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