Laplacen yhtidlon ratkaisu laatikossa

(Loytyy myos Jacksonin kirjasta.)

Perusesimerkki Laplacen yhtdlon yhtdlon ratkaisemisesta on laatikko,
jossa yhté sivua lukuunottamatta potentiaali reunoilla on nolla. Olkoon nyt
laatikkona alue 0 < z < a,0 < y < b,0 < z < ¢ ja potentiaali nolla muilla
reunoilla paitsi yldkannella (z = ¢), jossa se on tunnetuksi oletettu funktio
V(z,y). Tehtdvénid on laskea potentiaali ¢ laatikon sisillA.

Laplacen yhtélolle karteesisissa koordinaateissa
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etsitddn ratkaisua yritteelld
p(,y,2) = X(2)Y (y)Z(2) (2)

Yleinen ratkaisu on téllaisten ratkaisujen summa. Valitsemalla sopivasti se-
parointivakiot «, 8,y saadaan

X(x) = A;jsin(ax)+ Agcos(ax)
Y(y) = Bisin(By)+ By cos(fy) (3)
Z(z) = Cysinh(yz) + Cocosh(vz)

missé yleisesti kompleksiarvoiset vakiot A;, B;, C; ja «, (B, v médrdytyvit
ongelman reunachdoista ja a2 + 3% = 2.

Téssé on tietoisesti valittu trigonometriset funktiot z- ja y-suunnissa ja
hyperboliset funktiot z-suunnassa. Reunaehtoja soveltamalla ndhdain heti,

ettd voidaan valita Ay = By = (9 = 0, kun separointivakiot « ja 3 toteut-
tavat seuraavat ehdot (reunaehdoista sivuilla z = a ja y = b):

a = mr/a

B = nm/b (4)

missd m, n ovat kokonaislukuja, ja ne voidaan rajoittaa liséksi positiviisiksi.
Myo6s kolmas separointivakio saa silloin vain diskreetteja arvoja:

Y = Y =\ (m/a)? + (n/b)? (5)
Tahan mennessi on siis saatu ratkaisuksi

o(z,y,2) = Z A sin(mmz/a) sin(nmy /b) sinh(ymn2) (6)

m,n=1



On helppo tarkastaa, ettd tdmaé toteuttaa Laplacen yhtélon ja antaa potenti-
aaliksi nollan vaadituilla reunoilla. Tuntemattomat kertoimet A,,, saadaan
asettamalla z = c:

o(z,y,c) =V(x,y) = Z A sin(mmz/a) sin(nmy/b) sinh(vypmne) — (7)

m,n=1

Loppu onkin Fourier-kertoimien méarittdmistd. Olettamalla, ettd funktio
V(x,y) on riittévin siisti, kertoimet saadaan laskettua ortogonaalisuusinte-
graalien avulla. Téma4 lienee tuttua FYMM I:1t4.

Edelld ei mietitty sitd mahdollisuutta, ettd jokin tai jotkin separoin-
tivakioista olisivat voineet olla nollia. Huolellinen lukija tutkikoon erikseen
tdmaéan tilanteen. Lyhyemmin voidaan kuitenkin todeta, ettéd 16ydetty ratkaisu
on selvésti kelvollinen ja yksik&sitteisyyslauseen mukaan ongelma on silla
selvé.



