Pistevaraus eristepinnan ldhella

(Loytyy myos Jacksonin kirjasta.)

Tarkastellaan tilannetta, jossa zy-taso jakaa avaruuden kahteen homogee-
niseen eristealueeseen: (z > 0,€1) ja (z < 0,€2). Asetetaan varaus g pis-
teeseen (0,0,d) alueeseen 1. Tehtéivind on laskea potentiaali koko avaru-
udessa. Oletetaan, ettei aineiden rajapinnalla ole varauksia.

Tehtévan voisi ratkaista suoraan Poissonin yhtéloa kidyttden, mutta hel-
pommalla padstdan kuvaldhdemenetelmén avulla. Otetaan mallia tilanteesta,
jossa varaus on maadoitetun johdetason yldpuolella. Silloin ongelma ratkeaa
peilikuvavarauksella —¢ pisteessé (0,0, —d). Eristeenkin tapauksessa poten-
tiaali alueessa 1 voidaan yrittdé esittdd varauksen ¢ ja jonkin alueessa 2
sijaitsevan kuvavarauksen ¢’ avulla. Yksinkertaisin arvaus on sijoittaa ku-
vavaraus pisteeseen z = —d, jolloin potentiaali alueessa 1 on sylinterikoor-
dinaateissa lausuttuna Poissonin yhtdlon toteuttava
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(Kiertosymmetrian vuoksi kannattaa kiayttéé sylinterikoordinaatistoa, mut-
ta tehtévi ratkeaa sujuvasti myos karteesisessa koordinaatistossa.)

Alue 2 on eriste, joten johdetilanteesta poiketen sielldkin on kentté. Kos-
ka alueessa 2 ei ole varauksia, potentiaali toteuttaa sielld Laplacen yhtalon.
Ainakin laskennallisesti kelvollinen ratkaisu alueessa 2 saadaan alueessa 1 si-
jaitsevan kuvavarauksen ¢” avulla, joka viisaasti sijoitetaan pisteeseen z = d.
T&ll6in potentiaali alueessa 2 on
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Mikali kuvavarausten suuruudet saadaan sovitettua siten, ettd reunaeh-
dot toteutuvat, niin ongelma on ratkaistu. Reunaehtojen mukaan siahkévuon
tiheyden z-komponentti on jatkuva rajapinnalla (ei pintavarausta) samoin
kuin sdhkokentdn r-komponentti. Jalkimméinen on yhtépitdvia sen kanssa,
ettd potentiaali on jatkuva. N&in saadaan yhtélopari
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Lukijalle jaa harjoitustehtédviksi laskea polarisoitumaan liittyva varausti-
heys aineiden rajapinnalla. Jos véliaine 2 onkin johde, niin ratkaisu saadaan
muodollisesti asettamalla €5 dérettoméksi, jolloin potentiaali alueessa 2 havi-
44 ja ¢ = —q.

Viimeistédn reunaehtoja sovellettaessa tuli selvaksi, ettd kuvaldhteet
kannatti sijoittaa nimenomaan pisteisiin z = —d ja z = d. Paikkariippu-
vuudet supistuvat silloin reunaehtoyhtéléistd kokonaan.

Lopuksi kannattaa muistuttaa, ettd kuvaldhteet ovat vain kuvitteellisia
apuviélineité, jotka eivit oikeasti sijaitse missdén. Kun ratkaisu on l6ydetty,
kuvaldhteet voidaan vaikka unohtaa ja todeta suoraan saaduista lausekkeista,
ettd kaikki vaadittavat yhtélot reunaehtoineen toteutuvat.



