Luku 9

Maxwellin yhtalot

Nyt meilld on koossa elektrodynamiikan peruspilarit silld tasolla, jolla ne
tunnettiin 1860-luvun alussa. Maxwell huomasi yhtéloissa piilevan teoreet-
tisen ongelman: Mité tapahtuu, jos varaustiheys ja siten sidhkokenttd muut-
tuvat ajallisesti? Ampeéren laki pédtee vain staattiselle systeemille ja otta-
malla siitd divergenssi ndhdéén, ettd V - J = 0. Varaustiheyden muuttuessa
ajallisesti pitéisi kuitenkin jatkuvuusyhtélén V-J+09p/dt = 0 olla voimassa.

9.1 Siirrosvirta

Kuvan 9.1 mukaisessa ajatuskokeessa varataan kondensaattoria sdhkovirralla
I. Amperen lain mukaan

jéH-dlz JondS =1 (9.1)
C S1

missd S1 on pinta, jonka ldpi virta I kulkee. Nyt kuitenkaan mik&én ei
médrid, missé silmukan C rajoittaman yhdesti yhtenéisen pinnan tulisi olla.
Pinnaksi voidaan valita my6s kondensaattorin levyjen vilisen alueen kautta
piirretty pinta S, joka ei leikkaa virtaa missédén ja

7§H-d1: J-ndS =0 (9.2)
C Sa2

Molemmat integraalit ovat matemaattisesti oikein, joten ongelma on puut-
teellisesti ymmaérretyssa fysiikassa. Ratkaisu on siiné, ettd virta I tuo va-
rausta kondensaattorin levylle eikéd varaus poistu systeemistd samaan tah-
tiin. Virralla on siis divergenssia pintojen S7 ja S3 rajaamassa tilavuudessa.

Léahdetdén liikkeelle varauksen jatkuvuusyhtélostéa

op
VIt =0 (9.3)
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kondensaattorilevyt

Kuva 9.1: Amperen laki varattaessa kondensaattoria. Pinta S; on konden-
saattorin ulkopuolella, kun taas pinta So kulkee levyjen vilistéd. Pinnoilla on
yhteinen reunakéyra C.

Varaustiheys voidaan ilmaista Gaussin lain avulla:
V-D=p (9.4)

joten jatkuvuusyhtélo voidaan kirjoittaa muotoon

v-(J+%—]t)):o (9.5)

Maxwellin oivallus oli korvata virrantiheys Amperen laissa ylléolevalla sul-
kulausekkeella ja tuloksena oli neljas Maxwellin laeista

oD

jota voi hyvilld syylld kutsua Ampéren ja Maxwellin laiksi. Termié
0D /0t kutsutaan kentdnmuutosvirraksi, kenttévirraksi tai siirrosvirraksi.

Maxwellin idea siirrosvirrasta oli puhtaasti teoreettinen, silld sen vai-
kutus on niin pieni, ettd mikdédn tuolloinen mittaus ei ollut ristiriidassa
Amperen lain kanssa. Siirrosvirta alkaa olla verrattavissa johtavuusvirtaan
vasta, kun we/o > 0.01 eli johteiden tapauksessa taajuuksien on oltava
erittdin korkeita. Eristeissd tilanne on toinen ja jo tavallisessa 50 Hz vaihto-
virtapiirissé olevan kondensaattorin lapi kulkeva virta on siirrosvirtaa. Kon-
densaattorin sisdisté virtaa ei tosin useinkaan tarvitse tarkastella virtapiiria-
nalyysissé, kuten RCL-piirid koskeneessa esimerkissi. Koska siirrosvirta tu-
lee tyypillisesti nékyviin vasta suurilla taajuuksilla, se liittyy sdhkomagneet-
tiseen aaltoliikkeeseen luonnollisella tavalla. Hertz todensi vuonna 1888 siir-
rosvirran olemassaolon tutkiessaan sihkomagneettisia aaltoja. Talloin myds
Maxwellin alunperin teoreettinen oivallus sai kokeellisen perustan.



9.2. MAXWELLIN YHTALOT 111

Varauksen jatkuvuusyhtild seuraa nyt Amperen ja Maxwellin laista yh-
dessd Gaussin lain kanssa, joten sité ei tarvitse ottaa erillisend mukaan.
Tam4 ei kuitenkaan tarkoita, ettd varauksen séilymislaki seuraisi Maxwel-
lin yht&loistd, vaan sitéd, ettd annetussa tilavuudessa varauksen ajallinen
muutos kompensoituu alueeseen tulevalla tai siitd poistuvalla sdhkovirralla,
koska varaus sailyy.

9.2 Maxwellin yhtilot

Nyt meilla on koossa koko Maxwellin yhtéloiden ryhmé

V-D = p
V-B = 0
0B
oD

VxH = J+ —
o

Tésséd ldhdetermeind ovat ulkoiset (”vapaat”) varaukset p ja ulkoiset (”va-

paat”) virrat J. Sidotut varaukset ja virrat on kitketty kenttiin D ja H.

Mikéli kyseesséd on tyhjod monimutkaisempi véliaine, tarvitaan liséksi ra-

kenneyhtdlot D = D(E,B), H=H(E,B) ja J = J(E, B).

Yhtéaloryhmé 9.7 ei kuitenkaan ole sen yleisempi tai rajoitetumpi kuin
”tyhjomuodossa” kirjoitettu yhtaloryhmé

V-E = p/e
V-B = 0
0B
E = — - .
V x T (9.8)
OE
VxB = M0J+MOGOE

missé p ja J kuvaavat kaikkia varauksia ja virtoja. Esitysmuoto 9.7 on joitain
merkintoja vaille sama, jossa Maxwell itse esitti yhtdlonsd. Muotoa 9.8 voi
kuitenkin pitd&d jossain mielesséd perustavampana, koska se ei ota mitéaéin
kantaa mahdollisen véliaineen séhkoisiin tai magneettisiin ominaisuuksiin.

Vaikka usein puhutaan neljastd Maxwellin yhtélosté, yhtaloryhméssa 9.8
on kuitenkin 8 yht#lod (2 skalaariyhtilod ja 6 vektoriyhtéloiden komponent-
tia). Yhtéloryhm# on lineaarinen, joten ratkaisuille pétee yhteenlaskuperi-
aate. Mikéli ldhdetermit p ja J tunnetaan, on jéljelld 6 tuntematonta ja
yhtéloryhmé riittdd E:n ja B:n ma#rittdmiseen. Jos etsitéén itsekonsistent-
teja ratkaisuja, tuntemattomia on 10 kpl (E, B, J ja p), joten tarvitaan
lisétietoa. Sellaiseksi kelpaa esimerkiksi Ohmin laki (J = oE). Differentiaa-
liyht&loita ratkottaessa myds reunachdot tdytyy méarittda oikein.
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9.3 Sidhkomagneettinen kentti rajapinnalla

Luvuissa 3 ja 6 késiteltiin staattisten sdhko- ja magneettikenttien reunaeh-
toja kahden aineen rajapinnalla. Magneettivuon tiheydelle saatiin yht&losta
V - B = 0 normaalikomponentin jatkuvuusehto, joka pétee edelleen:

By, = Bay, (9.9)

Séhkostaattisen yhtélon V x E = 0 sijasta on kdytettava Faradayn lakia

OB
VxE=-"— 1
% ot (9.10)

Tehd&in samanlainen suorakulmainen silmukka kuin luvussa 3 ja integroi-
daan silmukan sulkeman pinnan yli:

B
/VxE-ndS:— a—-ndS (9.11)
S s Ot
Sovelletaan Stokesin teoreemaa lausekkeen ja lasketaan viivaintegraalit:
, , 0B
lElt - lEQt + hlEln + hQEQn - hlEln - h2E2n = — W . ndS (912)
S

missd [ on silmukan pituus rajapinnan suunnassa, hq ja hg ovat silmukan
etiisyydet rajapinnasta kummankin véliaineen puolella ja Ey, ja El, ottavat
huomioon, ettd normaalikomponentit saattavat poiketa toisistaan eri p#issa.
Kun silmukan korkeus litistetddn mitattomaéksi, havidvat sahkokentan nor-
maalikomponentteja sisdltdvat termit ja samoin yht#dlon oikea puoli, jos
0B/0t pysyy dérellisend. Jéljelle ja4 sama jatkuvuusehto kuin statiikassa:

Ey, = By (9.13)

Séhkovuon tiheyden normaalikomponentin reunaehto on monimutkai-
sempi, koska nyt pintavaraustiheys voi muuttua. Sekaannusten vilttdmiseksi
merkitdén johtavuutta o:lla ja pintavaraustiheyttd og:lla. Yhtélostd V-D =
p saadaan pillerirasialla samannékoinen tulos kuin sdhkostatiikassa:

D2n - Dln =0s (914)

missd D,, = D -n ja pinnan normaalivektori n osoittaa aineesta 1 aineeseen
2. Toisaalta varaustiheyden muutosta kontrolloi jatkuvuusyht&lo

__9
VeI=—o (9.15)

josta seuraa analogisesti

Jog
ot

Jon — Jin = — (9.16)
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Sovelletaan tétd yksinkertaiseen aaltoliikkeeseen eli oletetaan sdhkokentén
olevan muotoa E(t) = Ege™™!. Tillsin voidaan korvata 9/dt — —iw. Olet-
tamalla lineaarinen viliaine ja kéyttdmaélla rakenneyhtélsitda D = €E ja
J = oE voidaan D,:n ja J,:n reunaehdot kirjoittaa yhtéloparina

eobon, —e1F1,, = 05
0'2E2n—0'1E1n == iwas (917)

Jos pintavaraustiheys hiviii, on oltava €1 /01 = €3/09, miké voidaan saada
aikaan valitsemalla sopivat viliaineet. Yleisesti o ei hévié, joten se voidaan
ratkaista yhtéloparista ja sdhkokentdn normaalikomponentille saadaan

(61 + Zﬂ) FEy, = (62 + Zg) FEs, (9.18)
w w

Tarkasteltaessa H-vektorin tangentiaalikomponenttia taytyy kentdnmuu-

tosvirta huomioida:
VXH:J+8—D (9.19)
ot
Tangentiaalikomponentin reunehto 16ytyy jélleen suorakulmaisesta silmu-
kasta. Silmukkaa kutistettaessa oletetaan 0D /0t:n pysyvén dérellisen, jol-

loin jiljelle ja4 magnetostatiikasta tuttu reunaehto
n x (H2 — Hl) =K (920)

missd K on pintavirran tiheys ja pinnan normaalivektori n osoittaa alu-
eesta 1 alueeseen 2. Pintavirran tiheys on nolla, jos véliaineen johtavuus
on #drellinen. Siis ellei viliaineen johtavuus ole #dreton, magneettikentén
tangentiaalikomponentti on jatkuva.

Tarkastellaan lopuksi tilannetta, jossa véliaineen 2 johtavuus on déreton.
Amperen ja Maxwellin laki viliaineelle 2 on
0D

VxHy=J — 9.21
X Ha 2+ ot ( )

Olettamalla harmoninen aikariippuvuus e ~** ja kiyttamailld rakenneyhtloi-

td saadaan

1
E; = ——V x Hy (9.22)

g9 — iw€2
Jos V x Hjy on rajoitettu, niin ehto o9 — oo edellyttié, ettd Eo = 0. Olet-
taen myos Hao:n aikariippuvuus harmoniseksi Faradayn laki ja lineaarinen
rakenneyhtélo B = pH antavat

1

H, = -
iwjt

V x Ey (9.23)

ja siten myos Ho havida. Tama kaikki tarkoittaa sité, ettd sahkomagneetti-
nen aalto ei etene ddrettémén hyvédn johteeseen.
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9.4 Sihkomagneettinen energia ja liikemaira

Periaatteessa koko elektrodynamiikka on nyt hallinnassa. Kurssin alkuosassa
tuli kuitenkin esille ongelmia liikemé&éarin ja liikeméadramomentin séilymisla-
kien kanssa. Samoin jii epéselviksi, mille oliolle esimerkiksi sihkostaattinen
energia oikein kuuluu.

9.4.1 Poyntingin teoreema: energian siilyminen

Séhkomagneettisessa kentéssé lilkkuvaan yksittédiseen varaukselliseen hiuk-
kaseen vaikuttaa Lorentzin voima F = ¢(E+v x B). Mekaniikassa on opittu,
ettd voima tekee tyoté teholla F - v, joten hiukkasen mekaanisen energian
muutosnopeuden méadrad sihkokentté, koska magneettikentta ei tee tyota:

dWmek _
dt
Muita kuin sihkomagneettisia voimia ei téssé yhteydessé oteta huomioon.
Yleistys jatkuvalle virrantiheydelle alueessa V' antaa hiukkassysteemin me-
kaanisen energian muutosnopeudeksi

AWine
b :/ J-EdV (9.25)
dt Vv

qv-E (9.24)

Aletaan muokata pistetuloa J - E kdyttden Maxwellin yhtélsita véliaine-
muodossa. Amperen ja Maxwellin laki antaa

oD
J-E:E'VXH—E-E (9.26)
Oikean puolen ensimmaéinen termi houkuttelee kdyttdméain tulon derivoi-
miskaavaa V- (Ex H) = H-V x E — E -V x H, josta Faradayn lakia

kéyttden tulee

V-(EXH):—H-%—]?—E-VXH (9.27)
Tahén mennessi on siis saatu
J-E:—V~(EXH)—(E-%—]?+H-38—]?) (9.28)
Oletetaan viliaine lineaariseksi ja isotrooppiseksi, jolloin
JE=—vV.ExH-2lp. B+l H) (9.29)
ot 2 2

Statiikassa opitun perusteella on luonnollista tulkita, etté jilkimmaéisen sul-
kulausekkeen sisilld on sihkémagneettisen kentén energiatiheys

1 1
wem = 5D -E+ ;B -H (9.30)
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Kun viela méaéritellidn Poyntingin vektori
S=ExH (9.31)

saadaan Poyntingin teoreema differentiaalimuodossa jatkuvuusyhtéloné

+V-S=-J.E (9.32)

Tulkintaa helpottaa vertailu varauksen jatkuvuusyht&léon 0p/0t+V-J = 0,
joka seuraa varauksen siilymislaista. Poyntingin teoreema on siis hiukkasten
ja kentdn muodostaman systeemin energian sdilymislaki. Sihkomagneettista
kenttéd voidaan siis pitédé itsenéisené fysikaalisena oliona. Taméi tulkinta
vahvistuu muiden séilymislakien yhteydesséd. Termi J - E ilmaisee sen, etta
kentté ja hiukkaset voivat vaihtaa energiaa kesken#én.

Integroimalla jatkuvuusyhtélo alueen V' yli ja kédyttadmélla divergenssi-
teoreemaa saadaan Poyntingin teoreema havainnolliseen integraalimuotoon
d
— (Whnet + Wem) = — S-dA (9.33)
dt oV
Tamin perusteella voidaan kvalitatiivisesti ajatella, ettd Poyntingin vek-
tori "kuljettaa energiaa” (yksikké on J/(m?2s) eli energiavuon yksikkd).
Téllainen tulkinta johtaa kuitenkin erikoiselta vaikuttaviin tilanteisiin yk-
sinkertaisissakin esimerkeissé, kuten tasavirtajohtimessa.

Fi ole itsestéddn selvéd, ettd Poyntingin vektorin ”oikea” lauseke on 9.31.
Poyntingin teoreeman differentiaalimuodon perusteella vektoriin S voitaisiin
lisdtéd roottorikenttd. Monimutkaisempiakin muunnelmia on olemassa, mutta
silloin my0s energiatiheyden lauseketta on muutettava. Oleellista on, etté
energian séilymislain muoto ei muutu. Pohjimmiltaan kyse on siité, ettei
sihkomagneettisen kentén energiaa voida paikallistaa.

9.4.2 Maxwellin jannitystensori

Palataan kuvan 5.3 tilanteeseen: rikkooko elektrodynamiikka liikem&érian
sdilymislakia? Vastaus on kielteinen. Ratkaisu on siiné, ettd sahkomagneet-
tisella kentélla on energian lisdksi liikkem&&raa. Séilyva suure on hiukkasten
ja kenttien yhteenlaskettu liikemééra.

Oletetaan viliaine tyhjon kaltaiseksi. Kaikkien tilavuudessa V' olevien
hiukkasten liikemé#rien summa p,,er noudattaa Newtonin toista lakia

_ dpmek:

F
dt

:/p(E—i—va)dV:/(pE—i—JxB)dv (9.34)
\% 14

joten voimatiheys on
f=pE+JxB (9.35)
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Eliminoidaan p ja J Maxwellin yhtéléiden avulla, jolloin

1 OE
f=¢(V-EE+ <—V><B—eo—) x B (9.36)
o ot
Nyt
E
%—th:%(ExBH—EX(VXE) (9.37)
missé viimeisessa termissd on kéytetty Faradayn lakia. Voimatiheys on siten

_ %{B % (V x B)] — 60%@ x B) (9.38)

Lauseke saadaan symmetrisemmiéksi lisidmélld termi (V - B)B/ug, joka on
aina nolla. Kenttien roottorilausekkeet voi kirjoittaa auki kaavalla (HT)

f=¢[(V-E)JE—-E x (V x E)]

1
E x (VXE)= 5V(E?) —(E-V)E (9.39)
ja samoin B:lle. Niin voimatiheys on saadaan muotoon
1
f = e[V -EE+ (E-V)E]+ M—[(V -B)B + (B-V)B]
0
1 1 0
— = E? —32)— —(ExB 4
2V <60 + 10 ant( X ) (9 O)

Tamé siistiytyy méérittelemalli Maxwellin jinnitystensori 7:

1 1 1

Tensorin 7 divergenssi on vektori, jonka komponentit ovat

(V-T); = e {(V.E)Eﬁ(E.V)Ej—%vjEQ}

1 , B _ to. g
—l—%[(V-B)BJ—i—(B V)B, QVJB] (9.42)

Namé ovat Poyntingin vektorin aikaderivaattaa vaille voimatiheyden kom-

ponentit, joten

oS
f= V-T—GQMQE (943)

Integroidaan tamé tilavuuden V' yli ja kirjoitetaan jéannitystensorista riip-
puva osa pintaintegraaliksi. T&ll6in kokonaisvoima on

d
F = T-nda—eo,uo—/ Sdv (9.44)
ov dt Jv

Staattisessa tilanteessa sdhkomagneettinen kokonaisvoima médrdytyy jan-
nitystensorista pelkistéain tarkasteltavan alueen reunalla. Siis 7 laskettuna
alueen reunalla jotenkin sisdltdd voimien kannalta olennaisen tiedon ken-
tistéd koko alueessa. Voimien laskeminen jannitystensorista ei rajoitu elekt-
rodynamiikkaan. Mekaniikasta tuttu energia-impulssitensori on formaalisti
samanlainen otus, yleinen suhteellisuusteoria formuloidaan Einsteinin ten-
sorin avulla jne.
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9.4.3 Liikemdiirin ja liikkemaidrdmomentin siilyminen

Palataan sitten lilkemé&érin sailymiseen. Newtonin toisen lain mukaan hiuk-
kaseen vaikuttava voima on yhté suuri kuin sen liikemé&arén aikaderivaatta:

dpmek
F = 9.45
i (9.45)
missi alaindeksi mek viittaa mekaaniseen liiketilan muutokseen. Toisaalta
dpmek d /
= 7T -nda — — [ SdV 9.46
dt 1% Taa = cofio dt Jv ( )

Téamén voi tulkita samaan tapaan kuin Poyntingin teoreeman. Oikean puo-
len ensimmaéinen termi kertoo liikemééran virtauksen aikayksikossé pinnan
OV ldpi ja jalkimméinen termi puolestaan kenttiin kertyneen liitkemé&arin
muutoksen. Siis sihk6magneettisen kentén liikem&iria on

Pem = €0fto / Sdv (9.47)
\%

Yhteenlasketun sidhkomagneettisen ja mekaanisen liikem#drdn muutos vas-
taa tarkastelualueeseen kenttien mukanaan tuomaa liikemasraa.

Olkoon Py, mekaaninen litkem#dritiheys. Méaaritellidn vastaavasti sdh-
komagneettisen kentéan liikem&édritiheys

ﬁem = eouos (9.48)

Tallsin litkeméadran sailyminen voidaan ilmaista differentiaalimuodossa
0. .
E(pmek +pem) =V.-T (949)
Todetaan vield lopuksi, ettd sihkomagneettisella kentélla on myos litkem&a-

rimomenttia eli impulssimomenttia. Sen tiheys maéritelldén

~

lem =r X ﬁem = €guor X S (950)

Myo6s kokonaisimpulssimomentti on siilyva suure.

9.5 Aaltoyhtilo ja kenttien ldhteet

9.5.1 Aaltoyhtilo tyhjossa

Siirrosvirtatermin ansiosta Maxwellin yhtéloillda on ratkaisunaan sdhko-
magneettinen aaltoliike. Tarkastellaan tilannetta ensiksi tyhjossé (p = 0,
J = 0). Ottamalla roottori Amperen ja Maxwellin laista saadaan

I(V x E) 0°B

VxVxB= ) 20) ot = —Eo,u()W

(9.51)
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josta kirjoittamalla vasemman puolen roottorit auki ja kayttdmé&llda mag-
neettikentdn ldhteettomyyttd saadaan aaltoyhtélo

0°B
V?B — ooz = 0 (9.52)

Ottamalla puolestaan roottori Faradayn laista ja huomioimalla, ettd sihko-
kentéllakéddn ei ole tyhjossé lahteitd, saadaan sihkokentélle sama yhtilo

’E

2
V'E — GOMOW

=0 (9.53)

Téllainen aalto etenee nopeudella ¢ = 1/, /égpug eli valon nopeudella.

9.5.2 Potentiaaliesitys

Ratkaistaan Maxwellin yht#lot, kun kenttien ldhteet p ja J oletetaan tun-
netuiksi. Rajoitutaan tyhjonkaltaiseen véliaineeseen (e, p), josta siirty-
minen lineaariseen véliaineeseen on suoraviivaista. Tehokkainta on kayttéaa
skalaari- ja vektoripotentiaaleja ¢ ja A. Yhtélostda V - B = 0 seuraa, etta
magneettivuon tiheys voidaan esittdd muodossa B = V x A. Sijoittamalla
tamé Faradayn lakiin saadaan

VxE—i—%VxA:O (9.54)

Fysikaalisen siisteille kentille aika- ja paikkaderivaattojen jérjestyksen voi
vaihtaa, joten

0A
Vx| |E+——)=0 9.55
X ( + ot > ( )
eli voidaan kirjoittaa E + 0A /0t = —V . Séhkokentté on siis muotoa
0A
E=-Vp—- — 9.56
ey (9-56)

eli sahkostaattisen potentiaalin liséiksi Faradayn laki tuo vektoripotentiaalin
aikamuutoksesta johtuvan osuuden sdhkoékenttéan.

Niin kenttien kuusi komponenttia on ilmaistu neljin muuttujan (¢, A)
avulla. Tédhén on tarvittu nelji Maxwellin yhtéloiden kahdeksasta skalaari-
komponentista, joten jéljelld on nelja yhtéaloéd neljan tuntemattoman ratkai-
semiseen. Coulombin ja Amperen ja Maxwellin lait saadaan muotoon

o(V-A)

2 ov-A)_
Voo + 5 p/€o (9.57)

1 9%A 10
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Pahan nékoiselle yhtéaloryhmaélle 16ytyy kétevid ratkaisumenetelmié.

Koska kentdt B ja E muodostuvat potentiaalien derivaatoista, voidaan
potentiaaleihin liséitd sellaisia tekijoitd, jotka katoavat derivoitaessa. On
helppo nahda, ettd seuraava muunnos ei vaikuta kenttiin:

A - A=ALVU (9.59)
o — ¢ =p—0U/ot (9.60)

Niitd mittamuunnoksia késitellddn tarkemmin luvussa 9.6. Yksi tapa
sailyttds alkuperdiset kentit on kiyttdi Lorenzin mittaehtoa'

1 0p
V-A+=5—=—=0 9.61
c2 ot (9.61)
Jaljella olevat yhtalot yksinkertaistuvat epdhomogeenisiksi aaltoyhti-
16iksi

1 9?
(VQ - cﬁ@) ¢ = —ple (9.62)

1 9
<v2 — Cﬁﬁ) A = —pd (9.63)

9.5.3 Viivistyneet potentiaalit

Loydettiin siis nelja karteesisissa koordinaateissa toisistaan riippumaton-
ta samanmuotoista skalaariyht&l6d, joten riittda tarkastella yhtdloda o:lle.
Staattisessa tapauksessa kyseessé olisi Poissonin yhtélo, jonka ratkaisuja
ovat Laplacen yhtélon yleiset ratkaisut sekd jokin Poissonin yhtélon eri-
koisratkaisu.

Ratkaistaan aaltoyhtéld ensin yhdelle varaukselle, joka on sijoitettu ori-
goon. T4ll6in homogeeninen aaltoyhtélo

1 9
<v2 - Cg@) ©=0 (9.64)

pétee kaikkialla muualla kuin origossa. Pallosymmetrian vuoksi ¢ = ¢(r) ja
homogeeninen aaltoyhtlo voidaan kirjoittaa pallokoordinaatistossa

P(re)  19%(re)

_ =0 9.65
or2 2 Ot? ( )

Talld on tutut £r-suuntiin eteneviat ratkaisut
ro = f(r—ct) +g(r+ct) (9.66)

Kyseessé on todellakin Lorenzin mitta eik#i Lorentzin mitta. Lorenz oli tanskalainen
ja Lorentz hollantilainen fyysikko.
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Naistd f(r — ct) etenee poispéin varauksesta ja g(r + ct) kohti varausta.
Koska halutaan ymmértas varauksen vaikutus ympéristoonsé, tarkastellaan
ratkaisua f.

On siis 16ydetty homogeeniselle aaltoyhtélolle pallosymmetrinen ratkaisu

_ flr—ct)

r

(9.67)

ja nyt on méaritettava funktio f. Staattisessa tapauksessa potentiaali on

Y= d
dmegr

(9.68)

ja nyt ilmeisesti ¢ = ¢(t). Kirjoitetaan f ajan funktiona f(t — r/c), missd
vakio —c siséltyy médrattavaian funktioon itseensi. Hetkelld ¢ — r/c pétee

f(t—rje) = W=T19) (0.69)

4dmeq

ja yksittdisen varauksen epdhomogeenisella aaltoyhtélolld on ratkaisu

o(r,t) = =170 (9.70)
4dmegr

Integroimalla kaikkien varausten yli saadaan

oty ! /p(r',t'> N P = lr = ¥1/) g

 dmeg Jv v — /|  4reg Ir —r/|

t'=t—|r—1'l/c (9.72)

on viivastynyt aika. Potentiaalia ¢ kutsutaan viivistyneeksi skalaari-
potentiaaliksi, koska se huomioi ajan, joka kuluu kustakin pisteesté tar-
kastelupisteeseen nopeudella ¢ etenevilté signaalilta (HT: piirrd kuva).

HT: Tarkka lukija lienee ihmetellyt ajasta riippuvaa pistevarausta, koska
varauksenhan pitéisi sdilya. Milld tavalla ristiriidasta selvitdin helpoimmin?

Nyt osataan valittomaésti kirjoittaa viivistynyt vektoripotentiaali

Ho J(r',t) /Mo / J(';t —|r—1'l/c) '
A(r,t) = — dV' = — dV .
(x2) 4 /V |r — 1/ ar Jv |r — 1’| (9.73)

Séhko- ja magneettikentét saadaan derivoimalla. Kéytdnnossé derivaattojen
laskeminen on usein tyolasta. Sitd kannattaa kokeilla sijoittamalla potenti-
aalien integraalilausekkeet takaisin aaltoyht&loon.

Suppeammassa suhteellisuusteoriassa vektori- ja skalaaripotentiaalien aal-
toyhtilot kootaan nelipotentiaalin AY = (¢, A) aaltoyht#loksi

1 02
2 a e
(V ) _t2> A% =—j (9.74)
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missd nelivirran ¢ komponentit ovat (p/eg, pod). Osoittautuu, ettd Max-
wellin yhtélét ovat Lorentz-kovariantteja? eli valmiiksi kelvollisia suhteelli-
suusteorian pétevyysalueelle.

9.5.4 Aaltoyhtilon Greenin funktio®

Ratkaistaan aaltoyhtilo kdyttamélla luvussa 2.10 esitettyd Greenin funktion
ideaa. Sekd A:n ettd :n aaltoyhtdlot ovat muotoa
V) L &%) 41 f(r,t) (9.75)
[ = 47 .
c2 Ot? ’
missé f(r,¢) on tunnettu ldhdetermi. Tehd&én seké v:lle ettéd f:lle Fourier-
muunnos ajan suhteen:

1
2

W) = o [ wrele s [0 = o [ fewe do 976)

2

Sijoittamalla ndm# aaltoyht#loon ja merkitsemélla k = w/c saadaan Fourier-
komponenteille epihomogeeninen Helmholtzin aaltoyhtilo

(V2 + ) yY(r,w) = —4n f(r,w) (9.77)

Tapauksessa k = 0 tdmé palautuu Poissonin yhtéloksi. Sen Greenin funktion
taytyy toteuttaa yhtalo

(V2 + EHGi(r;r) = —4m 6(r — 1) (9.78)

Epéhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on silloin

b(r,w) = / Cu(r,r', ) f(x', ) AV (9.79)

johon voidaan lisdtd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja.

Koska aaltoyhtélo ratkotaan kédytdnnosséd heijastavien reunojen, aalto-
putkien jne. yhteydessd, Greenin funktion muoto riippuu ongelman reu-
nachdoista (vrt. pallo luvussa 2.10). Reunattomassa avaruudessa Gj on
pallosymmetrinen ja riippuu ainoastaan tarkastelupisteen ja ldéhdepisteen
etiisyydestd R = |r — /|, joten pallokoordinaateissa

\veren

on (P52) = 7 T (RGY) (9.80)

" RPOR\"" OR ) ROR?

2Mitta on Lorenzin, mutta kovarianssi Lorentzin.
3Tamé luku kuuluu yleissivistykseen. Perusidea on kuitenkin ymmiérrettivi, koska me-
netelméi tarvitaan mychemmin laskettaessa lilkkuvan varauksen kentét.



122 LUKU 9. MAXWELLIN YHTALOT

Koska R on ainoa muuttuja, voidaan kéyttad kokonaisderivaattaa:

1 a2
77z (B Gr) + k2Gj = —4nd(r —1') (9.81)
Muualla kuin pisteessd R = 0 tdmé yksinkertaistuu yhtaloksi
2
a2 (RGg) + k2(R Gr) =0 (9.82)
jonka ratkaisut ovat ‘ ‘
RGj = Ae*F 4 B~ thE (9.83)

Rajalla R — 0 pétee kR < 1 ja 9.81 palautuu Poissonin yhtéloksi, jon-
ka ratkaisu kdyttidytyy kuten 1/R. Tdméi antaa sidosehdon A + B = 1 ja
Greenin funktio on muotoa

Gr(R) = AG{(R) + BG;, (R) (9.84)

missé G;t = R /R, GZ kuvaa origosta poispéin etenevai palloaaltoa ja
G}, origoon tulevaa palloaaltoa. A ja B miidrdytyvit reunaechdoista ajan
suhteen. Jos ldhde on hiljaa hetkeen t = 0 asti ja alkaa sitten vaikuttaa,
ulospéin etenevi ratkaisu A GZ on fysikaalisesti mielekés valinta.

Ajasta riippuva Greenin funktio toteuttaa yhtilon
2 1 62 + 1oyl ! !
V= =— | G (r,t;1',t') = —4mwd(r — r')o(t — t') (9.85)

Koska
5t —t') / dw et et (9.86)

voidaan lihdetermi yhtélossé 9.78 kirjoittaa muodossa —4md(r — r')e™? ja

1 e oFikR
Gi (R, ’T) = % R

—00

e duw (9.87)

missd 7 = t — t'. Adrettémin avaruuden Greenin funktio riippuu siis vain
lihteen ja havaitsijan vilisestd etdisyydestd R ja aikaerosta t — t'. Koska
k = w/c, voidaan w-integraali laskea (HT) ja lopputulos on

1
G (ot ) = = 0 = [t =) (0.88)

Nyt Gt on viivistynyt ja G~ edistynyt Greenin funktio.

Epédhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on siis

W (r, 1) = / / GE(r, t: ) f (/1) AV dt’ (9.89)
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johon voi lisétd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja. Viivéstyneelle Gree-
nin funktiolle ratkaisu on tietenkin sama kuin edelld suoremmalla laskul-
la 16ytynyt ratkaisu. Téssd esitetty menetelm&d on kuitenkin yleisempi ja
kayttokelpoisempi tarkasteltaessa monimutkaisempia olosuhteita kuin yk-
sinkertaista ldhdettd reunattomassa avaruudessa.

9.6 Mittainvarianssi

Aaltoyhtéalon ratkaisu helpottui valitsemalla sopiva mitta. Tdmén teki mah-
dolliseksi Maxwellin yhtéléiden térked ominaisuus: mittainvarianssi. Kent-
tien potentiaaleja voidaan muuttaa tietylla yleiselld tavalla ilman, ettd kentét
itse muuttuvat. Elektrodynamiikan mittamuunnokset ovat muotoa

A - A=A+VU (9.90)
o — ¢ =¢@—0U/ot (9.91)

Funktiota ¥ kutsutaan mittafunktioksi ja se voidaan valita usealla eri
tavalla. Yksi néistd on edelld kdytetty Lorenzin mittaechto

1 9y’
V-A'+=5—=0 9.92
+ 2 ot (9:92)
Té&ll6in mittafunktion ¥ on toteutettava aaltoyhtilo
1 0%¥ 1 0y
2

V- —=—5=-V-A-—=— .

v 2 Ot? v 2 ot (9:93)

Jos siis potentiaalit A ja ¢ eivit toteuttaisi Lorenzin mittachtoa, niin uudet
potentiaalit A’ ja ¢’ toteuttavat sen, jos ¥ voidaan ratkaista aaltoyhtilost.
Lorenzin mittaehdon toteuttava funktio ¥ on aina olemassa, mutta se ei
ole yksikésitteinen. Mitan etu on, ettd yhtéldiden Lorentz-kovarianssi nékyy
eksplisiittisesti ja tulokset on suoraviivaista siirtéé koordinaatistosta toiseen.
Kaytéannon laskut voivat kuitenkin olla hyvin monimutkaisia.

Useissa tapauksissa laskennallisesti yksinkertaisempi vaihtoehto on Cou-
lombin mitta, jonka mittaehto on

V-A'=0 (9.94)
Vektoripotentiaali saadaan muunnoksella
VW =-V-A (9.95)

joka ma#rittdd mittafunktion additiivista vakiota vaille yksik#sitteisesti, jos
A — 0ja ¢ — 0, kun r — oco. Coulombin mitassa skalaaripotentiaali rat-
kaistaan yhtélosta 9.57

1

p(r',t) !
t) = dV 9.96
plr,t) Areg /v lr — 1/ (9.96)
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Aika ei ole viividstetty, vaan skalaaripotentiaali maardytyy samanaikaisesta
varausjakautumasta kaikkialla. Coulombin mitta ei ole Lorentz-kovariantti.
Mitta on silti kelvollinen Maxwellin yhté&ldille, joten tésté ei seuraa ristirii-
taa kenttien E ja B osalta. Koordinaatistomuunnosten kanssa on kuitenkin
oltava tarkkana.

Coulombin mitassa vektoripotentiaali toteuttaa aaltoyht&lon

10*°A  1_0
VA - = :_va_f_”o

ol J (9.97)

Oikean puolen ensimméinen termi on pyo6rteetéon. Helmholtzin teoreeman
mukaan vektorikenttd F voidaan jakaa pyorteettoméidn ja ldhteettomaédn
osaan:

F=F,+F,; VxF,=0; V-F, =0

missé [ viittaa pitkittdiseen (longitudinaaliseen, pyorteettoméin) ja ¢ poi-
kittaiseen (transversaaliseen, ldhteettomééin) osuuteen. Kédyttaméalla virran
jatkuvuusyhtilod aaltoyhtilé saadaan muotoon (ks. esim. Jackson)

V2A - 2 A _ J (9.98)

02 8t2 = —HoJdt .

Koska vektoripotentiaali méardytyy vain virran poikittaisesta komponentis-
ta, Coulombin mittaa kutsutaan usein poikittaismitaksi. Se tunnetaan myos
nimelld séteilymitta, koska sihkomagneettiset séteilykentéit saadaan laske-
tuksi viivistyneestd vektoripotentiaalista

bo [ It~ - r)/e)
A(r,t):E/ ! p— v’ (9.99)

miké on olennaisesti helpompaa kuin séteilykenttien laskeminen Lorenzin
mitassa. Coulombin mitta erottelee annetussa koordinaatistossa sdhkokentan
staattiseen (s) ja induktiiviseen (i) osaan:

E,=-Vy; E; = —0A/0t (9.100)

Klassinen elektrodynamiikka on ensimméinen esimerkki mittainvarian-
teista fysiikan perusteorioista. Mittakentén késitteestéd on tullut erittéin kes-
keinen osa fysiikan perusteorioissa kuten kvanttielektrodynamiikassa, sahko-
heikon vuorovaikutuksen teoriassa, kvanttikromodynamiikassa ja néitéd yh-
distévissd yhten&iskenttéiteorioissa. Esimerkkind olkoon vuoden 1999 Nobe-
lin palkinto, jonka saivat Gerardus t’Hooft ja Martinus Veltman to&istdédn
kvanttikromodynamiikan ei-abelisten mittakenttien parissa.



