Luku 10

Sihkomagneettiset aallot

Séhkomagneettisten aaltojen spektri on erittdin laaja. Esimerkkejd 16ytyy
hyvin matalista taajuuksista aina gammaséteisiin, joiden taajuudet ovat
suuruusluokkaa 102 — 10?2 Hz. Aaltoliikkeen merkityksen ymmirtinee vil-
kaisemalla ympérilleen (HT). Vaikka nyt ollaankin klassisen fysiikan kurs-
silla, viimeistéd&n téssé vaiheessa on erittdin térkedd kerrata omatoimisesti
aaltohiukkasdualismi.

HT: Onko mielekisté kysyé, onko valo aaltoliikettd vai hiukkasia?

10.1 Tasoaallot eristeessia

Eristeelld tarkoitetaan tésséd yhteydessd niin huonosti johtavaa véliainetta,
ettei siéhkonjohtavuutta o tarvitse huomioida (we >> o). Tutkitaan aalto-
yhtdlon ratkaisua monokromaattiselle aallolle, jolla on nimensi mukaisesti
vain yksi taajuus. Tama4 tarkoittaa olennaisesti samaa kuin tarkastella aallon
Fourier-komponentteja erikseen. T&lloin on hyodyllistd kiayttad kompleksi-
lukuesitysté ja kirjoittaa aikariippuvuus muodossa e ™!, esimerkiksi

E(r,t) = E(r)e ™! (10.1)
Etuna on aikaderivaatan korvautuminen tekijélla —iw. Kirjallisuudessa on
yleisesti kiytossi myos aikariippuvuus e ™!, Esitykseen liittyy sopimus, ett#

fysikaalinen suure on kompleksisuureen reaaliosa (voitaisiin myos kdyttad
imaginaariosaa).

Aaltoyhtilo
1 0°E
V’E - S5z =0 (10.2)
monokromaattiselle aallolle on
2 w?
(V2 + C—Q)E(r) =0 (10.3)
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Téamé Helmholtzin yhtélé kuvaa aallon muutosta paikan funktiona. Olete-
taan, ettd kenttd on riippumaton x- ja y-koordinaateista. Télloin

d’E(z)  w?
o 5E() =0 (10.4)

T&mé& on harmonisen vérédhtelijan yhtélo, jolla on ratkaisuna

E(z) = Ege™™** (10.5)
missd Eg on vakio ja k = w/c on aaltoluku. Aaltoyht&lslli on siis ratkaisuna
E(r,t) = Ege ' “Fk2) (10.6)

jonka reaaliosa on
E(r,t) = Eg cos(wt F kz) = Egcosw(t F z/c) (10.7)

Kyseesséd on joko +2z- tai —z-akselin suuntaan nopeudella ¢ = 1/,/eyfig
etenevi siniaalto. Aaltoluku esitetddn yleisemmin vektorina k, jolloin aal-
lon paikkariippuvuus on e™*. Aaltoyhtélon ratkaisu ei vilttamitti toteuta
Maxwellin yhtal6itéd, vaan niistd seuraa lisdehtoja, joihin palataan kohta.

Kulmataajuuden w yksikko on radiaania sekunnissa. Vastaava varih-
telytaajuus on f = w/2m, jonka yksikkd on puolestaan hertsi (Hz). Aal-
toluvun yksikké on m~! ja vastaava aallonpituus on A = 27/k. Aallon
vaihenopeus on v, = w/k, joka tyhjossd on sama kuin valon nopeus.

Mikali véaliaineen p ja € poikkeavat tyhjon suureista, vaihenopeus on

v=1/\/e (10.8)

Téllin taajuuden ja aaltoluvun vilinen relaatio eli dispersioyht&ls on

v &

missd on méadritelty viliaineen taitekerroin

n= - = /o (10.10)

€00
Taitekerroin on térke#d parametri tarkasteltaessa aaltojen heijastumista ja

taittumista véliaineiden rajapinnoilla.

Muotoa e~ “t=kT) gleyia Maxwellin yht#lon ratkaisuja kutsutaan taso-
aalloiksi. Mikéli yhtéloilld voidaan olettaa olevan tasoaaltoratkaisuja, voi-
daan myo0s paikkaderivaatat korvata seuraavasti:

vV — ik
V.- — k-
Vx — kX
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Kuva 10.1: Sahkomagneettisen tasoaallon sihkokenttd E ja magneettikentti
B ovat toisiaan ja etenemissuunnan ilmaisevaa aaltolukuvektoria k vastaan
kohtisuorassa ja muodostavat oikeakitisen kolmikon (E, B, k).

Tasoaallolle 16ytyy suunta, jota vastaan kohtisuoralla, mutta muuten mie-
livaltaisella tasolla aallon vaihe on annetulla hetkelld sama kaikissa tason
pisteissé. Kyseisilld tasoilla sihko- ja magneettikentét ovat vakioita. Vaihe-
nopeus tarkoittaa puolestaan vakiovaiheen (k - r — wt = vakio) etenemisno-
peutta.

Oletetaan, ettei viliaineessa ole vapaita varauksia eiké virtoja. Tasoaal-
loille saadaan Maxwellin yhté&loistd yhtaloryhmé

k-D =

k-B =

kxE = wB (10.11)
kxH = —-wD

Tasoaallon kenttévektoreita merkitdéin joskus lisddmélla niiden péélle hat-
tu (E), mutta téssé ei ole sekaannuksen vaaraa muistaen, ettd nyt aika- ja
paikkariippuvuudet ovat eksponenttifunktiossa. Jos on tarpeen erotella taso-
aallon vektori vektorista E(r,t), kirjoitetaan edellinen mieluummin E(k,w)
tai Ex . Myos E(k,w) on yleisesti kompleksivektori.

Oletetaan véliaine lineaariseksi ja kirjoitetaan € = e.€p. Kéytdnnossa
kaikilla lineaarisilla véliaineilla p = pg on hyvé approksimaatio. Silloin

kK-E —
kK-B —

kxE — wB (10.12)
kxB = —‘C"—QerE

Vektorit k, E ja B ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja aaltoa kutsutaan
poikittaiseksi (transversaaliseksi) (kuva 10.1).
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Séhko- ja magneettikentédn vilinen suhde seuraa Faradayn lakia vastaa-
vasta yhtélostd: B = (k/w)E. Aaltoluvun itseisarvo saadaan laskemalla

w2

kx (kxE)=wkxB=—¢—E (10.13)
C

Toisaalta k x (k x E) = (k- E)k — k’E = —k?E, joten

w? 9
eli dispersioyhtéld saa muodon
k= =n> (10.15)
c c

Oikea aalto ei vilttamétta ole monokromaattinen. Jos aalto koostuu joukos-
ta diskreettejéd taajuuksia w,,, Maxwellin yhtdldéiden lineaarisuuden vuoksi
kokonaissihkokenttd voidaan esittdd summana (kertaa FYMM I:sté)

E(r,t) = Z E(k,, wn) exp[—i(wmt — Ky, - 1)) (10.16)

Vektoreita E(ky,,wn) kutsutaan aallon Fourier-komponenteiksi. Jos k ja w
késitelladn jatkuvina, funktio E(k,w) on E(r,t):n Fourier-muunnos.

10.2 Aaltojen polarisaatio

Peruskurssilta tuttu lineaarinen polarisaatio on helppo késittasd, mutta ym-
pyrapolarisaatio kannattaa miettid huolellisesti 14pi. Asiaa ei lainkaan hel-
pota, ettd vasen- ja oikeakétisyys mééritelldén eri lahteissé eri tavoin.

Vektorit E(k,w) ja B(k,w) ovat kompleksivektoreita. Kirjoitetaan E oi-
keakiitisessé reaalisessa kannassa, jonka yksikkovektorit ovat (p, s, u):

E(k,w) = E,p + Ess + E,u (10.17)

misséd hattu viittaa kompleksilukuun. Valitaan u tasoaallon etenemissuun-
naksi, jolloin sdhkokenttéd on joka hetki ps-tasossa:

Ek,w) = E,p + E,s (10.18)
Ilmaistaan vield komponentit kompleksitason vaihekulman ¢ avulla:
E, = Eyé'® ; B, = Eye's (10.19)

missé F, ja Es ovat reaalilukuja. Yleisyytté rajoittamatta voidaan asettaa
¢s nollaksi, ja merkitd ¢, = ¢. Niinpé (k,w)-avaruuden sdhkokenttd on

E(k,w) = E,e’p + E,s (10.20)
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ja sitd vastaava (r,t)-avaruuden kenttd puolestaan
E(r,t) = E,pe {@ikrt=9) | p gemilwt—kr) (10.21)
Fysikaalinen sdhkokenttd on tdméin reaaliosa
E(r,t) = Eppcos(wt —k-r — ¢) + Egscos(wt —k - r) (10.22)

Kentélld on kaksi komponenttia, joiden reaaliset amplitudit £, ja Ey voivat
olla eri suuria. Lisdksi komponentit voivat vardhdelld eri vaiheessa vaihe-
eron ollessa ¢. Tarkastellaan muutamaa erikoistapausta pisteessd r = 0.
HT: Piirrad kuva kaikista tapauksista.

1. Komponentit samassa vaiheessa (¢ = 0). Télloin

E(0,t) = (Epp + Ess) cos wt (10.23)

Séhkokenttd vérdhtelee /E2 + E2:sta —,/E2 + E2 :een osoittaen koko ajan

suuntaan E,p + Ess. Témé on lineaarinen polarisaatio. Myds 180 asteen
vaihe-ero antaa lineaarisen polarisaation (£, — —E)).

2. Vaihe-ero ¢ = +x/2. Télloin
E(0,t) = £E,psin wt + Esscos wt (10.24)

Séhkokenttéavektori pyorii ps-tasossa piirtden ellipsin joko myoté- tai vas-
tapéivadn riippuen katselusuunnasta. Tdmé on elliptinen polarisaatio.

3. Vaihe-ero ¢ = +7/2 ja E, = E,. Télloin ellipsi palautuu ympyréksi ja
kyseesséd ympyrépolarisaatio.

Jos vaihe-ero on jotain muuta kuin ¢ = +7/2, kyseessd on aina elliptinen
polarisaatio (mahdollisesti surkastunut lineaariseksi).

Tarkastellaan sdhkokentdn pyorimissuuntaa ympyrépolarisaatiossa. Jos
yll& ¢ = 4m/2, pyorii aallon sidhkokenttd myotépaivain, kun katsotaan koh-
ti saapuvaa aaltoa. Optiikassa titd kutsutaan oikeakétisesti polarisoitu-
neeksi aalloksi. Jos pyorimistéd tarkastellaan aallon etenemissuuntaan, se
kuitenkin niyttdd toteuttavan vasemman kéden kiertosddnnon. Tarkastel-
taessa sahkomagneettisten aaltojen ominaisuuksia magnetoituneessa joh-
tavassa véliaineessa (kuten plasmassa) téllaista aaltoa kutsutaankin va-
senkitisesti polarisoituneeksi. Tamé valinta on sikéli johdonmukainen,
ettd néin polarisoitunut aalto muodostaa avaruudessa vasenkétisen ruuvin.
Aallolla sanotaan olevan negatiivinen helisiteetti ja voidaan puhua negatii-
visesti polarisoituneesta aallosta. Vastaavasti ¢ = —m/2 antaa péinvastaiset
nimitykset. Té&lla kurssilla ei tarvitse murehtia oikea- tai vasenkétisyyksien
sekamelskasta, mutta asia on hyvé tietdid vastaisen varalta.

Mielivaltainen elliptinen polarisaatio voidaan hajottaa eri vaiheissa vé&-
rahtelevien oikea- ja vasenkitisesti polarisoituneiden aaltojen summaksi.
Esimerkiksi lineaarinen polarisaatio on summa kahdesta eri suuntiin pyori-
vistd samanamplitudisesta komponentista.
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10.3 Siahkomagneettisen aallon energia

Kompleksisen kentén reaaliosa on fysikaalinen mitattava kenttd. Koska Max-
wellin yhtdlot ovat lineaariset kenttien suhteen ja toteutuvat siten erikseen
reaali- ja imaginaariosille, tasta ei tullut edelld ongelmia. Kenttien energiat
ja Poyntingin vuo ovat kuitenkin vektoreiden tuloja, jolloin reaali- ja ima-
ginaariosat sekoittuvat toisiinsa. Koska Re (A - B) # Re A - Re B, on syyté
ottaa ensin suureiden reaaliosat ja kertoa ne vasta sitten kesken#én.

Pisteessé r = 0 kenttd E(0,t) = E,p cos(wt — ¢) + Egs cos(wt) ja
E? = Eg cos®(wt — ¢) + E2 cos? (wt) (10.25)
B? = (n/c¢)*E% = euoE? (10.26)

Koska D = ¢E ja B = uoH, on B- H = D - E, ja tasoaallon energiatiheys
on

1 2
Up = €E? = — <9> E? (10.27)
Mo \ C

Toisaalta E x H = FH u, joten Poyntingin vektori osoittaa aallon etenemis-
suuntaan ja on suuruudeltaan

S = ——F? (10.28)

Tasoaaltojen energiatiheys ja energiavuo saavat siis hyvin yksinkertaiset

lausekkeet ja lisdksi

c
— S, 10.2
S —u (10.29)

Jos vaihenopeutta kisitelldéin aallon etenemissuuntaisena vektorina v, voi-
daan kirjoittaa
S = uyVp (10.30)

Tasoaallon Poyntingin vuo voidaan siis tulkita energiatiheyden etenemi-
send vaihenopeuden mukana. Kentélld on energian lisdksi liikem&drda ja
lilkem&adramomenttia. Aallot kuljettavat myos néitéd suureita mukanaan.

Tasoaallon energiatiheys u,, ja energiavuo S ovat verrannollisia suuree-
seen E2. Ympyripolarisoituneelle aallolle (¢ = £7/2)

2 22 2.2 . 2
E* = E,sin"wt + E; cos” wt = £ (10.31)
joka on vakio. Lineaarisesti polarisoituneella aallolla puolestaan
E* = (E2 + E2) cos® wt (10.32)

vaihtelee nollan ja maksiminsa vélilld kaksi kertaa aallon taajuudella.
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Energiaa tarkastellaan usein korkeataajuisten aaltojen tapauksessa. Tal-
16in E?:n aikakeskiarvo on tirkedmpi suure kuin sen ajallinen vaihtelu. Kos-
ka cos?(wt — ¢)m keskiarvo yhden jakson aikana on 1/2, kaikilla polarisaa-
tioilla 1

(E?) = 5(Eg + E?) (10.33)
Téamén voi kirjoittaa myds kompleksisen E-vektorin avulla

(E?) = %Re(E* -E) (10.34)

missd * viittaa kompleksikonjugaattiin. Ongelma voidaan siis késitelld alus-
ta loppuun kompleksisena, mutta silloin mitattavat suureet on késiteltiava
jakson yli otettuina keskiarvoina.

10.4 Tasoaallot johteessa

Yksinkertaisessa véliaineessa (u, € ja o vakioita), jossa ei ole vapaita varauk-
sia aaltoyhtélot ovat (HT)

0’H oH
2 — _— = e =
V°H —eu 52~ TH g 0 (10.35)
O°E OE
2R —  _ou— = 10.
\% Uz ~Th 0 (10.36)

Muistutetaan taas, ettd ndmé ovat seurausta Maxwellin yht&aloista. Niilld on
myds ratkaisuja, jotka eivit toteuta Maxwellin yhtaloité, joten ratkaisujen
fysikaalisuus on tarkastettava erikseen kdytdnnon ongelmissa.

Séhkokentéin aaltoyhtélod kutsutaan lennétinyhtéloksi. Se on perusesi-
merkki osittaisdifferentiaaliyhtéléiden ratkaisemisesta Fourier-muunnosten
avulla. Oikaistaan nyt olettamalla suoraan tasoaaltoratkaisu ja ldhtemalla
liikkkeelle Maxwellin yht#loisté, jolloin

k-E = 0
k-H = 0
kxE = wuH (10.37)

ikxH = (0—iweE
Koskak 1 E, k 1 H ja E | H, niin aalto on jélleen poikittainen.

Valitaan koordinaatisto siten, ettd k || e,, E || e, ja H || e,. Téll6in

kE, = wpH
ikHy, = —(0—iwe)E, (10.38)
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Tésté (tai suoraan aaltoyhtilostd) saadaan dispersioyhtilo k = k(w):
k% = w?ep + iwop (10.39)

Aaltoluku & on nyt kompleksiluku, joka voidaan kirjoittaa muodossa k =
|k|e'® ja dispersioyhtilostd voidaan ratkaista

k| = VpwvVw?e + o2

1 o
a = —arctan(— 10.40
S axctan(-) (10.40)
Numeerisia laskentaohjelmistoja kéytettiessd ei useinkaan tarvitse kirjoit-
taa erikseen aaltoluvun reaali- ja imaginaariosia, vaan voi kayttda komplek-
silukua k = /w?eu + iwop. Nelidjuuren vaiheen oikea valinta on kuitenkin
syyté tarkastaa huolellisesti.

Lenné&tinyhtélon ratkaisu harmonisille aalloille on siis
E = Eoemei(Re(k)szt)eflm(k)z
= FEpe, expli(|k|z cos a — wt)] exp[—|k|z sin o] (10.41)
Téssé valitaan a:n vaihe siten, ettd Im(k) > 0 eli sina > 0 (HT: piirrd ku-
va kompleksitasossa). Télloin aalto vaimenee edetessdén viliaineeseen (te-
kija e"k‘”ino‘), miké on fysikaalisesti mielekés ratkaisu. Matka, jolla aallon

amplitudi vaimenee tekijilld e, on viliaineen tunkeutumissyvyys (skin
depth):

1 1
6= = 10.42
Im(k)  |k|sina ( )
Viliaineen impedanssi (aaltovastus) mééritelldén
g=2e W = L arctan(Z)]  (10.43)
=— =" =, | ———— exp|[—— arctan(— .
H, & Va2 1 o2 P we

Impedanssin yksikk6é on sama kuin resistanssilla: [Z] =  (kertaa impedans-
sin, admittanssin ja reaktanssin késitteet esimerkiksi KSII:sta).

Esimerkki: hyvéi johde. Siirrosvirtatermi on mitéton: ¢ >> we = a =
45%,0 = \/2/(wpo), vp = dwtan o = dw

. ) f=50Hz d~lcm wv,~3m/s
Kuparille: { f=50MHz §~10pm v,~ 3 x 10°m/s

7 = |2 e/t o 45° vaihe-ero Em ja Hen vilills.
g

Esimerkki: eriste. 0 =0, € > 0, p = po = a = 0 eli aalto ei vaimene
tunkeutuessaan eristeeseen. Z = \/ug/e = Zpy/€p/€, missi Zy on tyhjon
impedanssi: Zy = /o /€eo =~ 376,73 Q.
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Fourier-komponenttien yhtéaloryhmaésti saadaan aaltoluvun ja kenttien
vélille yhteydet

kK-E —
kK-B —

kxE — wB (10.44)
kxB = —‘C"—QE;E

missé €, on kompleksinen suhteellinen dielektrisyysvakio (u = pg)

€ =€ +i— (10.45)
wWeQ

Nyt myo0s taitekerroin kannattaa méaéritelld kompleksilukuna
n? =é (10.46)

jolloin aaltoluku k toteuttaa yhtélon k? = A2w?/c?.

10.5 Druden ja Lorentzin oskillaattorimalli

Dispersiivisessa viliaineessa dispersioyhtilo on yksinkertaista lineaaris-
ta relaatiota w = (¢/n)k monimutkaisempi. Aineen eristeominaisuudet voi-
vat riippua taajuudesta ja aaltoluvusta: € = €(w, k). Tarkastellaan viliainet-
ta, jossa ei ole vahvoja siséisid voimia, ja jédtetddn aineen magneettiset omi-
naisuudet huomiotta (u = pp). Kuvataan klassisen fysiikan mukaisesti yht#
elektronia, joka on sidottu atomiin harmonisella voimalla

F) = —mwir (10.47)

missi r on poikkeama tasapainoasemasta. Oletetaan liséiksi, ettd elektronin
liiketté vastustaa voima

d
Fy= —mfyd—z (10.48)

missd alaindeksi d (damping) viittaa siihen, ettd voima vaimentaa harmo-
niseen voimaan liittyvdd vérdhtelyd. Ulkoisessa séhkokentdssd E(r,t) lii-
keyhtéaloksi tulee
d2r+ 2 E(r,t) (10.49)
m| —= —_ Wwor' | = —elu(r .
az Vg T ’

Oletetaan harmoninen aikariippuvuus (o< exp(—iwt)), jolloin liikeyht#lon
ratkaisu on

(10.50)
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Elektronin poikkeama tasapainoasemasta aiheuttaa dipolimomentin p

E

—w? — iwy)

p=—er= (10.51)

m(w?
Olkoon yksikkotilavuudessa n molekyylid ja jokaista molekyylid kohti Z
elektronia. Oletetaan, ettd f; kappaleella jokaisen molekyylin elektroneis-
ta on ominaistaajuus wp; ja vaimennustekijé ;. Tekijoitd f; kutsutaan os-
killaattorivoimakkuuksiksi ja ne normitetaan elektronien lukumé&éraéan:
>, fi = Z. Nyt siihkéinen polarisoituma (dipolimomenttien tiheys) on

pP_ neE

S Jj (10.52)

2 — o
mo T wpy — W W

Yksinkertaisessa aineessa séhkévuon tiheydestd D = €E = ¢gE 4+ P saadaan

2 _ )
meg S Wiy — W — W

e(w) =e(1+ x(w)) =eo (1 + ne’ Z 5 /s ) (10.53)

Siis permittiivisyys on taajuudesta riippuva kompleksiluku.

Oletetaan sitten, ettd aineessa on jonkin verran vapaita elektroneja (fo
kappaletta molekyyli& kohti), mutta ettd muuten véliaine on samanlainen
kuin edelld. Vapaille elektroneille wgg = 0, jolloin

e(w) = € (1 L e S J; ) _ne_fo (10.54)

2 42 _ . ;
megy iFoWo W W mw w =+ 1y

Merkitéddn oikean puolen ensimméisté termié €, ja kdytetddin Ohmin lakia
(J = oE). Talloin Maxwellin neljdnnesta laista saadaan

V x H = (0 —iwep)E = —iweE (10.55)
joten
€e=¢+iojw (10.56)

Vertaamalla téitd lausekkeeseen (10.54) saadaan

2
oo Jome” (10.57)

m(yo — iw)
Johtavuus o on nyt taajuuden kompleksiarvoinen funktio. Jos 7o > |w| ja
fo =1, tasta tulee luvusta 5 tuttu staattisen johtavuuden lauseke

n€2

10.58
o (10.58)

g =

missé 7y on térméysajan 7 kadnteisluku.
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Esimerkiksi kuparilla on huoneen ldmpétilassa ominaisuudet o = 5,6 -
107 (Qm)~!, n = 8-10% m=3, fy = 1, jolloin 79 = 4 - 10" s71. Oletus
staattisesta johtavuudesta on siis hyvi taajuuksilla |w| < 4- 10 s71, joka
on varsin korkea verrattuna esimerkiksi tyypilliseen radioasemaan, jolle w =
96,2 MHz - 27 ~ 6 x 108 s71.

Taajuuksia wp; kutsutaan resonanssitaajuuksiksi. Monissa kéytdnnon
ongelmissa 7v; < wyj, joten €(w) on melkein reaalinen paitsi resonanssitaa-
juuksien ldhella eli

Ne?

meg

e(w) ~ € (1 +—3 1 ) (10.59)

2 _ 9
j#0Y0j T ¥

Dispersiota kutsutaan normaaliksi, jos d(Re €(w))/dw > 0 ja anomaali-
seksi, jos d(Re €(w))/dw < 0. Normaalin dispersion alueella permittiivisyys
kasvaa taajuuden myotd. Anomaalista dispersiota ilmenee ainoastaan lahell&d
resonanssikohtaa, missé Im e poikkeaa nollasta (HT: piirrd kuva).

Tarkastellaan energiabudjettia resonanssikohdan ldhelld. Sdhkovirta on
nyt polarisaatiovirtaa Jp = 0P /0t ja sdhkokentén tekemén tyon tehotiheys

W=E -Jp=E-0P/ot (10.60)

Yhden jakson keskimé&#rdinen tehotiheys on
(W) = §Re(E-(—2wP) )= §Re(lw(e —e9)E-E¥) = §|E| Im e(w) (10.61)

Jos Im € > 0, energia siirtyy sdhkokentéltd elektroneille eli aalto vaimenee.
Téata kutsutaan resonanssiabsorptioksi. Téssd mallissa Im ¢ > 0, kun
w > 0. On olemassa térkeité fysikaalisia prosesseja, joissa aalto saa energiaa
hiukkasilta, mutta t&dméa malli ei sovellu niihin tapauksiin. Tédssé yhteydessa
on opettavaista todeta merkinvalinnan vaikutus. Jos aikariippuvuudeksi va-
littaisiin exp(+iwt), muuttuisi Im e:n merkki. Tilanteen fysiikka on tietenkin
riippumatonta merkkisopimuksista.

Viliaineen taitekerroin ja aallon aaltoluku ovat
@ = [T~ (10.62)
n(w) = — &y — .
€0H0 €0
k(w) = [elw) w
€g C

Téstéd saadaan vaihenopeus

(10.63)

vp =w/k = c¢/n(w) (10.64)
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Energian etenemisnopeuden dispersiivisesséd véliaineessa antaa ryhméno-
peus, joka méiritelldén v, = dw/dk ja on siten (ks. Jackson)

dw 1 c
_ W _ 10.65
YTk T dkjdw o) + 0 (10.65)
dk

Samaan aikaan ldhtevit eritaajuiset aallot saavuttavat vastaanottajan eri
aikaan, mikéli ne etenevit dispersiivisessé viliaineessa.

10.6 Palloaallot!

Tasoaalto on erittédin kéiyttokelpoinen matemaattinen idealisaatio. Todelli-
suudessa sihkomagneettinen aalto kuitenkin synnytetéin esimerkiksi &dérel-
lisen kokoisella antennilla. Antennin 1&helld kenttien rakenne on monimutkai-
nen ja riippuu antennin geometriasta. Kun aalto etenee avaruuteen, se laaje-
nee ja tarkasteltaessa aaltorintamaa riittavén pienelld alueella se nayttas ta-
soaaltorintamalta. Joskus on tarpeen ottaa huomioon aaltorintaman globaa-
li muoto. Tarkastellaan esimerkkiné origosta joka suuntaan etenevié pallon-
muotoisia aaltorintamia. Periaatteessa ongelma ratkaistiin luvussa 9, jossa
johdettiin viivéstyneet potentiaalit ja palloaallon Greenin funktio. Kenttia
ei laskettu, silla derivointi viivastyneistd potentiaaleista on aika tyolasté.

Tyhjossa etenevin aallon sidhkokentédn aaltoyhtdlo on

1 0°E

2
VE- 555 =0 (10.66)

josta monokromaattiselle aallolle tulee vektorimuotoinen Helmholtzin yht&lo

2
V2E(r) + (%) E(r) =0 (10.67)
Ongelmana on termin V2E = —V x V x E 4+ VV - E kirjoittaminen pallo-
koordinaateissa. Termin —V x V x E radiaali- ja kulmakomponenteissa ovat
mukana kaikki pallokoordinaatiston muuttujat. Saadaan kolmen osittaisdif-
ferentiaaliyhtdlon ryhmé, joissa kaikissa ovat mukana kaikki sdhkokentéin
komponentit. Vektorimuotoinen Laplacen yhtdlo separoituu kunkin muut-
tujan erillisiksi differentiaaliyhtéloiksi vain karteesisissa koordinaateissa.

Tarkastellaankin skalaarimuotoista Helmholtzin yht&loa

V2 + (%)2 =0 (10.68)

!T4ama luku kuuluu yleissivistykseen
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Suoraviivainen harjoitustehtévé on osoittaa, etté

E=rxVy (10.69)
on (10.67):n ratkaisu, ja V- E = 0. Faradayn laista

V xE=iwB (10.70)

saadaan magneettikentta
B=—_Vx(rxVy) (10.71)
w

HT: Tarkasta, ettd loput Maxwellin yhtalot toteutuvat tyhjossa.

Voitaisiin myos ldhted liikkeelle B-kentén aaltoyht&losté, jolloin
1
B = “rxVy (10.72)
c
E = SVx(rxVy) (10.73)
w

Ratkaisuparissa (E,B) sihkokenttd on jokaisessa pisteessé tangentiaalinen
origokeskisen pallon pinnan kanssa. T#té aaltoa kutsutaan joskus transver-
saaliseksi sihkoiseksi (TE) moodiksi. Ratkaisuparissa (E’,B’) magneetti-
kentélld on puolestaan sama ominaisuus ja aaltoa kutsutaan transversaali-
seksi magneettiseksi (TM) moodiksi (HT: piirrd kuvat).

Vield on loydettava ¢ Helmholtzin skalaariyhtélon ratkaisuna. Kéytetddan
Laplacen yhtélon ratkaisemisesta tuttua muuttujien separointia pallokoor-
dinaatistossa (luku 2). Ratkaistava yht&lo on pallokoordinaateissa

1020 L 0 (00N, 1 % s
r2 or (r (97“) + r2sin 6 00 (Sm989> * r2 sin? 6 0¢p? +hyp =0 (1074)

Erona Laplacen yht#lo6n on siis termi k24).

Sijoitetaan separointiyrite 1) = R(r)0(0)®(¢) ylldolevaan yhtdloon. Jae-
taan tulos ¥:114 ja kerrotaan tekijilld r2 sin? 6, jolloin

1 d 4dR 1 d do 1d*®

Esin29 U + 6sin0@8in9@ + a0 + k*r?sin?0 =0 (10.75)
¢-riippuvuuden osalta separointi antaa tutun yhtéalon
d*®,, 5
0- ja r-riippuvat yhtalot ovat puolestaan
1 d d@lm m2
— sinf (l+1) - O = 0 10.77
sind a0 do +[(+ ) sin29] ! (077)
d 5dR
— 22+ 1) k2R, = 0 (10.78)

dr dr
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Yhtilon (10.76) ratkaisut ovat muotoa ®,, = e ja yhtilon (10.77) rat-
kaisut ovat tutut Legendren liittofunktiot (luku 2). Termi k%t muuttaa siis
ainoastaan radiaalista yht&lod (10.78), josta muuttujanvaihdolla & = kr ja
sijoituksella R; = £71/2Z; saadaan Besselin yhtlo

2d2Zl le 2 2 _
T -l -z =0 (10.79)

Ratkaisuina ovat Besselin ja Neumannin funktiot J;,/2(kr) ja Niyq /Q(k:r).
Pallokoordinaatistossa néistéd muodostetaan pallobesseleité

Jilkr) = \/7/2kr Jipq9(kr) (10.80)
ni(kr) = «/m/2kr Nipq2(kr) (10.81)

Ne ovat alkeisfunktioita, joten niité ei tarvitse peléti: esimerkiksi jo(r) =
sinr/r, no(r) = —cosr/r (enempi pohdiskelu jid FYMM II:lle).

Nyt on koossa yleinen ratkaisu skalaarimuotoiselle Helmholtzin yhtélolle

Y = )7/ 2kr Z;(kr) P (cos §) e? (10.82)

Yksinkertaisin fysikaalisesti mielenkiintoinen valinta on

muodossa

Y10 = % etkr {1 + é} cos 6 (10.83)
josta saadaan TE-moodille
E =r x Vipjg = —Eget™” [% + #} sinfe, (10.84)
ja
B= —%v x E (10.85)

? iker 1 { { 1 i
:;E(]B {{W+W:|2COSHET—|:;—W—W:| sm@eg}

Tamé on itse asiassa magneettisen dipoliantennin séteilemé aaltokentta.



