Luku 13

Liikkuvan varauksen kentta

Téssd luvussa tutustutaan liikkuvan varauksen aiheuttamaan kentt&an. Jo-
kaisen sihkodynaamikon on laskettava ainakin kerran elamésséén Liénardin
ja Wiechertin potentiaalit ja kentét.

13.1 Liénardin ja Wiechertin potentiaalit

Tarkastellaan yksittdistd varauksellista hiukkasta, jonka rata on r = rq(t).
Varaus- ja virrantiheys ovat télloin

pl) = ad(r — (1)) (13.1)
I(r,t) = qiq(t)d(r —ry(t)) (13.2)
Kéyttokelpoisten potentiaalien laskeminen ei ole aivan helppo tehtéva. Hah-

motellaan téssd ratkaisumenetelmé Greenin funktioita kdyttden (yksityis-
kohdat HT).

Tehtévana on ratkaista epdhomogeeniset aaltoyhtalot

1 02
(VQ - Cﬁ@) ¢ = —p/eo (13.3)
1 92

Kuten luvussa 9 todettiin, ndiden ratkaisut ovat Greenin funktion avulla
lausuttuina

E(r,t) ://Gi(r,t;r’,t’)f(r’,t’)dv’dt’ (13.5)

missi 1F (r, t) ovat viivistyneet (+) ja edistyneet (-) skalaaripotentiaalit tai
vektoripotentiaalin karteesiset komponentit ja f(r’,t") vastaa lihdetermeja
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(p/eo, pod). Nyt riittdd kdyttaa viivistyneen potentiaalin Greenin funktiota

5(t" = (t = [r —r'|/c))

v — |

1
) = — 13.
G(r,t;r',t") gy (13.6)

Tekijé 47 on otettu Greenin funktion m#dritelméén, kun se luvussa 9 oli
G:n aaltoyhtélossé.

Ensin integroidaan paikkaintegraalit ldhdetermien J-funktioiden avulla.
Sen jilkeen aikaintegraalia laskettaessa kéytetddn hyvéksi tulosta

/ (mf) (13.7)

9" (i)]

[ f@slglande = ¥

missé g(x;) = 0. Lopputuloksena saadaan Liénardin ja Wiechertin po-
tentiaalit:

plr t) = 4;160 {(1 - n1 ﬁ)RLt - 47:-160 [R —1R-6L6t (13.8)
Alr,1) = 477(100 {(1 — f 6)R]mt - 477(100 {R —[; . ,B}ret (13.9)

missi R =r —r,, n = R/R ja B8 = v/c. Alaindeksi ret viittaa lausekkeen
laskemiseen viivistyneelld ajalla ¢/, joka on ratkaistava ehdosta

t'+ e —r ()| /c=t (13.10)

Havaitsija siis mittaa kentén pisteessé r hetkelld t.

Kaikkein eleganteinta (7), joskaan ei sen helpompaa, on tehdéa ylldoleva
lasku relativistisessa formalismissa, missé ¢ ja A ovat nelipotentiaalin A%
komponentit ja

A%(z) = /G(x —2)Jo(2) d*a’ (13.11)

(ks. Jackson tai CL luku 13.3).

13.2 Kenttien laskeminen

Kun potentiaalit tunnetaan, kentét saadaan derivoimalla, miké vaatii kérsi-
villisyytta. Hankaluuden aiheuttaa viivistyneen ajan implisiittisesti méaérit-
televd yhtélo 13.10. Aluksi kannattaa selvittéé itselleen koordinaatisto (kuva
13.1). Séhkokentta saadaan lausekkeesta

A q[V(R—B-R)] g [a s

E=-— - = _ _
VO B T Imeg | (BB R?2)  dmegc BIR—B-R

] (13.12)
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I, (t) r,(t)

R(1’) < 11, (")

Kuva 13.1: Varauksellisen hiukkasen liiketila hetkelld ¢ méédrdd kentéin
myohempéné hetkené ¢. Kenttd etenee pisteestd r,(t') havaintopisteeseen
r ajassa R(t")/c, jolloin hiukkanen on ehtinyt radallaan pisteeseen r,(t).

Hakasulku viittaa lausekkeen laskemiseen viivistetylld ajalla (jatetédédn sulut
pois vélivaiheissa).

Aloitetaan R(t'):n derivoinnista: koska ¢’ riippuu paikkavektorista r, niin
VR(t') = —cVt'. Derivoidaan lauseketta 13.10 puolittain, jolloin esimerkiksi
gradientin z-komponentti on

o x—mzg—cB-(r—rg)(0/0x)

or clr — 1y

(13.13)

Tisséd on kéytetty derivoinnin ketjusédéntod 0/0x = (0t'/0x)(0/0t"). Nyt
voidaan ratkaista

ot —(z —zq)
AT 5 A o 13.14
dr c¢(R—-pB-R) (13.14)
joten
) R
= 13.1
VE="UR-B R (13.15)
ja
R
=5 a3 5 13.1
VR R_B R (13.16)
Tarvitaan myos V(8 - R). Lasketaan taas x-komponentti:
ot' . )
(V(B-R))s = fe+ 5-(B-R =B 1) (13.17)

Taten

(R—B-R)B+ (8> - B-R/R

V(BR) = B+(BR-Bi,) V¥ = Y

(13.18)
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Kokoamalla tulokset saadaan skalaaripotentiaalin gradientiksi

¢ [R=(R=B-R)B—(*-B-R/oR
Ve =~ @B R (13.19)

Vektoripotentiaalia varten téytyy laskea OR/0t = ¢(1 — 0t'/Ot). Nyt

ot B-ROt

— =14+ 13.20
o~ TR o (13.20)
josta ratkaistaan
ot R
—_— = 13.21
ot R—-03‘R ( )
Vastaavalla tavalla saadaan
!
OR Ot OR cRpB (13.22)

ot otof  R-B-R

Vektoripotentiaalin lausekkeessa esiintyvé aikaderivaatta on siis

[a B ]: [R(R—ﬁ~R)B+(RB-R+cﬁ-R—cR62)B]

0HR-B-R (R—B-R)3

(13.23)

Séhkokentiksi saadaan lopulta

¢ [0=B)R-RB)+R x (R-RB) x B)/c
B(rt) = 4 — [ BB RP Lt (13.24)
Magneettikenttda on (HT)
1R

B(r,f)= {EL,: < B(r,t) (13.25)

Vilittomésti todetaan, etta staattisen varauksen (8 = 0) sihkokenttd on
Coulombin kentté. Silloin séhkokenttd on yhdensuuntainen vektorin R kans-
sa, joten staattinen varaus ei odotetusti aiheuta magneettikenttés. Vakiono-
peudella liikkuvan varauksen kentté on selvésti tekemisissé Lorentzin muun-
noksen kanssa. Siteilykentiksi kutsutaan kiihtyvyyteen B verrannollista
termié, joka pienenee kaukana varauksesta kuten 1/R eli kertalukua hitaam-
min kuin Coulombin kenttid. T#std seuraa erityisesti se, etté siteilykentén
Poyntingin vuo ei mene nollaan airettomyydessikéian. Tarkastellaan naité
tilanteita seuraavassa yksityiskohtaisemmin.
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Ay
(%,y,2)

R= r—rq(t’)

\ B

() = r,(t-R/c)
= (vt’,0,0)

Kuva 13.2: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen kentén las-
keminen.

13.2.1 Vakionopeudella liikkuvan varauksen kentta

Tarkastellaan z-akselia pitkin vakionopeudella v liikkuvan varauksen kentt a4
(kuva 13.2). Kentté pisteessé (z,y, z) lasketaan hetkelld ¢, jolloin varaus on
ehtinyt pisteeseen (vt,0,0) (varaus on ohittanut origon hetkelld ¢ = 0).

Koska R = /(x —vt')? + y% + 22 = ¢(t — t'), niin viivéstynyt aika ¢’
saadaan lausekkeesta

(1= =t —Ba/c— (1/0)\/(56 —ovt)2 4+ (1-3%)(y*+2%)  (13.26)

jolloin
[R—R-fl=/(x— vt +(1- )2 +22)  (13.27)
Skalaaripotentiaali voidaan nyt esittdd muodossa
q v
x? ) Z? t - 13.28
Py, 1) dmeg \/vE(z — vt)?2 + y2 + 22 ( )
missi v = 1/4/1 — 2. Vektoripotentiaalilla on vain xz-komponentti
Az(z,y, 2, t) = Bo(z,y,2,t)/c (13.29)
Varauksen lepokoordinaatistossa potentiaalilla on tuttu lauseke
1
q (13.30)

AoV = e ST T

Liikkuvan varauksen potentiaali saadaan (melkein) koordinaattimuunnok-
sella, jossa y ja z pysyviit ennallaan ja z:std tulee vy(x — vt). Vield ja& mie-
tittavaksi, mistd tekija + ilmestyy kertomaan potentiaalia. Liséksi taytyy
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selvittdd, mistd vektoripotentiaali saadaan, kun se on nolla lepokoordinaa-
tistossa. Tdh&n palataan suhteellisuusteoriassa, jossa A:n ja ¢:n havaitaan
yhdessd muodostavan nelivektorin.

Kentéit saadaan derivoimalla (t&lli kertaa helposti):

q V(x —vt)
E t) = 13.31
:L'(‘,E7y72’ ) 47'['60 (’)/2(.%'—'Ut)2 +y2+22)3/2 ( )
q 7Y
E t) = 13.32
u(@y:2,1) 4reg (V2 (z — vt)2 + y2 + 22)3/2 ( )
q vz
E t) = 13.33
Z(x7y7z7 ) 47['60 (72(.’E—’Ut)2+y2+22)3/2 ( )
B(.%',y,z,t) == CXQ X E(m7y7Z7t) (1334)

Namaé lausekkeet pétevit kaikilla nopeuksilla. Kaukana varauksesta kentté
heikkenee kddntéden verrannollisesti etdisyyden nelioon. Suurellakaan vakio-
nopeudella liikkuva hiukkanen ei siis séteile.

Kenttda on mukavinta tarkastella varauksen kulloisenkin paikan suhteen.
Kohtisuorassa suunnassa (z — vt = 0) sihkokentén voimakkuus on

¢ 0
E= B+ B = o= (13.35)

Témé on Coulombin kentté tekijilld v suurennettuna (aina vy > 1). Varauk-
sen edessé ja takana y = 2z =0 ja

q 1
E = E =
T dmeg y2(z — vt)?

(13.36)

Tam# on puolestaan Coulombin kentté tekijalls 1/+2 pienennettyns.

Kenttéaviivat saadaan piirtdmélld ensin staattisen varauksen kenttéviivat
ja sitten liikuttamalla kuviota suurella nopeudella silmien ohi, jolloin havai-
taan Lorentz-kontraktio (ei onnistu kotioloissa kovin helposti). Vaihtoehtoi-
sesti puristetaan z-akselia kasaan tekijén v verran (kuva 13.3). Kannattaa
kuitenkin muistaa, ettd kenttdviivat eivit ole todellisia fysikaalisia olioita.
Magneettikentdn hahmottaminen j&& lukijan mietittdvéksi samoin kuin hi-
taasti lilkkkuvan varauksen magneettikentén osoittaminen samaksi kuin lu-
vussa o.

13.2.2 Kiihtyvissé liikkeessi olevan varauksen kentta

Tarkastellaan aluksi epérelativistista rajaa (8 < 1), jolloin 1/R-séteilyken-
tiksi tulee

E, qq(r,t) = nx (nxv)/R (13.37)

4dmeqc?
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Kuva 13.3: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen sihkokentén
kenttaviivat. Vasemmalla staattinen varaus, oikealla liikkuva varaus.

1R q
B t)=——xE=——vxn/R 13.38
missd n = R/R. Néistd saadaan Poyntingin vektoriksi
¢ |[Rxv]?
16m2¢pc® RO

1
S=—E; 4w X By = R (13.39)
Ho

TAm# vaimenee etiiisyyden funktiona kuten 1/R?, joten Poyntingin vuo ei
1/ R-séteilykentilld mene nollaksi kaukanakaan varauksesta.

Séteilyteho avaruuskulmaan df) on

dP  ¢*v?

.2
—_— = 0 13.40
dQY  16m2epc3 S ( )

missd € on v:n ja n:n vilinen kulma. Laskemalla kulmaintegraalit saadaan

Larmorin kaava

q2v2

P=—— 13.41
6megcd ( )

On oleellista ymmaértés, misté verrannollisuus tekijésin (gv)? on periisin.

Relativistisille hiukkasille £ ja #":n vilinen ero on tirked!. Aikavililld
t1 =t) + R(t))/c...ta = th + R(th)/c séteilty energia on

t2 th dt
W= [S-n] ., dt = S-n—dt’ (13.42)
t1 t/l dt

!'Tamén kappaleen loppu on yleissivistysté
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On siis mielekéstd mééritelld hiukkasen séteilyn intensiteetti S - n dt/dt’ =
S n (1 —n-3) sen omassa ajassa ja omassa paikassa:
.12

Pty ¢ 0 x (= B8) x B)

= 13.43
s} 16m2€pc (1-—n-pB3)° ( )

Kun # — 1, niin dP/dQ:n nimittdjin merkitys kasvaa ja siteilykeila alkaa
venyé hiukkasen liikkeen suuntaan. Maksimi-intensiteetti saavutetaan, kun
Omaz — 1/(27) ja keilan leveys on =~ 1/~. Koska laskuissa ei ole tehty oletuk-
sia kiihtyvyyden suunnasta, saadut kaavat kuvaavat sek& jarrutusséteily&
ettd syklotroni- ja synkrotroniséteilyd. Séteilyn kokonaisteho saadaan in-
tegroimalla kulmien yli (siis ei helposti) tai tekemélld Larmorin kaavalle
Lorentzin muunnos (jos osataan suhteellisuusteoriaa). Lopputulos on

2

P= L 558"~ (8% B)) (13.44)

~ 6mege

Pienilld nopeuksilla tédméa palautuu odotetusti epérelativistiseen tulokseen.



