Luku 14

Elektrodynamiikka ja
suhteellisuusteoria

Téamén luvun esitietoina oletetaan modernin fysiikan alkeista tai muualta
tutut perustiedot Lorentzin muunnoksista jne. Koska tensorilaskenta ei ole
kaikille ennestéén tuttua, tdssa luvussa esitelldén joitain kdytéannon laskuis-
sa tarvittavia perusasioita. Johdatus tensoreihin 16ytyy CL:n liséiksi kirjois-
ta Honkonen, Pitkinen, Perko: Fysiikan matemaattiset apuneuvot (Limes,
1994) tai Arfken & Weber: Mathematical Methods for Physicists (Academic
Press, 1995) seké useista suhteellisuusteorian oppikirjoista.

14.1 Lorentzin muunnos

Suhteellisuusteoria ja elektrodynamiikka liittyvét ldheisesti toisiinsa, mika
on tullut esiin useampaan kertaan. Koordinaatistomuunnosten merkitys elek-
trodynamiikassa ilmenee esimerkiksi tilanteessa, jossa on varauksia levossa
tarkastelijan suhteen. Hén nikee niistd aiheutuvan sdhkokentén, mutta ne
eivit aiheuta hénen koordinaatistossaan magneettikenttdé. Jos tarkasteli-
ja kuitenkin liikkuu varauksiin n&hden, varaukset kuljettavat tarkastelijan
nakokulmasta sdhkovirtaa ja aiheuttavat magneettikentéin. Niinpé sihko- ja
magneettikentdt muuntuvat jollain tavoin toisikseen liikkeen seurauksena.

Ehka vieldkin tarkedmpi esimerkki liittyy lukuun 7, jossa kuljetettiin
johdetankoa magneettikentéissi ja saatiin aikaan sihkokentté. Siirrettiinpé
tankoa magneettikentéissé, kestomagneettia tangon suhteen tai muutettiin
magneettikenttédd ajan suhteen, kaikissa tapauksissa pétee sama Faradayn
laki V x E = —9B/0t. Siis vaikka kentét itsessdén riippuvat liiketilasta,
niitd toisiinsa sitova fysikaalinen laki on liikkeestd riippumatta sama.

Séahkomagneettisen aallon olemassaolo oli 1800-luvun lopulla kokeelli-
nen tosiasia. Kysymys, missé koordinaatistossa sen nopeus on tasan c, oli
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ongelmallinen. Tédhén liittyi kysymys eetteristé, johon mm. Maxwell oli it-
se uskonut ja joka oli hinelle ilmeisesti térkein syy kentdnmuutosvirran
kéayttoonottoon. Tamé pelasti myos jatkuvuusyhtdlon, miké oli tietenkin
hyvé asia sinénséd. Vuosisadan loppupuolen havainnot tdhden néenniisen
paikan pienesté siirtymisestd Maan rataliikkeen suuntaan seka kuuluisa Mic-
helsonin ja Morleyn koe, jolla pyrittiin méarittdméadan Maan liikenopeus eet-
terin koordinaatistossa, kuitenkin viittasivat siihen, etté valo etenee tyhjossa
vakionopeudella havaitsijan koordinaatistosta riippumatta.

Klassisessa Galilei-muunnoksessa koordinaatisto K’ liikkkuu koordinaa-
tiston K suhteen x-suuntaan vakionopeudella v siten, ettéd koordinaatistojen
akselit ovat samansuuntaisia ja origot yhtyvit nollahetkelld. Téalloin muun-
nos K — K'ona' =x—wt,y =y,2 = z,t/ = t. Newtonin lait ovat samat
molemmissa systeemeissd. Aaltoyhtéld ei ole kuitenkaan ole sama (HT).

Vuonna 1904 Lorentz huomasi, etté varsin erikoinen koordinaatistomuun-
nos jitti Maxwellin yht#lot samoiksi. Asian yksinkertaistamiseksi tarkastel-
laan homogeenista skalaarimuotoista aaltoyhtéloa, joka kuvaa valon nopeu-
della (z,y, z)-koordinaatistossa K etenevii aaltoa

¢  9%p n 0 B i(92g0
0x2  0y? 022 2 Ot2

(14.1)

Olkoon K’ toinen koordinaatisto, joka liikkuu tasaisella nopeudella v -
akselin suuntaan. Lorentzin muunnos on'

1

VoA
2 = z (14.2)

y 1 (t v )
= —————(t- 57
V1—v?/c? c?

Osittaisderivaatat muuntuvat muotoon

0 _ o oo
dr  Ox 0x'  Ox ot
9 _ %9
oy Oy oy
0 0z 0
o _ ol oo
ot 0t 9x' Ot ot

!Suhteellisuusteoreetikot kiyttivit yleensd yksikkojarjestelmid, jossa ¢ = 1. Me emme
tee niin.
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Sijoitetaan niaméi aaltoyhtdloon (HT), jolloin saadaan koordinaatistossa K’

Po 0o o 10%
Oz + ay/Q + 922 = 6_2875/2 (14.4)

eli aalto etenee samalla nopeudella ¢ myos koordinaatistossa K.

Lorentz ei ilmeisesti ymméartdnyt muunnoksen merkitystd. Ehkd se soti
vastoin hédnenkin késitystdédn eetterin olemassaolosta. Suhteellisuusteorian
merkityksen oivalsivat ensimméisind Poincaré ja FEinstein. Poincaré oli jo
vuonna 1899 esittdnyt suhteellisuusperiaatteen, jonka mukaan fysitkan
lakien pitdd olla samat toistensa suhteen tasaisessa litkkeessd olevissa koor-
dinaatistoissa. Vuonna 1905 Einstein lisési tdhédn postulaatin, ettd wvalon
nopeus tyhjossd on sama kaikissa koordinaatistoissa ja ritppumaton valoa
lihettdvin kappaleen litkkeestd. Suppeampi suhteellisuusteoria oli syntynyt.

Tarkastellaan Lorentzin muunnosta neliulotteisessa avaruudessa, jonka
paikkavektori on X = (ct,x,y, z). Sen koordinaatteja merkitédén =%, missi
a=0,1,2,3. Jatkossa kiytetddn kreikkalaisia indeksejé osoittamaan nelia-
varuuden komponentteja ja latinalaisia indeksejé tavallisen kolmiulotteisen
kotiavaruuden komponenteille (1,2,3 tai z,y, z). Otetaan lisdksi kiyttoon
merkinnit 3 = v/c sekid y~! = /1 — 32 = /1 — (v/c)?. Kaikilla vektoreil-
la (nelinopeus, nelivoima, nelililkeméérd jne.) on nyt nelji komponenttia.
Esimerkiksi nelinopeus u on

_dX
Cdr
missi dr = dty/1 — (32 on liikkeessé, olevan olion itseisaika eli aika mitat-
tuna sen omassa lepokoordinaatistossa.

u

(14.5)

Sellaiset muunnokset, jotka jattidvit nelibmuodon
I=c2 -2 —y? - 22 (14.6)

invariantiksi (I = I') koordinaatistomuunnoksessa K — K’ ovat Lorentzin
muunnoksia. Tamén voi todeta esimerkiksi sdhkomagneettiselle aallolle ti-
lanteessa, jossa koordinaatistojen origot ovat samat hetkelld t = 0 ja t’ = 0.
Jos origosta ldhtee tuolla hetkelld aalto, I = 0 aaltorintaman mukana kum-
massakin koordinaatistossa.

Lorentz-muunnoksen johtaminen

Esitetdan tédsséd tdydellisyyden vuoksi yksi hyvin yleisiin periaatteisiin pe-
rustuva tapa johtaa Lorentz-muunnoskaavat (K. ja R. Kurki-Suonio, Vuo-
rovaikuttavat kappaleet). Liikkukoon koordinaatisto K’ koordinaatiston K
suhteen vakionopeudella v. Havaitsijat O ja O’ havaitsevat saman tapahtu-
man ja médrittaviit sen paikan ja hetken: (z,y,z,t) ja (2',y/, 2/, t'). Lisiiksi
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oletetaan, etté heilld on yhteinen fysikaalisiin ilmi6ihin perustuva standardi,
jonka perusteella he kayttavit samoja mittayksikoitd. Etsitdén havaintojen
vélinen yhteys kéyttden neljas yleistd ehtoa.

Ehto 1. Aika ja avaruus ovat homogeenisia ja isotrooppisia. Kahden infini-
tesimaalisen ldhekkéisen tapahtuman siirtymien ja aikavéilien vélinen muun-
nos (dr, dt) « (dr’,dt') on silloin sama aina ja kaikkialla eli niiden vélilli on
lineaarinen yhteys. Téstéd seuraa, ettd myos koordinaattien vélinen yhteys
on lineaarinen:

¥ = az+biy+ciz+dit+er

"' = aox +boy+ coz + dot + e
Z = asx+bsy+c3z+dst +e3
' = aur+byy+ caz +dat + ey

missé a;, b;, ¢;, d;, e; ovat vakioita.

Yleisyytta rajoittamatta voidaan sopia, ettéd koordinaatistojen origot yh-
tyvat kummankin nollahetkelld. Voidaan myos sopia, ettéd koordinaattiakse-
lit ovat samansuuntaisia ja ettid K’ lilkkkuu K:n x-akselia pitkin positiiviseen
suuntaan. T&ll6in yhtaloryhmé yksinkertaistuu muotoon

2 = axr+bt
! — y

Z = z

' = hx+kt

Ehto 2. Koordinaatistojen suhteellinen nopeus on kummankin havaitsijan
mielestd sama. T#lloin K’ origossa hetkelld ¢ sattuva tapahtuma havai-
taan K:ssa hetkelld t pisteessid x = vt tapahtuvaksi: (vt,t) < (0,¢). Vaadi-
tun symmetrian mukaan pitee vastaavasti (0,t) < (—ot’,t’). Sijoittamalla
muunnoskaavoihin saadaan

0 = avt+bt

t' = hvt+kt
—vt' = bt

t = kt

Muunnos siis pelkistyy muotoon

¥ = k(z— ot
y =

Z = z

t' = k(t—ax)
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missid o = h/k.

Ehto 3. Valon nopeus c on absoluuttinen. Témé on ratkaiseva ero klassiseen
Galilei-muunnokseen verrattuna. Ajatellaan, ettd yhteiselld nollahetkell yh-
teisessé origossa tapahtuu valonvaldhdys. Valon saapuminen mielivaltaisessa
pisteessi olevaan ilmaisimeen havaitaan hetkill4 ¢ ja t'. Tapahtumien vastaa-
vuus on (x = ct,t) < (' = ct’,t’), koska ¢ on sama kummankin havaitsijan
mielestéd. Téasté seuraa, etté

ct' = k(ct—t)
t' = k(t— act)

ja voidaan ratkaista a = v/c?.

Ehto 4. Kiinteismuunnos saadaan symmetrisesti vaihtamalla nopeuden
etumerkki eli molempien inertiaalikoordinaatistojen on oltava samassa ase-
massa (vrt. ehto 2). Talloin

r = k(x +ot)
= k(t' +va'/c?)

Néin voidaan ratkaista k = 1/y/1 — (v/c)?.
Lorentz-muunnoskaavat ovat siis

— ot
¥ = #—fy(m—vt)

V1-(v/e)?
y

z = Z

,  t—wvz/d
t = W—’Y(t—véﬂ/CQ)

14.2 Tensorilaskentaa

Edellé ollut x-akselin suuntainen Lorentzin muunnos voidaan kirjoittaa mat-
riisiyht&loné

0 v -8

—B
. (14.7)
0

o o

o = O O
_ o O O
8 8 8 8
U )

Merkitsemélla kerroinmatriisia A:lla tdmé voidaan kirjoittaa tensorimuodos-
sa
't = A, a” (14.8)
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missé on kidytetty Einsteinin summaussaintos eli toistetun indeksin yli sum-
mataan:

ot =AY = A (14.9)

Téssé luvussa kiytettivassi tensoriformalismissa indeksien paikka ja jérjes-
tys ovat térkeitd?. Toisen kertaluvun tensoreilla indeksien jirjestys kertoo,
onko kyseessd tensorin matriisiesityksen vaakarivi vai pystyrivi. Vektoria,
jolla on yldindeksi, kutsutaan kontravariantiksi vektoriksi ja alaindeksill&
varustettua vektoria puolestaan kovariantiksi vektoriksi. Summaus tapah-
tuu aina ylé- ja alaindeksin vililld. Jos tensorilaskenta muotoillaan ilman
yla- ja alaindeksejé, siitd tulee teknisesti jonkin verran hankalampaa.

Kahdesta kontravariantista vektorista u* ja v¥ muodostetaan toisen ker-
taluvun tensori T suorana tulona, jonka komponentit muodostavat mat-
riisin w#v”. Tensori TH” muuntuu siis seuraavasti:

T = AP LAY 3T (14.10)

Muotoillaan mééritelmé yleisemmin: jokaista suuretta 7%, joka muuntuu
télla tavalla Lorentz-muunnoksessa, sanotaan 2. kertaluvun (kontravarian-
tiksi) tensoriksi.

Kahden kontravariantin nelivektorin pistetulo mééritelldan puolestaan

A-B=g,sA°BP (14.11)
missé,
1 0 0 0
0 -1 0 0
Jap = 0 0 -1 0 (1412)
0 0 0 -1

on metrinen perustensori. Se on symmetrinen (go3 = gga) ja silld on
kidnteismatriisi ¢®° eli ¢*° ggy = 0%, misséd 0%, on yksikkotensori eli Kro-
neckerin deltan neliulotteinen vastine, jolle 0%, = 1, kun a = v ja muulloin
0% = 0.

Metriselléd perustensorilla on térked laskutekninen rooli. Koska summaus
tapahtuu aina yla- ja alaindeksin vililla, tdytyy esimerkiksi kahden kontra-
variantin vektorin pistetuloa laskettaessa toinen muuntaa kovariantiksi eli
laskea sen indeksi alas, miké tapahtuu seuraavasti:

0P = %Pva; 5 = Gapv® (14.13)
Edelli oleva pistetulo (14.11) on siis

A-B=g,3A°B’ = AgB® = A°B, (14.14)

2Kasin kirjoitettaessa kannattaa ”tyhjd” indeksi merkitd vaikka pisteelld: A%
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Samalla tavalla nostetaan ja lasketaan toisen tai korkeamman kertaluvun
tensoreiden indeksejé:
To" = gou TP (14.15)

Huom. Metrisen perustensorin komponenttien 4+-merkit maéritellasn joko
néin tai pdinvastoin. Valinnalla ei ole fysikaalista merkitysté, mutta lasket-
taessa on pidettivé kiinni tehdystd valinnasta. Lisdksi indeksit on syytéa
kirjoittaa selvésti perdkkiin, etteivit vaaka- ja pystyrivit mene sekaisin.

Invariantti neliomuoto I ennen Lorentzin muunnosta on
I= gaﬁxaazﬁ (14.16)
ja Lorentzin muunnoksen jilkeen (z# — 2/t = AH,z%)
I' = g AV o N gzl (14.17)
Vaatimus I = I’ antaa ehdon
G o N g = gap (14.18)

tai
g A AP, = gof (14.19)

Vain sellaiset muunnokset, jotka toteuttavat tdmén yhtélon, ovat Lorentzin
muunnoksia. Yleisessé lineaarisessa muunnoksessa on 16 vapaata parametria
ja ehdossa (14.19) on 10 eri yht#lod, joten Lorentzin muunnoksessa on kuusi
vapaata parametria: pusku jokaisen (kolmiavaruuden) koordinaattiakselin
suuntaan ja kierto jokaisen akselin ympéri.

Madritetdan vield (Afl)a,y. Merkitisn M2, = g*’A¥ 59, ja kerrotaan
puolittain A#,:lla:

AuaMa'y = gaﬁAuaAyﬁgwy = gw/gzxfy = (wfy

joten
(AH™, = g\ 39,y = A© (14.20)

HT: laske A~! z-akselin suuntaisen Lorentz-muunnoksen tapauksessa.

14.3 Lorentzin muunnokset ja dynamiikka

Vaikka suhteellisuusteorian fysikaalinen perusta onkin elektrodynamiikassa
— valon nopeushan on nimenomaan sdhkoémagneettisen aallon nopeus, Lo-
rentzin muunnokset, ajan venyminen jne. ovat useille tutumpia mekaanisen
liikkeen avulla annetuissa esimerkeissé.
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Valon nopeus on rajanopeus, jolla vain massaton hiukkanen voi edeté.
Sitd ei voi saavuttaa laskemalla yhteen nopeuksia, jotka ovat alle valon
nopeuden, eli esimerkiksi tekemélld kaksi Lorentz-muunnosta peridkkéin.
Yhtilst (14.2) kuvaavat muunnosta koordinaatistoon K’, joka liikkuu no-
peudella v koordinaatiston K suhteen. Liikkukoon sitten koordinaatisto K’
nopeudella v' koordinaatiston K’ suhteen, jolloin

1
e o — o't
V1—v"7/c? ( )
" — y/
2= 7 (14.21)

1 v’
— 7<tl—— />
V1=0v7?/c? 2"
Sijoittamalla téhén systeemin K’ (yhdelld pilkulla merkityt) koordinaatit
muunnoksen (14.2) mukaisesti saadaan yhdistetty muunnos

7" = \/#72/02 (z —wt)
" =
2= 2 (14.22)
1 w
t" = Nierr: (t -3 x)
missé ,
w = % (14.23)

Téaméi on nopeuksien yhteenlaskukaava. Olivatpa v ja v’ kuinka ldhelld
valon nopeutta tahansa, niiden summa j&é kuitenkin alle valon nopeuden.
Téama on itse asiassa seuraus siité, ettd Lorentzin muunnokset muodostavat
matemaattisesti ryhmén. Yhdistdmaélld kaksi muunnosta saadaan uusi Lo-
rentzin muunnos, téssid tapauksessa koordinaatistosta K koordinaatistoon
K", joiden suhteellinen nopeus on w.

Suppea suhteellisuusperiaate voidaan ilmaista sanomalla, etta kaik-
ki Lorentzin muunnosten yhdistamdt inertiaalijdrjestelmdt ovat samanar-
voisia kaikkien fysikaalisten tapahtumien kuvailussa. Tamé& jattad kiihtyvat
koordinaatistot tarkastelun ulkopuolelle. Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti
tavallista massapistemekaniikkaa suhteellisuusperiaatteen valossa.

Kutsutaan massapisteen (hiukkasen) liikerataa neliavaruudessa sen maa-
ilmanviivaksi ja merkitddn sen koordinaatteja x#. Differentiaalit dz* mé&a-
rittdvat hiukkasen differentiaalisen siirtymén pitkin maailmanviivaa. Muo-
dostetaan sitten Lorentz-invariantti skalaarisuure

ds* = g, datdz” (14.24)
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joka on sama kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa. Tarkastellaan nyt hiuk-
kasta koordinaatistossa, jossa se on hetkellisesti levossa. Tlloin

dz’ = (dz’,0,0,0) (14.25)
eli tédsséd koordinaatistossa vain aika kuluu. Nyt
ds® = goo(dz™)? = c2(dt')? (14.26)

Ajanlaatuinen suure ds/c on invariantti aikavili hiukkasen hetkellisessé le-
pokoordinaatistossa eli se on hiukkasen mukana liikkuvan kellon mittaama
aikavili. Méadritelladn kiintedstd maailmanpisteesté s4 laskettu hiukkasen
ominaisaika integraalina

s a1 () () (2 -
[ e A 2 |\t dt dt

(14.27)
Téssé esiintyy kolminopeus v koordinaatistossa K:
do!' dx? da?
=|—,—, — 14.28
M ( dt > dt ’ dt (14.28)

Ominaisajan differentiaalinen muoto on sama kuin luvussa 14.1 mainittu
dr B
VI—0v2/

joka kuvaa ajan venymisté liikkeessé olevassa koordinaatistossa.

dt (14.29)

Hiukkasen nelinopeus u méaéritelldsin sen nelipaikan derivaattana omi-
naisajan suhteen. Sen komponentit ovat

B dx*

ut = —— (14.30)
T

Kolminopeuden avulla ilmaistuna tdmé on u = (ye¢,yv). Suoralla laskulla
nahdéén, ettd nelinopeuden nelié on invariantti:

u? = g utu’ = (14.31)
Vastaavasti méaéritellddn nelikiihtyvyys

o _
dr dr?

(14.32)

Nelinopeus on nelivektori, koska x* on nelivektori ja d/dr on invariantti.
Téll6in myos nelikiihtyvyys on nelivektori.
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Tarkastellaan sitten Newtonin liikeyhtaloa

dp
—=F 14.33
o (14.33)
missd p = mv on lilkem#ard. Tamé& on kuitenkin Galilei-invariantti yhtlo,
missd mikéddn ei rajoita nopeutta alle valon nopeuden. Muodostetaan neli-
vektoriyhtélo

d
—ut = KH 14.34
modTu ( )

missd mg on massanlaatuinen vakiosuure ja K* nelivoima. Jotta tdm4 olisi
kelvollinen liikeyht#lo pienen nopeuden rajalla (sama asia kuin raja ¢ — o0),
sen avaruusosasta on saatava Newtonin liikeyht&ld. Kdyttéden koordinaattiai-
kaa t kirjoitetaan yht#lon avaruuskomponentit muodossa

d movt

Jos ulkoinen voima on nolla, liitkem#&éré on vakio, joten litkemé&aréan mééritel-

méksi tulee A
i mov*
= 14.36
P (1436
joka rajalla 8 — 0 vastaa Newtonin mekaniikan liikem#&arasa. Néin kolmivoi-
man ja nelivoiman vélinen yhteys on

F'=K'%/1 -2 (14.37)

Liikeyht&lon (14.34) nollannen komponentin méérittamiseksi kirjoitetaan se
nelikiihtyvyyden a* avulla

moat = KV (14.38)
Laskemalla nelikiihtyvyyden ja nelinopeuden pistetulo saadaan
, 1d y 1d
guat'u” = §E(gwu“u )= 27 =0 (14.39)

eli nelikiihtyvyys ja nelinopeus ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten
myos
gu K u” =0 (14.40)

Sijoittamalla téhén nelinopeuden komponentit (v = (ye,yv)) ja nelivoiman
avaruusosa jéa jaljelle

3 . A
c 0o vt F"
7 LR VIEVIoP (1
eli | F
o_ 1+ v
K= T (14.42)
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Liikeyhtalon nollas komponentti on siis

i moc? B
dt J1—32

Hiukkasen liike-energia méaritellddn Newtonin mekaniikassa siten, ettéd sen
aikaderivaatta (teho) on F-v. Tarkastellaan sitten energianlaatuista suuretta

F.-v (14.43)

2
W= 0 (14.44)

I

Binomisarjan avulla saadaan

W = m002

’02 ’04
L5540 <E>] (14.45)

Epérelativistisella rajalla (6 — 0) téstd tulee
2, 1 2
W = moc” + 5Mov (14.46)

eli Newtonin mekaniikan mukainen mg-massaisen hiukkasen liike-energia ja
suure moc?, jota kutsutaan mg-massaisen hiukkasen lepoenergiaksi.
Nyt neliliikemé#ri voidaan kirjoittaa muodossa
W mov?
=|—, — 14.47
P ( p W) (14.47)
tai

P =mou” (14.48)
Téamén invariantiksi nelicksi saadaan
Gup"p’ = (moe)? = W?/c* — p? (14.49)
Relativistiset liikeyht&l6t voi tiivistdd muotoon

d

—pt = KH 14.50

dTp ( )
Huom. Hiukkasen massa on mg. Sitd kutsutaan joskus lepomassaksi, mutta
sithen ei ole mitd#in syyté, silld massa mg on itseasiassa Lorentz-invariantti
suure, joka mééarittelee lepoenergian kaavalla

Wo = lim W = moc? (14.51)
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14.4 Elektrodynamiikan kovariantti formulointi

Tarkastellaan seuraavaksi Lorentzin voiman lauseketta muodossa
F' = q(E" + ¢ 3,07 BY) (14.52)

missé €;;; on permutaatiotensori ja summataan toistettujen indeksien yli
(HT: kertaa €;;;:n ominaisuudet). Varaus ¢ oletetaan invariantiksi séilymis-
lain perusteella. Edelld saatiin hiukkasen liikeyht&lé muotoon

dp*
— =K 14.53
dr ( )

missé nelivoiman komponentit ovat
KO = %F v K'=~F (14.54)

Oletetaan nyt, etté kyseisen voiman avaruusosa on juuri Lorentzin voima.
Kirjoitetaan liikeyhtilo komponenteittain. Aikakomponentista tulee

gl

dO
L _ogr=lrpv=2yE v (14.55)
C C

dr

eli kentédn tekemé ty6. Paikkakomponenteista saadaan

dp' E!
dizyq(E1+(UZB3—v3B2)):q<—u0+u2B3—u332>

T C

dp? E?
di — g (E2 + (3B - 0133)) =q <_u0 +u3B' — ulB?’) (14.56)
T C

dp’ 12 2l E? 12 2 pl
d—=’yq(E3+(vB —UB))=q —u’ +u'B* —u’B

T C

Aika- ja paikkakomponentit voidaan koota yht&aloiksi

o= qug " (14.57)
missd (FO1, FO2, FO%) = (1/¢)(E', B2, B%), (F%, F¥, F'?) = (B!, B, %) ja
FH = —FYF Tiasté saa suoralla laskulla liikeyht&lon komponentit.

Osoitetaan sitten, ettd (F*¥) on kelvollinen toisen kertaluvun tensori eli
ettd se muuntuu oikein Lorentzin muunnoksissa. Todetaan aluksi, etti kova-
riantin vektorin muunnos on ujy = Ag®uq = (A™1)* yun, minkd voi pételli
suoraan muunnoskaavojen avulla. Sen nikee teknisemminkin nostamalla
ja laskemalla indeksejd perustensorin avulla: u’ﬁ = gupu™ = gupAt u’ =
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gupNL g e = (A_l)o‘ﬁua, missd kaytettiin lopuksi tulosta 14.20. Muun-
nettu liikeyht&lo on siis

1
i
T

v

d
& AH, d]:' = quauaF/ﬁ“ = gA* juo F

= AgOF P = AP, FW
o (A—l)aBF/ Bu _ A;,LVFQ’V

& NG (AT GF Pl = AT AM P
& P = AV AH P (14.58)

Tensoria (F*) kutsutaan sihkdmagneettiseksi kenttéitensoriksi ja
sen komponentit ovat

0 El/)e E?/c E3/c
—E'c¢ 0 B3 -B?
~E%/c -B3> 0 B!
-E3/c B* -BY 0

(FH) = (14.59)

Kirjoitetaan sitten Maxwellin yhtalot kenttdtensorin komponenttien avulla.
Midritelldéin ensin operaattori 0,: 0/0x® = (0/0x°,V). Vastaavasti 9% =
0/0xq = (0/0xy, —V). Indeksien sijoittelu on loogista: 9, muuntuu kuten
kovariantti vektori, koska 9/0x'® = (9x” /0x'®)0xP.

Nyt V- E = p/eg = poc?p tulee muotoon
NF + 05 F + 93F% = pigep (14.60)
Amperen ja Maxwellin lain kolme komponenttia ovat puolestaan

80F10 + 62F12 + 63F13 — ,Uf(]jl
o F20 B F21 23 __ -2

DD 4 FD £ 0, FD = g (14.61)
aOF?)O + 61F31 + 82F32 _ ,Uf(]jB

Ottamalla kiyttoon nelivirta J = (j#) = (cp,J) voidaan nédmé yhtilst
kirjoittaa muodossa

B, F* = gt (14.62)



176 LUKU 14. ELEKTRODYNAMIIKKA JA SUHTEELLISUUSTEORIA

Nelivirta on nelivektori, joten varaustiheys p ja virrantiheys J muuntuvat
samalla tavalla kuin aika ¢ ja paikka r. Homogeeniset yhtélét (V - B =
0, V x E + 9;B = 0) saadaan muotoon (HT)

804F1g7 + 85FW + BvFaﬁ =0 (14.63)

Koska Maxwellin yht#lot voidaan kirjoittaa tensoriyhtéloiné, ne séilytta-
vt muotonsa Lorentzin muunnoksissa. Nain siis Maxwellin 1860-luvulla ke-
hittdmaé teoria on osoittautunut ensimmaéiseksi suppeamman suhteellisuus-
teorian kanssa sopusoinnussa olevaksi fysiikan kuvailuksi.

HT: Totea toisen kertaluvun tensoreiden muunnoskaavojen avulla, etté suu-
re FogF of on invariantti Lorentz-muunnoksessa. Lausu sitten tdmé suure
kenttien avulla.

14.5 Kenttien muunnokset

Elektrodynamiikan Lorentz-kovarianssi tarkoittaa siis sitéd, ettd Maxwel-
lin yhtdlot ovat samat inertiaalikoordinaatistosta riippumatta. Sitédvastoin
sahko- ja magneettikentéit riippuvat havaitsijan liiketilasta. Muunnosten téy-
tyy olla sellaiset, etté sijoitettaessa muunnetut kentédt Maxwellin yhtaloihin
tuloksena ovat alkuperaiset yhtélot. Kaikki tdmé on jo edellisen kappaleen
formalismin sisélld, mutta johdetaan téssd vield kenttien muunnoskaavat.

Valitaan koordinaattiakselit siten, ettd koordinaatistojen vélinen suh-
teellinen nopeus v on z-akselin suuntainen. Muunnosmatriisi on talléin

¥y =8 00

py_| =8 v 00
(A%) 0 0 10 (14.64)

0 0 0 1

Muuntumaton sihkokentin 1-komponentti on F°' = E!/c, mikd nihdisn
laskemalla F’ O

FI 01 _ AOHAIVF‘LW
AOOAIOFOO + AOOAllFOI + A01A10F10 + A01A11F11
1 1
= -E' 4+ %2 (—-E") => E'=FE' (14.65)
Cc Cc

Siis puskun suuntainen sihkokentté siilyy ennallaan. Lasketaan seuraavaksi
F%2 = E?/c:n muunnos:

F 02 _ AOHAQVFMV _ A00A20F02 + AOOA22F02 + A01A22F12
1
= ~y-E?-pByB* = E?=+E%-yB? (14.66)
C
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Vastaavat laskut komponentille E3 ja magneettikentéin komponenteille an-
tavat muunnoskaavat

h () =E(r,t) ; E (' t')=~5EL(r,t)+vxB(r1))
(14.67)
B|(r,t) = By(r,) ; B,(r,t)=(BL(rt) - C%v < B(r,t))

missé || ja L viittaavat vin suuntaisiin ja sitd vastaan kohtisuoriin kompo-
nentteihin.

Esimerkki. Liikkuvan varauksen kenttia

Kasitelldsdn luvun 13.2.1 esimerkki suhteellisuusteorian keinoin. Pistevaraus
liikkkuu nopeudella v z-akselia pitkin pilkuttomassa tarkkailijan koordinaa-
tistossa, jossa halutaan madrittéad kentéit. Olkoon pilkullinen koordinaatisto
sellainen, ettd se lilkkuu varauksen mukana ja sen origo olkoon varauksen
kohdalla. T#llin

/

B =0
qr

/ —

Kéytetasin edelld johdettuja muunnoskaavoja (kddnteisesti!):

/

qx
E, = FE =FE = —W_
v I r dreg(r')3
vqr',
E, =1E, = ——— 14.69
1 YR 471'60(7"/)3 ( )
Vektorin r’ komponentit ovat
v = (y(z —vt),y, 2) (14.70)
Maéritelldadn suure
jolloin séhkokentdn komponentit ovat
g q (z—vt)
L = = =
dmeg 3 (1*)3
q 7Y
E, = 14.72
v dreg y3(R*)3 ( )
Bo— 1

dmeg 72 (R¥)?
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eli koottuna vektoriksi
q R

“ T @y ) (7

missi R = (z — vt, y, z). Tdmé& on luvusta 13.2.1 tuttu tulos.
Magneettikentédksi tulee puolestaan
B, = Bj=0
B < E v XE = LvxE (14.74)
= Y5V =v5V =S5V .
€L 702 702 1 2 1

eli

1
B=5vxE (14.75)

14.6 Potentiaalien muunnokset

Homogeeniset Maxwellin yhtdlot ovat luvussa 14.4 opitun mukaan
aaFm + (%Fm + a»yFag =0 (14.76)

Namaé yhtélot ovat valttamattomia ja riittavid ehtoja sille, ettd on olemassa
nelipotentiaali A, jolle

Fu = 0,4, — 0,4, (14.77)

Suoralla laskulla néhdéén, ettd néin esitetty F), toteuttaa homogeeniset
Maxwellin yhtélot eli valttdméttomyysehto on voimassa. Riittédvyysehdon
todistaminen sivuutetaan (ks. CL).

Nostamalla indeksit saadaan
FHP = g¥ A* — 9H AY (14.78)

Muistamalla kenttétensorin mééritelmé ja kenttien esitys potentiaalien avul-
la saadaan nelipotentiaali

(A4%) = (¢/c, A) (14.79)
joka toteuttaa aaltoyhtélon
0,07 A” — 0" (0, A%) = poj” (14.80)

Valitsemalla Lorenzin mittaehto (0,A% = 0) tdmé palautuu tutuksi aalto-
yhtéaloksi.

Todetaan lopuksi, ettd nelipotentiaali yleenséd ajatellaan nelivektoriksi.
Tamé& on oikeutettua, vaikkakaan ei valttdméatontd. Voidaan osoittaa, etté
nelipotentiaali muuntuu mittamuunnosta vaille nelivektorina (ks. CL).
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14.7 Sailymislait

Luvussa 9 esitettiin energian, liikemé&érin ja impulssimomentin séilymislait
kolmiavaruuden Maxwellin jannitystensorin avulla. Esitetddn ndma sdilymis-
lait nyt kovariantissa muodossa.

Lorentzin voimatiheys on
f=pE+J xB (14.81)
Olkoon f = (f!, f2, f3). T&llsin

fl _ pEl +j233—j332
— CpFOl +j2F12 _j3F31
= GoF" — joF'? 4 jgF3t (14.82)
= JoF" +joF* + jsF*

silld (jo’jlanajg) = (jOa _jla _j2a _]3) Koska F'** = O’ niin

fr=jaF* (14.83)
Lorentzin voimatiheys on siten nelivektorin f# = j,F*" avaruusosa. 0-
komponentti on puolestaan
1
fO — jaFao — _FOaja = EE . J (14.84)

eli tehoh&vio tilavuusyksikossé. Koska
. -3 1 1% 1 v
Joa = Gap) = _gaﬁal/F = _az/Fa (14'85)
Ho Ho
voidaan nelivoima kirjoittaa muodossa

1
= %(ayFa”)Fa“ (14.86)

Miééritellddn (jélkiviisaasti) symmetrinen tensori (77#)
1% 1 |78 nle’ 1 v af v
T = —[FVF" — S g Fag P = T" (14.87)
Ho

Nyt pieni indeksijumppa antaa tuloksen
1
0,T"" = —(0,F,")F* = fH (14.88)
Ko

(T on siis sellainen tensori, jonka divergenssi antaa Lorentzin nelivoima-
tiheyden. Tensori on Maxwellin jénnitystensorin yleistys neliavaruudessa.
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Téamén toteamiseksi lasketaan tensorin komponentit. Tensorin mééritelméssa
on mukana invariantti —(1/4)F,gF*? = (1/2)((E/c)? — B2), joka tulee mu-
kaan diagonaalisiin termeihin. Nyt

1 1/1 E> B’
700 _ & |:Fa0Fao 4= (—2E2 _ 32)} = (60 + ) (14.89)
C

o 2 2 2up
eli kentéin energiatiheys we,, = —1%.
02 1 0 pad 1 7 1 7
™" =—F,F*"=...(HT)...=—(ExB)'!=—--S (14.90)
Ho c c

ovat puolestaan Poyntingin vektorin komponentit. Pelkéstédédn avaruusosia
sisdltavit komponentit ovat

1 1/1
kl k kl 2 2
E? 1 B?
= E*E' + M 4 —pBEBl 4 M (14.91)
2 1o 2410

— TH Tk

eli luvussa 9 johdetun Maxwellin jannitystensorin 7 sdhkoiset ja magneet-
tiset komponentit. Tensori T on Maxwellin jiannistystensorin laajennus,
koska sen Oa-komponentit antavat suoraan sekd sidhkomagneettisen energia-
tiheyden ettd Poyntingin vektorin.

Tuloksista fH = j, FF* ja fF = (%Tﬁ“ saadaan yhtalo
OTPH = j For (14.92)
Téamén nollas komponentti 8ﬁT50 = jo F*0 antaa

OWem,
ot

+V-S=-J-E (14.93)

eli differentiaalisen energian séilymislain (Poyntingin teoreeman). Avaruus-
komponentit @;Tﬁi = jo F® puolestaan antavat liikkemédrin siilymislain

_%(GOE x B)! + 0p (T} + T))) = pE' + (I x B! (14.94)

Olemme siis onnistuneet kirjoittamaan olennaisesti koko klassisen mikros-
kooppisen elektrodynamiikan kovariantissa muodossa, kun viéliaineeksi ole-
tetaan tyhjo.

Luvussa 13 késitelty liikkkuvan varauksen séteily voidaan esittdd hieman
tyylikkdammin téssd luvussa kisitellysséd formalismissa. Asiasta kiinnostu-
neita kehotetaan tutustumaan CL:n lukuun 13 tai Jacksonin séteilyteoriaa
késitteleviin lukuihin.



