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Luku 1

Johdanto

It requires a much higher degree of imagination to understand the electro-
magnetic field than to understand invisible angels.

R. P. Feynman

1.1 Mika taméa kurssi on

Edesséd on kuuden opintoviikon paketti elektrodynamiikkaa, joka voidaan
sisallyttdd joko fysiikan laudatur-oppimééraéin tai teoreettisen fysiikan cum
laude-oppiméarain. Muutamana viime vuonna ndmé aikanaan erilliset kurs-
sit on luennoitu yhdessd. Kahden ldhestymistavoiltaan erilaisen kurssin yh-
distéminen ei ole ollut aivan helppo asia osin erilaisen oppimateriaalin, mut-
ta myos opiskelijoiden erilaisen taustan ja mielenkiinnon kohteiden vuoksi.

Tavoitteena on oppia ymmartimaén elektrodynamiikan perusrakenne ja
kidyttdmé&dn sitd erilaisissa vastaan tulevissa tilanteissa olivatpa ne sitten
teoreettisia tai kdytdnnonldheisid. Elektrodynamiikan rakenteen ymméartéa-
misen voi edellyttdd kuuluvan jokaisen fyysikon yleissivistykseen. Se on opis-
kelijalle ensimméinen fysiikan teoria, jossa kentan késitteelld on ratkaiseva
osa. Toisaalta sihkomagnetismi on keskeisessé osassa niin kaikkialla fysii-
kassa kuin arkipdivéssdkin. Tdméan parempaa syytéd elektrodynamiikkaan
perehtymiselle on vaikea keksié.

Kevian 2003 kurssin rakenne seuraa pé#osin Cronstrémin ja Lippaan op-
pikirjaa Johdatus sihkédynamiikkaan ja suhteellisuusteoriaan (jatkossa vii-
te CL). Tavoitteena on saada sihko- ja magnetostatiikka sekd induktiolaki
késiteltyd ensimméisen puolen lukukauden aikana. Kurssin toinen puolikas
siséltéd padasiassa dynaamisia ilmi6ité, jolloin samalla mennéin syvemmélle
seké teoriaan ettd kaytantoon.
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Kurssin ldhtotasoksi sihkdopin osalta oletetaan fysiikan perus-
kurssien hallinta. Erittidin suositeltavaa oheislukemistoa ovat Kaarle ja
Riitta Kurki-Suonion oppikirjat Vuorovaikutuksista kenttiin — sihkomagne-
tisman perusteet (KSII) ja Aaltolitkkeesti dualismiin (KSIII). Joillakin opiske-
lijoilla saattaa olla taustalla peruskurssin sijasta fysiikan approbatur, mika
tietenkin hyvin opiskeltuna riittda sekin.

Yksi elektrodynamiikan opiskelun vaikeuksista on varsin vaativien mate-
maattisten apuneuvojen tarve. Talld kurssilla opiskelijan oletetaan hallitse-
van fysiikan matemaattisia menetelmii MAPU I-II:n ja FYMM I:n tasolla.
My6s FYMM II olisi hytdyllinen, mutta koska monet teoreettisen fysiikan
opiskelijat suorittavat elektrodynamiikan kurssin jo toisen vuoden kevaalla,
taté el varsinaisesti edellytetd. FYMM II:n opiskelu viimeistdin timin
kurssin rinnalla on kuitenkin erittiin suositeltavaa. Tarkeimpia mate-
maattisia apuneuvoja kerrataan kurssin laskuharjoituksissa.

Laskuharjoitustehtidvien ratkaiseminen on olennainen osa oppimista. Vai-
keimpien ongelmien kohdalla ryhmétyo on erittédin suositeltavaa, kuten myos
kirjallisuuden kéyttd. Physicumin kirjasto tarjoaa loistavat mahdollisuudet
tdhdn. On myo6s taysin luvallista kysyéd vihjeitd luennoitsijalta ja assisten-
teilta.

1.2 Hieman taustaa

Klassinen elektrodynamiikka on yksi fysiikan peruskivistd. Se saavutti for-
maalisesti nykyasunsa vuonna 1864, kun James Clerk Mazwell julkaisi en-
simméisen painoksen kuuluisasta teoksestaan ”Treatise on Electricity and
Magnetism”. Vaikka Maxwell olikin yksi fysiikan tutkimuksen jattildisisté,
hénen teoreettinen rakennelmansa perustui aiempien fyysikoiden toille, joista
mainittakoon 1700-luvulta vaikkapa Cavendish, Coulomb, Franklin, Gal-
vani, Gauss ja Volta sekd aiemmalta 1800-luvulta Ampére, Arago, Biot,
Faraday, Henry, Savart ja Orsted.

Térkeimpid Maxwellin teorian ennustuksia oli valon nopeudella etenevé
sihkomagneettinen aaltoliike, jonka Heinrich Hertz onnistui todentamaan
rakentamallaan véradhtelypiirilli vuonna 1888. Pian tdmé&n jilkeen tultiin
yhteen fysiikan historian suureen murroskauteen. Osa ongelmista liittyi suo-
raan elektrodynamiikkaan, jonka kummallisuuksia olivat esimerkiksi liikkeen
indusoiman jédnnitteen ja sihkémotorisen voiman ekvivalenssi sekd valon
nopeuden vakioisuus. Juuri téllaisia ongelmia selittiméan Albert Einstein ke-
hitti suppeamman suhteellisuusteoriansa vuonna 1905. Vaikka suhteellisuus-
teorian perusteet voikin olla havainnollisempaa opetella mekaniikan vélinein,
kyseessé on nimenomaan elektrodynamiikasta noussut teoria ja Maxwellin
elektrodynamiikka osoittautui ensimmaéiseksi relativistisesti korrektisti muo-
toilluksi teoriaksi.
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Samaan aikaan suhteellisuusteorian kanssa alkoi myos kvanttifysiikan ke-
hitys. Se aiheutti paljon enemmén elektrodynamiikkaan liittyvid ongelmia,
silld ensinnék&dn ei ollut selvdd, ettd makroskooppisista kokeista johdettu
teoria olisi riittdvan yleinen myos mikromaailmaan vietyna. Kaiken lisdksi
kvanttimekaniikan alkuperéiset muotoilut, kuten Schrédingerin yhtélo, ovat
epéarelativistisia. Kesti aina 1940-luvun lopulle ennen kuin onnistuttiin luo-
maan kunnollinen relativistinen kvanttimekaniikka. T#ta teoriaa kutsutaan
kvanttielektrodynamiikaksi (QED) ja ratkaisevat askeleet sen luomisessa
ottivat Julian Schwinger, Richard Feynman, Sin-itiro Tomonaga ja Freeman
Dyson. Nykydédn elektrodynamiikka QED:n klassisena rajana on osa me-
nestyksekéstid standardimallia, jonka uskotaan olevan oikea tapa yhdistéé
sdhkoinen, heikko ja vahva perusvoima kesken#dn. Niinpéd klassisen elektro-
dynamiikan ymmértdminen on perusta paljon pidemmaélle menevén teoreet-
tisen fysiikan tekemiselle!

Vaikka késitteellisesti elektrodynamiikka on tullut osaksi kvanttimaail-
man ihmeellisyytté, se on yha &drimmaéisen tarked tyoviline kaikessa kokeel-
lisessa fysiikassa ja insinGdritieteissd aina ydinvoimaloista kdnnykoiden rak-
enteluun. Lahes kaikissa fysiikan mittauksissa tarvitaan elektrodynamiikan
soveltamista jossain vaiheessa. Se on keskeistd materiaalifysiikassa, hiukkas-
suihkujen fysiikassa, rontgenfysiikassa, elektroniikassa, optiikassa, plasmafy-
siikassa jne. Niinpé klassisen elektrodynamiikan ymmartdminen on aivan
olennainen perusta myos menestyksekkéélle kokeellisen fysiikan tekemiselle!

Seuraavat tehtévit voidaan méaritelld elektrodynamiikan perusongelmik-
si:
1. Varausten ja séhkovirtojen aiheuttaman sdhkémagneettisen kentén maa-

rittdminen.

2. Sahkomagneettisen kentén varauksiin tai virtajohtimiin aiheuttamien voi-
mien madrittdminen.

3. Varauksellisten hiukkasten radan médrittdminen tunnetussa séhkomag-
neettisessa kentéssé.

4. Indusoituvan sahkémotorisen voiman ja induktiovirran ennustaminen tun-
netussa virtapiirissé, kun indusoiva muutos tunnetaan.

5. Tunnetun indusoivan muutoksen vaikutuksesta ympéristoon levidvan sah-
komagneettisen aaltoliikkeen ja tdmén avulla tapahtuvan energian siirtymi-
sen ennustaminen.

1.3 Elektrodynamiikan perusrakenne

Useimmat elektrodynamiikan oppikirjat rakentavat teorian esittelyn pala
palalta ldhtien séhkostatiikasta ja padatyen Maxwellin yhtél6ihin ikdinkuin
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olettaen, ettd opiskelijat eivit olisi koskaan kuulleetkaan asiasta. Tdmaé ei ole
aivan totta enéé tdmén kurssin tapauksessa, vaan kiytannossi kaikki ovat jo
tutustuneet ainakin pééllisin puolin Maxwellin yhtdloihin ja tietdvat yhta
ja toista elektrodynamiikan rakenteesta. Niinpad voimme jo kurssin aluksi
hieman pohtia, mistd elektrodynamiikassa on kyse. Kirjoitetaan Maxwellin
yhtédlot ”tyhjomuodossaan”:

vVE =2 (1.1)
€0
V-B = 0 (1.2)
0B
E = —— 1.
V X 5 (1.3)
1 JE

Sidhkokentéin E ja magneettikentéin (tdsméllisemmin magneettivuon tihey-
den) B aiheuttajina ovat sihkovaraukset p ja siéhkovirrat J. Néin kirjoitet-
tuna yhtéloryhmé on téysin yleinen eiké ota minké&énlaista kantaa mahdol-
lisen viliaineen sihkomagneettiseen rakenteeseen. Viliaineessa yhtéloryhma
kirjoitetaan usein kenttien D ja H avulla, mihin palataan mychemmin.

Y14 €g on tyhjon sédhkoinen permittiivisyys ja po on tyhjon magneet-
tinen permeabiliteetti. Nédiden ja valon nopeuden c vililld on yhteys ¢ =
(eo,uo)_l/ 2. Koska valon nopeus tyhjdssd on vakio, sille annetaan nyky&in
tarkka arvo

c=299792458 m/s

Koska sekunti méaritelldén tietyn Ce-133 siirtyméviivan avulla, tulee metris-
té johdannaissuure, joka on aika tarkkaan samanmittainen kuin Pariisis-
sa sdilytettdvd platinatanko. My6s pg médritellddn tarkasti ja se on SI-
yksikoissé

po = 47 - 1077 Vs/Am

joten tyhjon permittiivisyydelle jii myos tarkka arvo eg = (c?ug)~!, jonka
numeerinen likiarvo on

€0 ~ 8.854- 10712 As/Vm

Séhko- ja magneettikenttid ei voi havaita suoraan, vaan ne on maéritetta-
vé voimavaikutuksen avulla. Nopeudella v liikkkuvaan varaukseen ¢ vaikuttaa
Lorentzin voima

F =¢(E+v x B) (1.5)

Tamé& on suureen médriain kokeita perustuva empiirinen laki, jota emme
edes yritd johtaa mistddn vield perustavammasta laista. Vaikka sdhko- ja
magneettikenttis ei voikaan "néhd&d”, ne ovat fysikaalisia olioita. Niilld on
energiaa, liikemé#drdd ja liikkem&drdmomenttia ja ne kykenevit siirtdmédn
néitd suureita myos tyhjossa.
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Mitattavat siahko- ja magneettikentit ovat aina jossain mielessd makro-
skooppisia suureita. Mikroskooppisessa kuvailussa QED:n tasolla séihkomag-
neettinen kentté esitetdéin todellisten ja virtuaalisten fotonien avulla. Tah#in
ei yleensé ole tarvetta arkipaivin sihkotekniikassa tai tavanomaisissa labo-
ratoriokokeissa, miké kéy ilmi seuraavista esimerkeistd (HT: tarkasta lukuar-
vot peruskurssien tietojen avulla):

Esim. 1. Yhden metrin pagsséd 100 W lampusta keskim&#rainen sihkokentté
on (E) .~ 50 V/m. Tdmé merkitsee 10'® nikyvin valon fotonin vuota
neliGsenttimetrin suuruisen pinnan lapi sekunnissa.

Esim. 2. Tyypillisen radioldhettimen taajuus on 100 MHz suuruusluokkaa.
Tillaisen fotonin liikemé&irs on 2,2 - 10734 Ns. Yksittéisten fotonien vaiku-
tusta ei siis tarvitse huomioida esimerkiksi antennisuunnittelussa.

Esim. 3. Varausten diskreettisyyttéd ei myoskéén tarvitse yleensd huomioi-
da. Jos yhden mikrofaradin kondensaattoriin varataan 150 V jénnite, sithen
tarvitaan 10'° alkeisvarausta. Toisaalta yhden mikroampeerin virran kulje-
tukseen tarvitaan 6,2 - 102 varausta sekunnissa.

Yksi elektrodynamiikan peruskivisti on sdhkoisen voiman 1/r2-etiisyys-
riippuvuus. Jo hyvin varhaisista havainnoista voitiin péaételld, ettd riippu-
vuus on ainakin ldhes téllainen. Olettamalla riippuvuuden olevan muotoa
1/72%¢, voidaan mittauksilla etsié rajoja e:lle. Cavendish pisityi vuonna 1772
tarkkuuteen |e| < 0,02. Maxwell toisti kokeen sata vuotta myshemmin ja
saavutti tarkkuuden |¢| < 5-107° ja nyky#in on samantyyppisilld koejér-
jestelyills pasisty tulokseen |e| < (2,7 £3,1) - 10716,

Teoreettisesti voi perustella, etts 1/r2-etiisyysriippuvuus on yhtipitivii
fotonin massattomuuden kanssa. Tarkin Cavendishin menetelméén perustu-
va tulos vastaa fotonin massan ylidrajaa 1,6 - 107°° kg. Geomagneettisilla
mittauksilla yldraja on saatu vieldkin pienemmdiksi: m, < 4 - 107 kg.
Fotonin massattomuus ja sihkdisen voiman 1/r?-etiisyysriippuvuus ovat
erittdin hyvin todennettuja kokeellisia tosiasioita. Lopuksi on hyvé muis-
taa, ettd elektrodynamiikka tehtiin aluksi makroskooppisille systeemeille.
Vasta paljon myohemmin kévi selviksi, ettd elektrodynamiikan peruslait
ovat yleisia luonnonlakeja, jotka pétevat myos kvanttitasolla.

1.4 Kirjallisuutta

e Cronstréom, C., ja P. Lipas, Johdatus sihkédynamiikkaan ja suhteel-
lisuusteoriaan, Limes ry., 2000.
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varsinainen oppikirja, jota ei kuitenkaan seurata orjallisesti.
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Luku 2

Staattinen sihkokentta

Tésséd luvussa tutustutaan sihkovarausten aiheuttamaan staattiseen sahko-
kenttdan. Materiaali on periaatteessa tuttua fysiikan peruskurssilta, mutta
laskennallinen késittely on huomattavasti jareampad. Kannattaa olla kérsi-
véllinen, silld hyvin opitun sédhkdstatiikan jélkeen magnetostatiikka on ”help-

b

poa”.

2.1 Siahkovaraus ja Coulombin laki

Maailmankaikkeudessa on tietty mééré positiivisia ja negatiivisia sdhkova-
rauksia. Nykytietdmyksen mukaan niitd ei voida hivittda eikd luoda. Min-
k#dn suljetun systeemin varausten méaéra ei siis voi muuttua. Kéytdnnossé
useimmat systeemit ovat neutraaleja, eli niissd on yhtd paljon positiivisia ja
negatiivisia varauksia. Makroskooppisen kokonaisuuden varauksella tarkoite-
taan yleensé sen nettovarausta, joka on poikkeama varausneutraalisuudes-
ta. Nettovaraus sdilyy, ellei systeemi ole vuorovaikutuksessa ympéristonsa
kanssa.

1700-luvun lopulla oli opittu, ettd varauksia on vain kahta lajia, joi-
ta nykyisin kutsutaan positiivisiksi ja negatiivisiksi. Charles Augustin de
Coulomb muotoili kokeisiinsa perustuen lain:

e Kaksi pistevarausta vaikuttavat toisiinsa voimilla, joiden suunta on
niitd yhdistdvédn suoran suuntainen ja k#édntden verrannollinen va-
rausten vilisen etéisyyden nelioon.

e Voimat ovat verrannollisia varausten tuloon siten, ettd samanmerkkiset
varaukset hylkivat toisiaan ja erimerkkiset vetéivét toisiaan puoleensa.

9
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Coulombin laki nykyaikaisin merkinndin kertoo, ettd varaus go vaikut-
taa varaukseen ¢; sihko6staattisella voimalla

142
F1 =k %I‘lg (2.1)
T12
misséd rio = ry{ — ro on varauksesta ¢o varaukseen ¢; osoittava vektori.

Séhkostaattinen vuorovaikutus noudattaa voiman ja vastavoiman lakia. Jos
varaukset liikkuvat, tilanne muuttuu ratkaisevasti, mutta siihen palataan
myShemmin. Jos varauksia on useita, varaukseen ¢; vaikuttaa voima

N
qi4;
g U
miké ilmaisee voimien kokeellisesti oikeaksi todetun yhteenlaskuperiaatteen.

Coulombin laki edellyttds vuorovaikutuksen valittymista dérettomén no-
peasti koko avaruuteen. Téamé on tietysti approksimaatio, koska mikéan tieto
ei levid suuremmalla kuin valon nopeudella. Toisaalta valon nopeuden suu-
ren arvon vuoksi staattisuus on aivan kelvollinen oletus monissa kaytdnnon
tilanteissa.

Verrannollisuuskerroin k riippuu kiytetystid yksikkojirjestelmésta. Séh-
koopissa kiytetain yhi usein cgs-yksikoitd (Gaussin yksikoitd), joissa k =
1. Talloin varauksen yksikkoé mééaritellddan siten, ettd se aiheuttaa 1 cm
etdisyydelld 1 dynen voiman (1 dyn = 1075 N) toiseen yksikkovaraukseen.
Me kdytamme ”virallisempia” SI-yksikoitéd eli MKSA-jéirjestelméé, jossa

1

k= 2.3
4dmeg (2:3)

missid €9 ~ 8,854 - 1072 F/m on tyhjén permittiivisyys. Titen ker-
toimen numeroarvo on k =~ 8,9874 - 10 Nm?C~2 (muistisdéints: 9 - 10°
SI-yksikkod). Niissd yksikoissd sdhkovirta on perussuure. Palaamme siihen
tuonnempana, mutta todettakoon téssé, ettd virran SI-yksikké on ampeeri
(A) ja varauksen yksikkoé coulombi (C = As). €p:n yksikko on faradi/metri
(F/m = C2N~1lm™1).

Coulombin laki perustuu kokeellisiin havaintoihin ja voisi siten olla esi-
merkiksi r~2-riippuvuuden osalta vain likim&éridinen tulos. Modernin fy-
siikan teoreettiset perusteet ja erittdin tarkat mittaukset viittaavat siihen,
ettd r~2-riippuvuus on tésmiéllinen luonnonlaki. Myds painovoima riippuu
etiisyydestd kuten 72, mutta on olemassa vain yhdenmerkkisti gravitaatio-
ta. Lisdksi se on paljon séhkostaattista voimaa heikompi (HT: vertaa kahden
elektronin vilistd sdhkostaattista ja gravitaatiovuorovaikutusta.).

Tarkastellaan sitten varausta itsedén. Mitattavissa oleva varaus on kvan-
tittunut yhden elektronin varauksen suuruisiin kvantteihin. Makroskoop-
pisessa mielessi alkeisvaraus on erittiin pieni (e ~ 1,6019-1071° C). Kvarkeil-
la on +£1/3 ja £2/3 e:n suuruisia varauksia, mutta ne niyttévét olevan aina
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sidottuja toisiinsa siten, ettd kaikkien alkeishiukkasten varaukset ovat +e:n
monikertoja ja elektronin varaus on siten pienin luonnossa vapaana oleva
varaus.

Yksikkovarauksen pienuudesta johtuen makroskooppinen varausjakau-
tuma muodostuu yleensé suuresta joukosta alkeisvarauksia ja varaustihey-
den késite on hyodyllinen. Kolmiulotteisen avaruuden varaustiheys mééari-
tellddan

Aq
= i — 2.4
N 24)
ja pintavaraustiheys vastaavasti
Ag
=1l — 2.5
7T As50 AS (2:5)

misséd V' on tarkasteltava tiheys ja S tarkasteltava pinta. Jos tilavuudessa V'
on varausjakautuma p ja V:té rajoittavalla pinnalla S pintavarausjakautuma
o, niin pisteessd r olevaan varaukseen g vaikuttaa voima

r—r q r—r
F,= 47’(’60/ \r—r’\3p (r')dV' + o(r')ds’ (2.6)

4rey Js v — /|3

2.2 Sihkokenttia

Séhkostaattinen vuorovaikutus ajatellaan kaksivaiheiseksi: staattinen sys-
teemi aiheuttaa kentin E(r), joka vaikuttaa pisteessi r olevaan varauksel-
liseen hiukkaseen (varaus ¢) voimalla

F(r) = ¢E(r) (2.7)

joka voidaan mitata. Sdhkostatiikalle tyypillinen kokeellinen ongelma on
se, ettd kenttdin tuodaan télloin ”ylima#rdinen” varattu kappale. Se voi
vaikuttaa huomattavasti sithen varausjakaumaan, joka aiheuttaa kentén:
kappaleet polarisoituvat. Tamén vuoksi useat oppikirjat puhuvat ”pienisté
testivarauksista”, jotka eivit vaikuta kentén aiheuttajaan. Sihkokentén voi-
makkuuden maééaritelmé ei kuitenkaan valttamétta edellytd testivarauksen
késitettd. (HT: Kuinka painovoima eroaa téssd suhteessa sihkostaattisesta
voimasta?)

Yksittédisten varausten ja varausjakautumien yhteenlaskettu sdhkokentta
on voimien yhteenlaskuperiaatteen nojalla

1 X r—r; 1 r—r
E(r) = > + /V‘r_r/|3p(r/)dvx

47reo ‘ r—r;?  dme
=1

r—r ,
drey / \r—r’\3 (") ds (28)
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Periaatteessa sdhkokentts voidaan siis méarittad laskemalla kaikkien varaus-
jakautumien ja yksittédisten hiukkasten aiheuttamat kentéit. Kéytdnnossa
tdma on usein tdysin ylivoimainen tehtdva. Myoskédidn mielikuvan luominen
sahkokentésté ei ole aivan yksinkertaista. Faraday otti kiyttoon kenttavii-
van késitteen. Vektorikentédn kenttéviiva on matemaattinen kayra, joka on
jokaisessa pisteessd kyseisen vektorin suuntainen. Se on oikein kdytettyné
hyddyllinen apuvéline, mutta se on turvallisinta ymmértdd vain keinoksi
havainnollistaa sihkokenttdé, joka on varsinainen fysikaalinen suure.

2.3 Sidhkostaattinen potentiaali

Vektorianalyysin alkeistiedoilla osaamme todistaa, etté

o
A (2.9)

lr — /|3
eli staattisen séhkokentédn roottori haviaa:
VXxE=0 (2.10)
ja sdhkokenttd voidaan esittédd sihkodstaattisen potentiaalin ¢ avulla:
E(r) = —-Ve(r) (2.11)
Pisteessa r; sijaitsevan hiukkasen aiheuttama potentiaali on siten

_ 1 @
471'60 |I' *I'1|

o(r) (2.12)

kun sovitaan, ettd ddrettomyydessa potentiaali havidi. Vastaavasti mielival-
taiselle varausjoukolle

dmeg = [r — ;| 4meo Jv [r—1
Lo
ds 2.13
4meg /s |r — 1’| (2.13)

Sahkostaattinen kentté on esimerkki konservatiivisesta voimakentésté.
Se merkitsee sité, ettd potentiaalienergia U eli voiman F viivaintegraali
annetusta vertailupisteesti ref tarkastelupisteeseen r

Ur) = — / :fF(r’) dr! (2.14)

on riippumaton integrointitiestd. Koska itse fysikaalinen suure sihkokentta
riippuu vain potentiaalin derivaatasta, potentiaalin nollakohdan voi valita
mieleisekseen. Asettamalla ¢(ref) = 0 saadaan U(r) = qp(r).
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Potentiaalin késitteestd on suurta hyotya erilaisissa sdhkokenttddan liit-
tyvissé ongelmissa. Tamé johtuu osaksi siitéd, ettd sdhkokentédn integroimi-
nen varausjakautumista on monimutkaisempi tehtdva kuin yksinkertaisem-
man potentiaalin laskeminen. Potentiaali on vield derivoitava, mutta se on
helpompaa kuin integrointi. Kayténnollisempi syy potentiaalien kéyttokel-
poisuudelle on se, ettd matematiikan potentiaaliteoria tarjoaa koko joukon
hyodyllisid apuneuvoja.

SI-jarjestelmissi voiman yksikkd on newton (N) ja varauksen yksikko
on coulombi (C), joten sdhkokentdn yksikké on N/C. Energian yksikk6 on
puolestaan joule (J = Nm) eli sihkostaattisen potentiaalin yksikké on siten
J/C. Sahkoopissa potentiaalin yksikkod kutsutaan voltiksi (V = J/C) ja
sihkokentén yksikko ilmaistaan yleensi muodossa V/m.

2.4 Gaussin laki

2.4.1 Maxwellin ensimmaéiinen yhtalo

Tarkastellaan origossa olevan pistevarauksen ¢ kenttda

g r
dmeg 13

E(r) (2.15)

Olkoon V jokin tilavuus varauksen ympérilla ja S sen reuna. Integroidaan
sdhkokentdn normaalikomponentti reunan yli

q r-n
ng nds = fg s (2.16)
Nyt (r/r) - ndS on dS:n projektio r:dd vastaan kohtisuoralle tasolle ja
tdmé pinta-ala jaettuna r2:lla on avaruuskulma-alkio df2, joka pallokoor-
dinaatistossa on sin 8 df d¢. Valitaan V:n sisépuolelta origokeskinen pallon-
muotoinen alue, jonka reuna on S’. Infinitesimaalinen pinta-alkio dS’ kattaa
yhté suuren avaruuskulman df2 kuin elementti d.5, joten

/

r-n B oo _
fg 3 dS = , 3 dsS s dQ) = 4w (2.17)
misté seuraa
f E.-ndS = q/e (2.18)
S

Jos varaus on tilavuuden V ulkopuolella, se ei vaikuta pintaintegraaliin.
Téamén nékee tarkastelemalla varauksen kohdalta kohti tilavuutta V avau-
tuvaa avaruuskulmaelementin df2 suuruista kartiota. Tamé& kartio ldpéisee
tilavuuden V' seké sisdédn- ettd ulospéin ja pinta-alkioiden integraalit sum-
mautuvat nollaan (piirrd kuva).
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Tulos yleistyy N:n varauksen parvelle:

1 N
E-ndS=— i 2.19
i 52 (2.19)

Jos suurta varausjoukkoa tarkastellaan varausjakautumana, voidaan pdV
ajatella alkioksi, joka tuottaa osuuden pdV/ep eli integroituna tilavuuden V/

yli

]{E.ndszl/ pdV (2.20)
S €0 JV

miké on peruskurssilta tuttu Gaussin laki integraalimuodossa.

Vektorianalyysin divergenssiteoreeman eli Gaussin lauseen mukaan
riittdvan siistille vektorikentélle u pétee

j{u'ndS:/ V-udV (2.21)
S \%4

misséd n on tilavuutta V' ympéréivan pinnan S ulkonormaalivektori. Sovel-
letaan téitd Gaussin lain vasemmalle puolelle, jolloin

1
/V-EdV:—/pdV (2.22)
\% € JV

Taman tdytyy olla riippumaton tilavuuden V valinnasta, eli
V-E=p/e (2.23)

ja olemme saaneet Gaussin lain differentiaalimuodossa, joka on Maxwellin
ensimmaéinen yht&lo.

2.4.2 Gaussin lain soveltamisesta
Pallosymmetrinen varausjakautuma

Pallosymmetrisessd tapauksessa varaustiheys on muotoa p = p(r), jolloin
sihkokenttd on radiaalinen ja riippuu ainoastaan etéisyydestd origosta: E =
E(r)e,, mikd on helppo pédtelld suoraan Coulombin laista. Tarkastellaan
Gaussin lakia pallokoordinaateissa, kun pinnaksi S valitaan r-séteinen pallo:

T 27

7{ E.dS — 0/ 0/ E(r)er - (rsin0df dpe,) = 4mr2E(r) (2.24)

Toisaalta pallon sisdén jaa varaus

r 2

/pdV = // p(r") ("% sin Odr' dfd¢) = 4x /OT p(r')r"dr’ (2.25)
00

0
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joten pallosymmetrisen varausjakautuman sdhkokenttd on

1

E(r)= /OT p(r)r'?dr! (2.26)

607‘2
Sovelletaan téta sitten tasaisesti varatulle R-séteiselle pallolle, jonka sisdlld
varaustiheys on pp ja ulkopuolella nolla. Pallon kokonaisvaraus on @ =
47 R3po/3. Integrointi antaa sihkokentiksi

Qr
<R: E(r)=——
rsh (r) dmeg R3
Q
: E(r) = 2.2
r>R (r Ireor? (2:27)

Varausjakautuman ulkopuolella sihkdkentté on siis sama kuin origossa ole-
van pistevarauksen Q kentté.

Viivavaraus

Esimerkkiné sylinterisymmetrisesté tapauksesta tarkastellaan pitkdd tasai-
sesti varattua ohutta lankaa, jonka varaustiheys pituusyksikkod kohti on
A. Symmetrian perusteella siéhkokenttd on radiaalinen. Tarkastellaan lan-
gan ymparilla olevaa r-séteistd sylinterié, jonka pituus on [. Integroitaes-
sa sihkokentéin normaalikomponenttia sylinterin pinnan yli, sylinterin pa&t
eivit tuota mitdén. Vaipan pinta-ala on 277l ja sylinterin siséllé oleva varaus
AL, joten Gaussin laki antaa 27mrlE, = A /¢ eli
A

E, = 2.28
" 2megr ( )

Viivavarauksen kentti pienenee siis kuten r~!. Kentin potentiaali on

p=— In(r/ro) (2.29)

2meq
missd 79 on vakio. Téssd tapauksessa ei voida sopia potentiaalia nollaksi
ddrettomén kaukana.

Johdekappale

Kappaletta, jolla voi olla siséistd varausta, kutsutaan eristeeksi (engl. di-
electric). Johteissa on puolestaan tarpeeksi liikkuvia varauksia, jotka jatka-
vat liikettadn, kunnes sdhkokenttd kappaleen sisélla on nolla. Varaukset
joutuvat téilléin kappaleen pinnalle, eli sisélléa varaustiheys on nolla ja kap-
paleen mahdollinen nettovaraus on pintavarausta. Jotta tilanne olisi staatti-
nen, pinnalla olevan sdhkodkentéin tédytyy olla pinnan normaalin suuntainen:
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AE

Kuva 2.1: ”Pillerirasia” johdekappaleen reunalla.

E, = nE,, koska muuten varaukset liikkuisivat pitkin pintaa. Sovelletaan
Gaussin lakia tarkastelemalla sylinterinmuotoista ” pillerirasiaa” (korkeus h),
jonka ulompi pinta yhtyy tarkasteltavan kappaleen pintaan ja jonka tilavuus
on hdS (dS =ndS, dS pohjan pinta-ala) (kuva 2.1).

fE-dszEn-nds—Ei.nds+/ E - dS (2.30)

vaippa
missd E; on kenttd pillerirasian sisemmélld pinnalla, siis 0. Rajalla h — 0
integraali vaipan yli menee my6s nollaksi ja
odS
€0

1
En-ndS:—/pdV: (2.31)
€ Jv
Koska tamén taytyy péted kaikilla pinta-alkioilla, on sédhkékenttéd johdepal-
lon pinnalla suoraan verrannollinen pintavaraukseen

E="n (2.32)
€0
Harjoitustehtédvaksi jaa osoittaa, ettd mielivaltaisen johdekappaleen ympé-
roiméssé tyhjéssd onkalossa ei ole sdhkostaattista kenttdd. Samoin jé& mie-
tittdviksi, miksi tdmé on merkittdva tulos Coulombin lain kokeellisen tes-
taamisen kannalta.

2.5 Sahkoinen dipoli

Tarkastellaan kahden erimerkkisen varauksen muodostamaa paria. Olkoon
varaus —q origossa ja varaus ¢ pisteessd d (kuva 2.2). Télloin potentiaali
pisteessd r on

. q 1 1
dmeg [r—d| x|

o(r) ) (2.33)
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Kuva 2.2: Séhkodipoli muodostuu kahdesta ldhekkéisestd samansuuruisesta
vastakkaismerkkisesté varauksesta.

Tamé lauseke on tdysin yleinen riippumatta varausten etiisyydesta. Sahkoi-
selld dipolilla tarkoitetaan raja-arvoa d — 0, miké on sama asia, kuin dipolin
katselu kaukaa (|r| > |d|). Binomisarjan avulla saadaan

r—d|™t = [F2-2r-d+d} 2
1 r-d
= —(14+—+.. 2.34
O s ) (2.34)

Rajalla d — 0 potentiaali hiviéa, ellei ¢ kasva rajatta. Pistedipoli on ide-
alisaatio, jonka varaus on nolla, mutta jonka dipolimomentti p = gd on
ddrellinen. Origossa olevan sihkodipolin potentiaali on siis

1 p'r
= — 2.35
o) = 2 (2.35)
Ottamalla tdstd gradientin vastaluku saadaan sdhkokentéksi (HT)
1 3r-p P 1 3pcosf 9] }
Er)= _ Pl P 2.36
(x) d7e { . r3} drey { P (2:36)

missé 6 on dipolimomentin ja vektorin r vilinen kulma. MyShemmin saadaan
magneettiselle dipolille samanmuotoiset lausekkeet. Dipolikentéan kenttévii-
vat on hahmoteltu kuvaan 2.3.

2.6 Sihkokentin multipolikehitelméi

Tarkastellaan seuraavaksi mielivaltaista varausjakautumaa p(r’) origon ym-
péristossd. Sen aiheuttama potentiaali pisteessé r on

1 p(r')
o(r) = Treg /V Py av’ (2.37)
Kehitetdin |r — /|1 binomisarjaksi, kun r > 7/
r—r/|7t = (r—2r.r 2)71/2
1 1| 2r-v r? 3. 19
= “d1-=|= — — 2.
r{ 2[ r2 +r2 +8[]+ (2.38)
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Kuva 2.3: Dipolikentén kenttéviivat xz-tasossa. Dipoli sijaitsee origossa ja
on z-akselin suuntainen.

sijoitetaan potentiaalin lausekkeeseen, jétetisin r’:n toista potenssia korke-
ammat termit pois ja jérjestetiin termit r’n kasvavien potenssien mu-
kaan. Tamé antaa potentiaalin multipolikehitelmén kvadrupolimoment-
tia myoten

plr) = — {1 [ etyavie 5 [ xouyav

dmeg | 7

3 3
1x;x;
+2.D 5 ;5] / (Bl — 657" p(x') AV (2.39)
i=1j=1 4
missé x;:t ovat paikkavektoreiden karteesisia komponentteja ja d;; on Kro-

neckerin delta
_ )0, i#g
dij = { 1= (2.40)
Multipolikehitelmén ensimmaéinen tekijé vastaa origoon sijoitetun varaus-

jakautuman osuutta potentiaaliin. Toinen tekija vastaa origoon sijoitettua
dipolimomenttien jakautumaa. Kolmas termi on muotoa

3

3
12z
>3 555 (241)

i=1j=1

missé (;; on kvadrupolimomenttitensori. Potentiaalin multipolikehitel-
mé voidaan siis kirjoittaa sarjana

1 Q@ r-p .31 Ti%j
- A E E ———= )i + ... 2.42
() dmeg | tos Tt =2 rd Qij + (2:42)
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Kaukana varausjakautumasta potentiaali on likimain ensimméisen nollasta
poikkeavan termin aiheuttama potentiaali. Atomien ytimissi dipolimoment-
ti on nolla, mutta korkeammat multipolit ovat térkeitd ydinfysiikassa.

2.7 Pistevarauksen jakautuma

Yksittaiset pistevaraukset voidaan késitelld samalla tavalla kuin varaus-
jakautumat ottamalla kdyttoon Diracin deltafunktio d(r), jolloin

p(r) = qé(r) (2.43)

Deltafunktion tutuiksi oletettuja perusominaisuuksia ovat

o(r) = 0, josr#0 (2.44)
/ F(r)6(r —ro)dV = F(ro) (2.45)
Helppona esimerkkiné pisteessé r; olevan varauksen sihkokenttd on
1 gid(r' —r;) Nor_ @i T
E(r) = —r)dV' = —— 2.46
(x) 47e /V lr — /|3 (r=1) dreg v — 13 (2.46)

2.8 Poissonin ja Laplacen yhtilot

Sahkostatiikka olisi aika suoraviivaista, jos tietdisimme kaikkien varausja-
kautumien paikkariippuvuudet. Néin ei kuitenkaan ole monissa kdytdnnon
ongelmissa. Koska V-E = p/ey ja E = —V, Gaussin laki differentiaalimuo-
dossa vastaa matematiikan Poissonin yhtil6a

Vip = —p/eo (2.47)

Jos varaustiheys on nolla, niin Poissonin yhtélo yksinkertaistuu Laplacen
yhtéloksi
Vip=0 (2.48)

Laplacen yhtédlon toteuttavaa funktiota kutsutaan harmoniseksi.

Poissonin yht#lo voidaan ratkaista, jos varausjakautuma ja oikeat reuna-
ehdot tunnetaan. Tarkastellaan sdhkostaattista systeemié, joka koostuu N
johdekappaleesta. Kunkin johteen pinnalla potentiaali on ¢;, ¢ =1,..., N.
Reunaehtoja on kahta tyyppié:

1. Tunnetaan potentiaali ¢ alueen reunalla (Dirichlet’n reunaehto).

2. Tunnetaan potentiaalin derivaatan normaalikomponentti dp/dn alu-
een reunalla (von Neumannin reunaehto).
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Selvitetddn ensin, ovatko mahdollisesti l6ydettéivit ratkaisut yksikésitteisia.
On selvéd, ettd jos ¢1(r),. .., ¢n(r) ovat Laplacen yhtdlon ratkaisuja, niin

p(r) = Cipi(r)
misséd C;:t ovat mielivaltaisia vakioita, on Laplacen yhtélon ratkaisu.

Yksikésitteisyyslause: kaksi annetut reunaehdot tiayttéavaa Laplacen
yhtélon ratkaisua ovat additiivista vakiota vaille samat. Tarkastellaan tdmén
todistamiseksi johteiden pinnat Sy, ..., Sy sisdéinsd sulkevaa tilavuutta Vjp,
joka on pinnan S sisilld (pinta voi olla dédrettomyydessd). Olkoot @1 ja @9
kaksi Laplacen yhtélon toteuttavaa ratkaisua, jotka tayttdvit samat reu-
nachdot johteiden pinnalla Sy, siis joko @1 = @9 tai dp1/0n = Jpa/0n
n#illa pinnoilla seké pinnalla S. Tarkastellaan funktiota ® = 1 — 9. Tila-
vuudessa Vj on tietenkin V2® = 0. Reunaehdoista puolestaan seuraa, etti
kaikilla reunoilla

o
joko ® =0 tai n-Vq):a—:()
on
Sovelletaan sitten divergenssiteoreemaa vektoriin ®V®:
V. (V) dV = ]{ (@YD) -ndS = 0
Vo
S+S1+...+SN

koska joko ® tai V@ - n on pinnoilla 0. Toisaalta
V- (V) = &V + (VD)% = (VD)?

eli
/ (V®)2dV = 0
Vo

Koska (V®)? > 0 koko alueessa Vj, sen on oltava nolla kaikkialla. Té#st
seuraa, ettd ® on vakio koko alueessa Vj ja yksikésitteisyyslause on siten
todistettu.

Taméa ei ole todistus ratkaisun olemassaololle vaan sille, ettd mahdol-
liset ratkaisut ovat yksikésitteisié! Tarkastelun merkitys on siiné, ettd jos
loyddmme milla keinolla tahansa annetut reunaehdot tayttdvan Laplacen
yhtdlon ratkaisun, ratkaisu on Dirichlet’'n reunaehdolla yksikésitteinen ja
von Neumannin reunaehdolla vakiota eli potentiaalin nollatasoa vaille yk-
sikésitteinen.

Todistuksessa kéytettiin Greenin ensimmaéistéd kaavaa (GI)

/ (V2 + Vi - Vi) dV = % oV -ndS (2.49)
\% S
sovellettuna tapaukseen ® = ¢ = 1. Greenin toinen kaava (GII)
| @V - V)V = § Ve - ¢Ve) ndS (250)
1% s

tunnetaan myo6s nimelld Greenin teoreema. Namé ovat divergenssiteoree-
man suoria seurauksia (HT).
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2.9 Laplacen yhtilon ratkaiseminen

Laplacen yhtélo on fysiikan keskeisimpiéd yhtalsita. Sihkdopin liséksi se esiin-
tyy lammonsiirtymisilmiGissé, virtausmekaniikassa jne. Kovin monimutkai-
sissa tilanteissa yht&loa ei voi ratkaista analyyttisesti, mutta joskus ongel-
man symmetriasta on hyotya. Laplacen yht#lo, joka on osittaisdifferentiaali-
yht&lo, saadaan separaintimenetelmélld muunnetuksi ryhméksi tavallisia yh-
den muuttujan differentiaaliyhtéloitd. Aihetta on késitelty enemmén kurssil-
la FYMM II ja fysiikan matemaattisten menetelmien oppikirjoissa. Laplacen
yvhtdlo voidaan separoida kaikkiaan 11 erilaisessa koordinaatistossa, joista
téssé esiteltavit kolme tapausta ovat tavallisimmat. On syytd my6s huoma-
ta, ettd Laplacen yhtélolla ei aina ole separoituvia ratkaisuja.

2.9.1 Karteesinen koordinaatisto

Kirjoitetaan Laplacen yhtilo ensin karteesisissa koordinaateissa

0? 0? 0?
¥ + ¥ 4 ¥
ox?  Oy? 022

=0 (2.51)

ja etsitédén sille ratkaisua yritteell&
p(z,y,2) = X ()Y (y) Z(2) (2.52)
Sijoitetaan tdmé yhtdloon (2.51) ja jaetaan tulolla XY Z, jolloin saadaan

1¥X+1¥Y+1fz
X dx?2 Y dy? 7 dz?

=0 (2.53)

Nyt jokainen termi riippuu vain yhdestd muuttujasta, jotka ovat kesken&én
riippumattomia. Niinp& kunkin termin on oltava erikseen vakioita
1d°X 5, 1d%Y

1d*Z
Xdez2 =Y Y

2
=62 ——Z = 2.54
Y S =0 (2.54)

missd o2 + 3% +~% = 0. Kukin yhtilsisti (2.54) on helppo ratkaista:
X(z) = A1e® + Age™ "
Y(y) = Bie” + Bye (2.55)
Z(z) = Ci1e7* +Cre 7*

missé yleisesti kompleksiarvoiset vakiot A;, B;, C; ja «, (3, v méardytyvét
ongelman reunaehdoista. Koko ratkaisu on muodollisesti summa

p(z,y,2) = Y X(2)Y(y)Z(2) (2.56)
a,By

missé separointivakioille «, 3, tulee tilanteesta riippuvia rajoituksia.
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Esimerkki. Potentiaali laatikossa

Tarkastellaan laatikkoa 0 < x < a,0 < y < b,0 < z < ¢. Olkoon potentiaali
nolla muilla reunoilla paitsi ylikannella (z = ¢), jossa se on tunnetuksi
oletettu funktio V(z,y). Ratkaistaan potentiaali laatikon sisillé.

Edellé saatua ratkaisua voitaisiin kdyttasd suoraan, mutta kirjoitetaankin
nerokkaasti

X(x) = Aisin(az)+ Ascos(ax)
Y(y) = Busin(By) + Bz cos(By) (2.57)
Z(z) = Cysinh(yz) + Cycosh(yz)
missi o+ 3% = 42 (HT: totea, etti yrite on kelvollinen). Tiss# on tietoisesti
valittu trigonometriset funktiot x- ja y-suunnissa ja hyperboliset funktiot
z-suunnassa. Reunachtoja soveltamalla ndhd&édn heti, ettd voidaan valita
Ay = By = (5 = 0, kun separointivakiot a ja 0 toteuttavat seuraavat ehdot
(reunaehdoista sivuilla z = a ja y = b):
a = mn/a
B = nn/b (2.58)
missd m, n ovat kokonaislukuja, ja ne voidaan rajoittaa liséksi positiviisiksi.
Myos kolmas separointivakio saa silloin vain diskreettejd arvoja:

Y= Ymn =T \/(m/a)2 + (n/b)? (2.59)
Samaan tulokseen olisi luonnollisesti paddytty, vaikka olisi lahdetty liikkeelle

eksponenttifunktioiden avulla kirjoitetusta ratkaisusta. Tilanteesta riippuu,
mikd muoto on laskuteknisesti mukavin.

Tahin mennessa on siis saatu ratkaisuksi

o
o(z,y,2) = Z A sin(mmz /a) sin(nmy/b) sinh(v,,n2) (2.60)
m,n=1
On jarkevii tarkastaa vield kerran, ettd tdma toteuttaa Laplacen yhtélon ja
antaa potentiaaliksi nollan vaadituilla reunoilla. Tuntemattomat kertoimet
A, saadaan asettamalla z = ¢:

o0
o(z,y,c) =V(z,y) = Z A sin(mmz/a) sin(nmy/b) sinh(ymnc) (2.61)
m,n=1
Loppu onkin Fourier-kertoimien méérittdmistd. Olettamalla, ettd funktio
V(x,y) on riittévin siisti, kertoimet saadaan laskettua ortogonaalisuusinte-
graalien avulla. Témaé lienee tuttua FYMM I:1t4.

Edellé ei mietitty sitd mahdollisuutta, ettéd jotkin separointivakioista oli-
sivat voineet olla nollia. Huolellinen lukija tutkikoon erikseen tdmén tilan-
teen. Lyhyemmin voidaan kuitenkin todeta, ettéd 16ydetty ratkaisu on selvésti
kelvollinen ja yksikésitteisyyslauseen mukaan ongelma on silld selvé.
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2.9.2 Pallokoordinaatisto

Koska pistevarauksen kenttd on pallosymmetrinen, pallokoordinaatisto on
usein erittidin kédyttokelpoinen. Laplacen yhtél6é on talloin

19 28<P> 19 ( Ggo) 1 92
2. \T 3. v 0— R S 2 62
r2or <T or + 2500 \"" " 50 T 2 sin2 0 02 0 (2.62)

Etsitaan talle ratkaisua muodossa

o(r.0.0) = "om)a(s) (2:63)

Sijoitetaan timi yhtiloon (2.62), kerrotaan suureella r2sin®6 ja jaetaan
RO®:114:

1 d°R 1 1d de 1d*®
2 a2 o w - % : it -
sl <R a? i 25in0 6 dp (Sln9d9)> Toape =0 264

Ainoastaan viimeinen termi riippuu ¢:sté, joten sen on oltava vakio, jota
merkitdan —m?2:1l4: )
——— =-m 2.65
Tamén ratkaisut ovat muotoa
®(¢) = vakio - eFM? (2.66)

Yleisesti m on kompleksinen, mutta fysikaalinen ehto rajaa sen mahdol-
liset arvot: jotta potentiaali olisi jatkuva, kun ¢ — 0 ja ¢ — 2m, on oltava
®(0) = ®(2m), joten m = 0,+1,+£2,.... Jatkuvuus on luonnollinen vaa-
timus, koska siéhkostaattinen potentiaali voidaan tulkita yksikkovarauksen
potentiaalienergiaksi.

Yht#lon (2.64) ensimmiiisen termin on oltava puolestaan m?, joten
1 ,dR 1 1d /. dO m?
—rf— ——— 0— | ——=| = 2.
R @ " <Sin9 0 df (Sm d6> sn?0) =" (267)

T&dmé&n yhtédlon ensimmaéinen ja toinen termi riippuvat kumpikin ainoastaan
omasta muuttujastaan ja ovat siten yhtésuuria vastakkaismerkkisié vakioita,
jota merkitddn mukavuussyistd [(I + 1):114

1 ,d’R
— et = 1 2.
7 g I(1+1) (2.68)
1 1d /. dO m?
S]nﬂ@@ <S1n0%> — —Sjn29 = —l(l + ].) (269)

Yhtélon (2.68) yleinen ratkaisu on muotoa

R(r) = Arltt 4 Br~! (2.70)
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missd A ja B ovat vakioita. Kirjoittamalla £ = cos f saadaan ©:n yhtéloksi

d

m2
d_f(( — &2 ) ) (l(l+1)——>®:0 (2.71)

dg 1-¢2

Jotta tdmén ratkaisut olisivat déarellisid pisteissd &€ = £1 eli 8 = 0,7, on
oltava | = |m/|,|m| + 1,.... Tietylld tavalla normitettuja ratkaisuja ovat
Legendren liittofunktiot P/ (). Niille on voimassa ehto |m| <, joten

m=—1,—1+1,...,1—1,1 (2.72)

Erikoistapauksessa m = 0 Laplacen yhtalon ratkaisu ei riipu ¢:sta, jolloin
Legendren liittofunktiot palautuvat Legendren polynomeiksi F:

1 d

o7 d_fl(gg —1)! (2.73)

hi(§) =

Legendren liittofunktiot saadaan puolestaan Legendren polynomeista:

P(e) = (1- 52>m/2£3<5> (2.74)

Yleisesti Laplacen yhtélolla on siis pallokoordinaatistossa jokaista [ kohti
20 4+ 1 kulmista 6 ja ¢ riippuvaa ratkaisua. Ne voidaan sopivasti normittaen
lausua palloharmonisten funktioiden

2 +1(I—m)!

P ime 2.
I Grmy (cosB)e (2.75)

Yim(0,¢) = (=1)™

avulla. Normitus on valittu siten, ettd pallofunktiot Y}, muodostavat orto-
normitetun tiydellisen funktiojirjestelmén pallon pinnalla:

[ Y50, 6)Yo(0,0) 492 = G (2.76)

Palloharmonisten yhteenlaskuteoreema antaa kahden vektorin vélisen etéi-
syyden k&dnteisluvun summana

2[ +1r l+1 ljn(‘9 ¢)}/lm(0/)¢/) (277)

missd vektorin r suuntakulmat ovat 6, ¢ ja vektorin r’ suuntakulmat ¢’, ¢’
sekd ro = min(r,r’) jars = maz(r,r’). Tdmi on hyddyllinen tulos, koska se
erottelee pisteiden r ja r’ koordinaatit (r, 6, ¢) ja (r',6',¢'). Moni integraali
olisi vaikea laskea ilman tatéd kaavaa.
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Miké hyvénséd riittdvin sddnnollinen pallon pinnalla mééritelty funk-
tio voidaan kehittdd palloharmonisten sarjaksi. Esimerkkind kéy maapal-
lon magneettikentti, jonka sarjakehitelmén johtava termi vastaa magneet-
tista dipolia ja korkeammat termit johtuvat kentén ldhteen poikkeamisesta
dipolista, magneettisen maa-aineksen epéitasaisesta jakautumasta ja maapal-
lon ylapuolisissa ionosfiirissé ja magnetostairissa kulkevista sihkovirroista.
Palloharmonisia funktioita tarvitaan paljon myo6s atomifysiikassa ja kvant-
timekaniikassa mm. tarkasteltaessa impulssimomenttioperaattoreita. Tekija
(—1)™ kaavassa (2.75) on vaihetekijd, joka voidaan jattdd pois tai ottaa
mukaan jo P/™:n mééritelméssé (2.74). Sen ottaminen mukaan on hyodyllisté
etenkin kvanttimekaniikan laskuissa (katso esim. Arfken).

Kootaan lopuksi Laplacen yht&lon muotoa

R(r)

oleva ratkaisu, kun 0 < r < oo:

(r,0,0) =S At Yim(0,0) + > B ™Y (0, ¢) (2.78)
Ilm Ilm
missi summaus on l
Im =0 m=-1

ja kertoimet Aj,, By, maidrdytyvit ongelman reunaehdoista.

Esimerkki. Kiertosymmetrinen tilanne

Rajoitutaan nyt tapaukseen, jossa d¢/0¢ = 0 eli ¢ = p(r, d). Téllaisia ovat
esimerkiksi pistevarauksen tai dipolin kentét. Laplacen yhtélé on nyt

1 0 [ ,0p 1 0 /. 8(,0)
i - - = —— ) = 2.
2 o (’" 67") t 25000 (Sm ag) =Y (2.79)

Toistetaan harjoituksen vuoksi edelld ollut muuttujien separointi etsimalld
ratkaisua yritteelld ¢(r,0) = Z(r)P(0), jolloin

1d [ ,dZ 1 d dP
—— — | =——=———|sinf— 2.80
Z dr (r dr) Psin6 df (Sm de) (2.80)
Yhtédlon molemmat puolet ovat yhta suuria kuin jokin vakio k£ kaikilla 7:n
ja @:n arvoilla. Nain osittaisdifferentiaaliyhtdlé on hajotettu kahdeksi taval-
liseksi differentiaaliyhtéloksi. Kulman 6 yhtdloa kirjoitettuna muodossa

1 d (. dP -
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kutsutaan Legendren yhtdloksi. Kuten edelld todettiin, fysikaalisesti kel-

volliset ratkaisut kaikilla 6 € [0, 7] edellyttavit, ettd k = n(n+1), missid n on

positiivinen kokonaisluku ja ratkaisut ovat Legendren polynomeja P, (cos 0):
1 dar

_ 29 __1In
P, (cosf) = Sl d{cos B)" [cos” 6 — 1] (2.82)

joten muutama ensimméinen P,, on

Ph =1

P, = cosf

P = % (3 cos? 6 — 1)

Py = % (5 cos® 0 — 3 cos 9)

Tarkastellaan sitten radiaalista yhtaloa

% <T2Z> =nn+1)Z (2.83)

Yrite Z,(r) = C,,r* antaa kaksi riippumatonta ratkaisua 7" ja r— "+ Ra-
diaalisen yht&lon tdydellinen ratkaisu on néiden lineaarikombinaatio

Zn(r) = Apr™ + Byr~ (D) (2.84)

ja koko Laplacen yhtélon ratkaisu kiertosymmetriassa on muotoa

o0 Bn
o(r,0) = Z%) (Anrn + 7*("—“)) P, (cosb) (2.85)

Integroimisvakiot A, ja B, on mé#ritettava reunaehdoista.

Esimerkki. Johdepallo vakiosihkdkentéssa

Tuodaan tasaiseen sihkokenttddn Eg varaamaton a-séteinen johdepallo. Joh-
de pakottaa alunperin suorat kenttéviivat taipumaan siten, ettd ne osu-
vat pintaan kohtisuoraan. Valitaan koordinaatisto siten, ettd origo on pal-
lon keskipisteessé ja z-akseli on sdhkokentdn suuntainen. Télloin ongelma
on kiertosymmetrinen. Johteen pinta on kaikkialla samassa potentiaalissa
©(a,d) = ¢o. Kaukana pallosta sdhkokentté 1ldhestyy vakioarvoa

E(r,0),—c = Epe, (2.86)
joten kaukana potentiaali ldhestyy lauseketta

o(r,0)r—00 = —Eoz+ C = —Eprcosf + C (2.87)
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Tarkastellaan sitten yhtédlon 2.85 kertoimia. Kirjoitetaan auki potenti-
aalin muutama ensimméinen termi

B B 1
o(r,0) = C+ 204 Ayrcosf + %Cosé’—i— Agr? [ (3c0s20 - 1)]
r r 2
+5 [5 (3cos?0 - 1)] T (2.88)

Kun r — oo, niin ¢ = —FEgrcos 6, joten A, = 0 kaikille n > 2 ja A; = —Fj.
Koska pallon kokonaisvaraus on nolla, potentiaalissa ei ole 1/r-riippuvuutta,
eli Byp = 0. Jaljelld olevat cos™ f-termit, joissa n > 2, ovat kaikki lineaarisesti
riippumattomissa polynomeissa P, , joten ne eivit voi kumota toisiaan pallon
pinnalla, missé ei ole f-riippuvuutta, eli B, = 0 kaikille n > 2. Jaljelle jaa

p(a,0) = o (2.89)

B
o(r,§) = C — Egrcosf + —21 cos 6 (2.90)
T

Kun r = a, cos f-termien on kumottava toisensa, joten C' = ¢q ja By = Epa®.
Reunaehdot tayttdva Laplacen yhtélon ratkaisu on siis

3E
o(r,0) = o + <ar2 0 _ Em“) cos (2.91)

Sahkokentédn E = —V¢ komponentit ovat

Oy a’
E, = ——Z=FE|1+2— 2.92
. B 0 ( + r3> cos (2.92)
10y ad\ .
Ey, = 30 = —Eq (1 — r_3> sin 0 (2.93)

Pallon pintavaraustiheys on
o =¢eE,(r =a) =3eEycos b (2.94)

Pinnalle indusoituva varausjakautuma on #:n funktio. Sen dipolimomentti
on

p = / rp(r)dV = / (ze, + ye, + ze,)(3eg Eg cos 0)r? sin 6 df de
pallo r=a
= 6ma’eyEy / e, cos’0sinfdf = drega’Ep e, (2.95)
0

Kaukaa katsottuna johdepallon osuus kentéstd on sama kuin origoon sijoite-
tun dipolin, jonka dipolimomentti on p = 4mega’Epe,.
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2.9.3 Sylinterikoordinaatisto

Tarkastellaan sitten sylinterisymmetrista tilannetta ja oletetaan liséksi, ettei
tilanne muutu sylinterin suunnassa. Nyt d¢/0z = 0 ja Laplacen yht&lo on

10 [ Op 1 0%
v or <a> T aggr =
Huom. Sylinterikoordinaatistossa 7:114 ja 6:lla on eri merkitys kuin pallo-

koordinaatistossa! Kirjallisuudessa kidytetdin usein radiaalietédisyydelle kir-
jainta p ja kiertokulmalle kirjainta ¢.

(2.96)

Laplacen yht#lo separoituu yritteelld o = Y (r)S(6):

rd [/ dY 1d%S 9
) = 22 2.97
Ydr(rdr> Sder ~ " (2.97)
missi separointivakiolle n? tulee jilleen rajoituksia kulmayhtalosti
d’s 9

Téamin ratkaisut ovat sin(n#) ja cos(n#). Jos kulma 6 saa kaikki arvot valilld
0 < 60 < 2, on oltava p(0) = ¢(0 + 27). Tésté seuraa, ettd n on kokonais-
luku, joka voidaan rajoittaa positiiviseksi. Liséiksi tapauksessa n = (0 saadaan
ratkaisu S = Apf + Cy (ehto ¢(0) = (0 + 27) ei silloin toteudu, mut-
ta pidetdén tdméakin termi mukana tédydellisyyden vuoksi). Radiaalisesta
yhtélosta tulee nyt

d ([ dY 5 ,d?Y Ay
Ry =22 — —nY =0 2.99
Tdr<rd7’) " " dr2+rdr " (2.99)
joka ratkeaa yritteelld Y = asr®
ass(s — 1)r® 4 agsr® — agnr® =0 (2.100)

Téastd saadaan s = £n. Ratkaisufunktiot ovat siis muotoa ¥ = 7" ja Y =
r~ ™. Tapaus n = 0 antaa lisiksi Y = In(r/rg). Kokonaisuudessaan ratkaisu
on
oo
o(r,0) = > (Apr™+ Byr™") (Cpsinnb + Dy, cosnb)
n=1

+ (AoIn (r/70)) (Cob + Do) (2.101)

Vakiot on jélleen selvitettévé tarkasteltavan tilanteen ominaisuuksista ja
reunaehdoista.

Huom. Jos kulmariippuvuus on rajattu johonkin sektoriin, on seké
pallo- ettd sylinterikoordinaatistossa kulmayhtaléiden separointivakioiden
arvot médritettivé tapauskohtaisesti. Esimerkiksi pallokalotin tapauksessa
paddytddan kalottiharmonisiin funktioihin, jotka ovat huomattavasti kons-
tikkaampia kuin palloharmoniset funktiot.
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2.10 Kuvaladhdemenetelmia

Laplacen yhtélon yksikésitteisyys antaa ratkaisijalle vapauden kéyttad mie-
leisidéin kikkoja ratkaisun 16ytédmiseen. Tietyissd geometrisesti yksinkertai-
sissa tapauksissa peilivarausmenetelmé on kéteva keino vélttda differenti-
aaliyhtalon ratkaiseminen. Tarkastellaan tilannetta, jossa on joko annettu
tai varausjakautumasta helposti laskettavissa oleva potentiaali ¢ (r) ja joh-
teita, joiden pintavarausjakautuma olkoon o(r). Kokonaispotentiaali on

/
o) = a(r) + o [ T (2.10)
Ratkaisuun johdesysteemin ulkopuolella ei vaikuta lainkaan, kuinka varaus
on jakautunut johteen pinnan takana, kunhan pinnalla on voimassa samat
reunaechdot. Voidaan siis ajatella, ettei kyseesséd olekaan johdekappale vaan
pinta, jonka takana on varausjakautuma, joka antaa samat reunaehdot kuin
oikea johdekappaleen pintavaraus. Vaikka tésséd rajoitutaan staattisiin va-
rauksiin johdepintojen ldhelld, kuvamenetelméé voidaan kdyttas myos ajas-
ta riippuvissa tilanteissa seké varausten ettd virtojen yhteydessé. Teknillisen
korkeakoulun Sdhkomagnetiikan laboratoriossa on kehitetty taté ratkaisutek-
niikkaa erittédin pitkélle.

Esimerkki. Pistevaraus johdetason lihelld

Valitaan johdetasoksi (y, z)-taso ja asetetaan varaus g z-akselille pisteeseen
x = d. Taso oletetaan maadoitetuksi, jolloin sen potentiaali voidaan valita
nollaksi. Toisaalta taso saadaan nollapotentiaaliin asettamalla varaus —q
pisteeseen (—d,0,0). Ratkaisujen yksikésitteisyyden vuoksi néin saadaan
oikea ratkaisu alueessa x > 0. Puoliavaruuteen x < 0 tatd menetelméii
ei saa soveltaa, koska sielld ei ole oikeasti varausta! Kokonaispotentiaali on

q 1 1 >
= — 2.103
o) = e (\r—d| r+d| (2.103)

missd d = (d,0,0). Téstéd saa suoraan sdhkokentéin

_ _q r—d B r+d
E(r) = —Vy(r) = o <‘r_d’3 ’r+d3) (2.104)

ja johteen pintavaraustiheyden

2m(d? + y? + 22)3/2

O'(y, Z) = GOE:(:LE:O = (2105)
Varaus vetdd pintaa puoleensa samalla voimalla kuin se vetéisi etédisyydella
2d olevaa vastakkaismerkkistd varausta. HT: integroi pintavaraustiheys koko
tason yli.
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Kuva 2.4: Pistevaraus johdepallon lahella.

Esimerkki. Pistevaraus maadoitetun johdepallon ldhelld

Maadoitus merkitsee téssd pallon pinnan valitsemista nollapotentiaalipin-
naksi. Valitaan origoksi pallon keskipiste, olkoon a pallon séde ja d etdisyys
origosta varaukseen ¢. Etsitéén siis potentiaali ¢(r), kun r > a reunaehdolla

p(a) =0.

Symmetrian perusteella peilivarauksen ¢’ taytyy olla suoralla, joka kulkee
varauksen ¢ ja origon kautta. Tarkastellaan tilannetta kuvan 2.4 mukaisesti
kéyttden pallokoordinaatteja. Varauksen ja peilivarauksen yhteenlaskettu
potentiaali pisteessd r on

1 q q )
— 2.1
o) = e (r—d| BTN (2.106)
_ 1 [ q N q
" dmeg L(r2 4+ d? —2rdcos§)1/2  (r2 + b2 — 2rbcos)1/2

Pallon pinnalla potentiaali on nolla kaikilla @, ¢. Sijoittamalla r = a ja aset-
tamalla 8 = 0 ja § = m saadaan peilivarauksen paikka ja suuruus

[

a
b:— q/:—

2.107
g q ( )

a
d
ja ongelma on ratkaistu.

Mikali palloa ei olisi maadoitettu, sen keskipisteeseen voitaisiin asettaa
toinen peilivaraus ¢”, joka puolestaan sovitettaisiin antamaan pinnalla oikea
reunaehto. Pallon kokonaisvaraus olisi talloin

Q=d+¢" (2.108)
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2.11 Greenin funktiot

Edella tarkasteltiin tilanteita, joissa oli joko pelkéstéddan johdekappaleita tai
johdekappaleita ja yksittaisia varauksia. Yleisessé tilanteessa voi olla annet-
tu varausjakautuma p sekd johdekappaleita, joiden pintavarausjakautuma
on tuntematon. T&lloin on ratkaistava Poissonin yht#lo

Vi =L (2.109)

€0
Tamé voidaan tehd& integroimalla varausjakautuman yli

1 p(r/) /
= d 2.11
#1(r) +47reo /V v — 1| v ( 0

ja lisdamalla tdhan Laplacen yhtélon sellainen ratkaisu o, ettéd yhteenlas-
kettu potentiaali toteuttaa reunaehdot johdekappaleiden pinnalla.

Aiemmat esimerkit ovat perustuneet hyvin yksinkertaiseen geometriaan.
Yleisemmin voidaan osoittaa, ettd Laplacen ja Poissonin yhtilot, jotka to-
teuttavat joko Dirichlet’n tai von Neumannin reunaehdot, voidaan ratkaista
kdyttiden Greenin teoreemaa (2.50) ja Greenin funktioita. T#téd varten tarvi-
taan vield kolmas Greenin kaava (GIII). Se saadaan soveltamalla GlI:ta

tapaukseen
1
P(r,r') = —— (2.111)

r-v|

missé r on jokin kiinted piste alueessa V. Muodollisesti voidaan kirjoittaa
V3(r,v') = —4nd(r — 1) (2.112)

Sijoittamalla namé Gll:een (2.50) saadaan GIII

1 1
- = d / 2 /
o) = g [ AV e

i b5 [ o~ () 2] 219

(todistus esimerkiksi CL 2.6.1 tai Jackson.)

GIII:a ei voi kéyttdd suoraan, koska siind esiintyvét sekd Dirichlet’n
ettd von Neumannin reunaehdot. Oletetaan, ettd F(r,r’) on jokin alueessa
médritelty harmoninen funktio eli funktio, joka toteuttaa Laplacen yhtalon
V2F(r,r') = 0, missé derivoidaan pilkuttoman koordinaatin suhteen. Nyt
GII antaa tuloksen

0 = —/dV’F(I‘,I‘/)VQQO(I‘/)
\%4

+7gds’ (F(r,r')&p(r/) - aF(r’r/)tp(r/)) (2.114)

on on
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Muodostetaan sitten Greenin funktio

1

T

G(r,r') = + F(r,r) (2.115)

Summaamalla (2.113) ja (2.114) saadaan tulos

o) = =4 [ VGVl
+ﬁ 72 ds’ <G(r,r/)ag(:) _ ac:g; rl)go(r’)) (2.116)

Valitsemalla F(r,r’) sopivasti saadaan téstd Poissonin yhtélon ratkaisu an-
netuilla reunaehdoilla.

Greenin funktiolla on selvisti ominaisuus
V2G(r,r') = —4né(r — 1) (2.117)

Greenin funktioiden kdytto ei rajoitu Poissonin yhtélén ratkomiseen, vaan
niilld on keskeinen osa ratkottaessa erilaisia integraaliyht&l6iti. Poissonin
lauseke potentiaalille varausjakautuman funktiona on sinélldéan poikkeuksel-
lisen yksinkertainen integraaliyht&ld.

Esimerkki. Pallon Greenin funktio

Tarkastellaan esimerkkiné pallon Greenin funktiota Dirichlet’n reunehdolla,
ettd potentiaali pallon pinnalla on tunnettu. Tall6in valitaan

1

i

Gp(r,r) + Fp(r,r') (2.118)

reunaehdolla
L i mer)] =0 (2.119)
’I‘ - I‘,’ r'eS
missé S on pallon pinta. Olemme jo aiemmin ratkaisseet identtisen ongelman
yhdelle pistevaraukselle pallon ulkopuolella ehdolla, ettd potentiaali pallon
pinnalla on nolla yhtdlossd (2.106). Sielld saatu ratkaisu on vakiota q/4meq
vaille yhtdlon (2.119) ratkaisu, joten

_ 1 a
Ce—=r = (a/r")?r]

Gp(r,r) (2.120)

misséd a on origokeskisen pallon séde. Potentiaali saadaan integroimalla

1
4dmeg

p(r) =

/ / /_i/ IGp(r,1’) ' '
/VGD(I',r)p(r)dV = TR e as (a2
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missd on V viittaa pallon tilavuuteen ja S pallon pintaan. Normaalivek-
tori n suuntautuu ulospéin siitd alueesta, jossa potentiaali halutaan laskea.
Tarkasteltaessa aluetta pallon sisidlla n = e, ja ulkopuolista aluetta tutkit-

taessa n = —e,. Ulospéin suuntautuva normaaliderivaatta on
/ 2 2
r la*—r
— - V'Gp(r, 1) = ——t———m3
a r'cS alr—r'[3lres
r2 _ g2

= — (a®> = 2ar cosy +72) 732 (2.122)

missé v on r:n ja r’:n vilinen kulma.

Sovelletaan Greenin funktiota tapaukseen, jossa pallon sisillé ei ole va-
rausta eli ratkaistaan Laplacen yhtilé reunaehdolla ¢(a) = f(r), kun r on
pallon pinnalla. Tdmé& antaa Poissonin kaavana tunnetun tuloksen

a2 _ 7,2 / f(a, 9/7 ¢/) dS,
4ra Js (a2 —2ar cosy + r2)3/2

_ “(“2_T2>/g( H(a.0,¢) Y (2.123)

47 a? — 2ar cosy + r2)3/2

p(r) =

joka ilmaisee siis potentiaalin alueen sisdlld olettaen potentiaali tunnetuksi
pallon pinnalla. Jos puolestaan halutaan tarkastella potentiaalia pallon ulko-
puolella, pintaintegraalissa normaalin suunta maéritellaédn ulospéin ja ainoa
muutos on korvata (a? —r?) — (r? — a?).
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Luku 3

Sahkokentta valiaineessa

Edellisessé luvussa tarkasteltiin séhkostaattista kenttéa tilanteissa, joissa oli
annettuja varausjakautumia tai vapaita varauksia johdekappaleiden pinnal-
la. Lahesk&dén kaikki aineet eivét kuitenkaan ole johteita. Hyvén johteen
vastakohta on ideaalinen eriste, jossa ei ole lainkaan vapaita varauksia. Aine
on kuitenkin koostunut positiivisista atomiytimistd ja negatiivisista elek-
troneista. Jos eriste asetetaan sihkokenttadn, kentté aiheuttaa voimavaiku-
tuksen eristeen rakenneosasiin. Vaikutuksen suuruus riippuu aineen mikro-
skooppisista ominaisuuksista. Eristeeseen syntyvéa makroskooppista vaiku-
tusta kuvataan eristeen erimerkkisten varausten siirtyméné toistensa suh-
teen. Aineen sanotaan télloin polarisoituneen. Sisdisen polarisoituman ja
ulkoisen kentén yhteisvaikutus on usein hyvin monimutkainen vuorovaiku-
tusketju, silld polarisoituma muuttaa puolestaan ulkoista kenttdd ja mikali
eristeen ldhelld on johdekappaleita, niiden pinnalle indusoituva varausjakau-
tuma muuttuu, mikd puolestaan muuttaa eristeeseen vaikuttavaa ulkoista
kenttéa.

3.1 Siahkoinen polarisoituma

Palautetaan ensin mieleen, ettéd sdhkostatiikka hallitaan yht&lsilla
V-E = p/ey (3.1)
VxE = 0 (3.2)
Erityisesti on huomattava, etté p sisdltda kaikk:i varaukset eikd mitédén jakoa

”vapaisiin” ja "muihin” varauksiin tarvitse tehdé. Periaatteessa polarisoitu-
va aine voidaan siis késitelld varausjakaumien avulla.

Tarkastellaan polarisoituneen aineen pienté tilavuusalkiota AV, jonka
dipolimomentti on

Ap:/ rdg (3.3)
AV

35
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Sidhkoinen polarisoituma mééritellddn dipolimomenttitiheytené

_2p

P_AV

(3.4)
Tamé& méadritelmi edellyttad, ettd AV on makroskooppisessa mielessé pieni.
Varsinaisesta raja-arvosta AV — 0 ei ole kysymys, koska tilavuusalkiossa
taytyy olla monta molekyylié, jotta polarisaatio ylipdénsi syntyisi. Makro-
skooppiselta kannalta polarisoitumaa voi kuitenkin tarkastella jatkuvana
paikan funktiona.

Polarisoituman Sl-yksikké on C/m?, joten [P] = [¢][E]. Cgs-yksikoissi

tyhjon permittiivisyys on 1/4m, joten niissé polarisoitumalla on sama yk-
sikko kuin sdhkokentallé.

3.2 Polarisoituman aiheuttaman sihkokentian
maarittiminen

Tarkastellaan pisteessi r’ sijaitsevan pienen eristealkion dV’ dipolimoment-
tia dp = PdV’. Oletetaan, ettéi korkeampien multipolien vaikutus voidaan
jattdd huomiotta. Vaihtoehtoisesti voidaan ajatella, ettd havaintopiste r on
niin etailld, ettd tdmén alkion aiheuttama sdhkoinen potentiaali saadaan
laskemalla pelkdn dipolimomentin potentiaali

_dp-(r—1) P()-(r—r1)dV’

d = = 3.5
() dmeplr — /|3 dmeglr — /|3 (35)
Kokonaispotentiaali pisteessd r on témén integraali
1 P(')  (r —1/)dV’
= 3.6
#(r) 4d7eg /Vo v — /|3 (3.6)

Mikali polarisoituma tunnetaan, potentiaali voidaan laskea téstéd suoraan.
Kéaytdnnosséd sama asia on hyodyllistéd ilmaista hieman eri tavalla. Koska

r—r v —r'|3

voidaan potentiaalin integrandi kirjoittaa

PO —v) _poy. v <#> (3.8)

R r—v
Kéayttamalla kaavaa

V' (fF)=fV - F+F.-V'f (3.9)
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saadaan

PO g (P e G

lr — /|3 r—r/| r—r/|
Tamén avulla ja soveltamalla divergenssiteoreemaa potentiaali voidaan il-
maista seuraavasti:

(r) = 1 }{ P-nds’ 1 / (=V"-P)av’
4  dmeg Js, |r—1'|  dmeo Jvy r—1/|
1 opdS’ pp dV’]
= — A1
47eg [7{5‘0 |I'—I'/|+,/VO Ir — r/| (3:11)
1 dgp

dmey J |r — 1|
missi Sy on eristeen pinta.

Potentiaali voidaan siis laskea lausekkeista, jotka muistuttavat edellisesséa
luvussa olleita avaruus- ja pintavaraustiheyden integraaleja. Taméa on kéy-
tdnnén ongelmissa usein néppéardmpi tapa laskea potentiaali kuin suora
sdhkoisen polarisoituman integraali. Suureita

op = P-n (3.12)

kutsutaan polarisaatiovaraustiheyksiksi. Niiden laatu on varaus/pinta-
ala (op) ja varaus/tilavuus (pp) ja ne aiheuttavat eristeen ulkopuolella
todellisen potentiaalin ¢, josta saadaan sdhkokenttd E = —Vp. Kyse ei
ole kuitenkaan oikeista ”vapaista” varauksista, vaan tavasta kuvata eristeen
ominaisuuksia varausjakautuman dgp avulla. Témén vuoksi polarisaatiova-
rauksia kutsutaan usein ndennéisiksi varauksiksi, mikd ei kuitenkaan tee
niille tdyttd oikeutta. Eriste on kokonaisuudessaan neutraali, joten koko-
naisvaraus

Qp:i/(—V'Pﬁﬂ”+ P.ndS =0 (3.14)
Vo S, 0

miké seuraa suoraan divergenssiteoreemasta.

3.3 Sahkovuon tiheys

Edella oletettiin eristeen polarisoituma P tunnetuksi. Todellisuudessa néin
ei yleensé ole, vaan polarisoituma syntyy vasteena ulkoiseen sdhkokenttaén.
Tarkastellaan eristettd, jonka sisélld on mahdollisesti ulkoisia (”vapaita”)
varauksia. Sovelletaan Gaussin lakia eristeen sisélla olevalla pinnalla S, joka
sulkee siséénsé niin ulkoiset varaukset kuin polarisaatiovarauksenkin:

ﬁEqMS:;@+Qm (3.15)
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missd () = > _,_;__n ¢i on ulkoisten varausten summa ja
30y

Qp:/v(—v-P)dvz—fSP.nds (3.16)

on polarisaatiovaraus. Tésséd on implisiittisesti oletettu, ettd ulkoiset va-
raukset ovat pistemaéisia. Jos eristeen sisélld olisi makroskooppisia johdekap-
paleita, niiden pinnoilta tulisi osuus polarisaatiovaraukseen @ p. Nadmé pin-
tatermit kuitenkin kumoutuisivat muutettaessa tilavuusintegraalit pintain-
tegraaleiksi.

Saadaan siis
f(eoE+P) ‘ndS=Q (3.17)
S

eli vektorin D = ¢E + P vuo suljetun pinnan ldpi on sama kuin pin-
nan sulkemaan tilavuuteen sijoitettu nettovaraus. Taté vektoria kutsutaan
sihkoévuon tiheydeksi tai sihkoiseksi siirtyméksi (electric displacement).
Kéyttamalld taas divergenssiteoreemaa ja toteamalla, ettd Q@ = [, pdV,
saadaan Gaussin laki eristeessé kirjoitetuksi differentiaalimuotoon

V-D=p (3.18)

missé p on nyt ulkoisten varausten tiheys ja kokonaisvaraustiheys on p+ pp.

Huom. Ulkoisia varauksia kutsutaan usein vapaiksi, mutta tdméi saattaa
aiheuttaa sekaannusta, silld eristeessd oleva ulkoinen varaus ei ole vapaa
samassa mielessé kuin johteen pinnalla oleva varaus.

Séhkostatiikan peruslait on nyt siis puettu muotoon

V-D = »p (3.19)

VxE = 0 (3.20)
missé

D=¢E+P (3.21)

Ftuna téssd on se, ettd ulkoinen varaus on helpommin hallittavissa kuin
polarisaatiovaraus. Kuitenkin séhkokenttd E on suure, joka loppujen lopuksi
halutaan madrittad. Siksi on vield tunnettava rakenneyhtilo P = P(E),
koska muuten yhteydestd D = ¢gE+P ei ole iloa. T4t& ongelmaa késitelldén
seuraavaksi.

3.4 Dielektrisyys ja suskeptiivisuus

Séhkoinen polarisoituma aiheutuu sédhkokentésté. Niiden riippuvuus voidaan
usein ilmaista sihkdisen suskeptiivisuuden x(E) avulla:

P = y(E)E (3.22)
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X(E) méirdytyy viliaineen mikroskooppisesta rakenteesta, johon tutustu-
taan myohemmin t#ssé luvussa. Yleisesti x(E) on tensori, jolloin polarisoi-
tuma ei valttdmétta ole samansuuntainen kuin sdhkokenttd eli eriste voi
olla epiisotrooppista. Tillaisia véliaineita ovat esimerkiksi kiderakenteet,
joissa epéisotropia aiheuttaa sihkémagneettisen aallon etenemisessé kahtais-
taittavuudeksi kutsuttavan ilmion. T&ll6in eri tavoin polarisoituneet aallot
taittuvat eri tavoin. Kahtaistaittavuutta tapahtuu myos vapaista varauk-
sista koostuvassa magnetoituneessa plasmassa. Toinen ongelmakenttd ovat
viliaineet, joissa x(E) on sdhkokentén funktio, jolloin P riippuu séihkoken-
tistd epilineaarisesti. Ta4mé ilmio esiintyy yleensd vain hyvin voimakkail-
la sdhkokentilla. Kaikissa aineissa ei edes ole suoraa relaatiota P:n ja E:n
vélilld. Ferrosdhkdisissé aineissa on polarisoitumaa myds ilman ulkoista séh-
kokenttas.

Tarkastellaan téssd kuitenkin vain isotrooppisia eristeité, joille x(E) on
skalaari ja rajoitutaan vielé lineaarisiin véliaineisiin, joille x on sdhkokentés-
ta riippumaton vakio. Téllaista véliainetta kutsutaan myos yksinkertaisek-
si. Talloin polarisoituman, sdhkokentén ja sihkovuon tiheyden vélilla val-
litsevat rakenneyhtilot

P = \E (3.23)
D = ¢E (3.24)

misséd permittiivisyys ¢ = ¢p + x. Laadutonta suuretta

€
@=—=1+2X (3.25)
€0 €0
kutsutaan viliaineen eristevakioksi, dielektrisyysvakioksi tai suhteelliseksi
permittiivisyydeksi.

Aineen eristeominaisuudet eivét salli millaisia sihkokenttia hyvéansa, silld
riittavan suuri kenttéd ajaa elektroneja ulos molekyyleisté, jolloin aine alkaa
johtaa sidhkod. Tata rajaa kutsutaan aineen dielektriseksi vahvuudeksi tai
lapilyontikestivyydeksi. Taulukossa 3.1 on joidenkin térkeiden aineiden
eristevakioita ja dielektrisid vahvuuksia. Ilma on sdhkoisesti melkein tyhjo,
siis hyvé eriste. Veden eristevakio on puolestaan suuri, mika merkitsee vah-
vaa polarisoitumista ja siten kohtuullisen hyvéa sahkonjohtokykyé polarisoi-
tumisvarausten kantamana.

3.5 Sahkokenttd rajapinnalla

Eristeet ovat usein paljon hankalampia késiteltdvié kuin johteet. Hyvéan joh-
teen ominaisuus on, ettd sen sisdinen sihkokenttd on nolla ja kaikki varaus
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Taulukko 3.1: Eristeiden ominaisuuksia. Tésséd annettu ilman lapilyonti-
kestédvyys koskee kuivaa ilmaa, muissa oloissa arvo on pienempi. Lasin suh-
teellinen permittiivisyys vaihtelee kemiallisesta koostumuksesta riippuen.

aine suhteellinen lapilyonti-

permittiivisyys kestédvyys [MV/m]
akryyli 3.3 20
eboniitti 2.7 10
kuiva ilma 1.0006 4.7
lasi 5-10 15
kova paperi 5 15
eristyspaperi 5 30
posliini 5.5 35
tislattu vesi 81 30

kertyy pinnalle. Eristeet sen sijaan polarisoituvat ja erilaiset eristeet polari-
soituvat eri tavoin. Eristeongelmissa joudutaan usein tarkastelemaan kent-
tien ominaisuuksia eri eristeiden tai eristeiden ja johteiden rajapinnoilla.

Tarkastellaan tilannetta kahden yksinkertaisen (lineaarinen, isotroop-
pinen, homogeeninen = LIH) eristeen rajapinnalla ja oletetaan rajapin-
ta makroskooppisessa mielessé ohueksi. Taméa tarkastelu voidaan ulottaa
myds epdhomogeenisiin eristeisiin, jos eriste voidaan kuvata eri eristevakiol-
la varustettuina kerroksina. Toinen eriste voi olla my&s tyhjo, jonka permit-
tiivisyys on €g eli ¢, = 1. Merkitdén véliaineita indekseilld 1 ja 2 ja olkoon
o pintavaraustiheys rajapinnalla. Tarkastellaan pientd sylinterinmuotoista
"pillerirasiaa”, jonka kannet ovat eri véliaineissa (kuva 3.1).

|
|
|
D, | D,
AS, ng : o
|
5 D, | 1
L /| >
|
o
as, Do

Kuva 3.1: ”Pillerirasia” kahden véliaineen rajapinnalla ja siéhkévuon tihey-
den ”taittumiskulmien” mééritelma.
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Sovelletaan Gaussin lakia

]fD-ndsznl.n1A51+D2.n2A52+ ]4 D-ndS=0Q (3.26)

vaippa

Annetaan pillerirasian korkeuden lihestyé nollaa. T#lloin integraali vaipan
yli on nolla ja pillerirasian sisélla oleva varaus on pintavaraus kerrottuna
pinta-alalla: Q = 0 AS, missid AS = AS7 = ASs. Koska ny = —ny, voidaan
kirjoittaa reunaehto sihkévuon tiheyden normaalikomponentille

(DQ — Dl) ‘Np =0 (327)

tai
Dgn — Dln =0 (328)

Mikéli kahden eristeen rajapinnalla ei ole ulkoista varausta, séhkoévuon ti-
heyden normaalikomponentti on jatkuva rajapinnan lapi.

Huom. Koska eristeet polarisoituvat, ylldoleva tarkastelu on tehtévé ni-
menomaan sdhkoévuon tiheydelle, ei siéhkdkentélle.

Myos séhkostaattiselle kentélle 16ytyy reunaehto rajapinnalla. Koska E =
—Vp, niin viivaintegraali

7(E dl=0 (3.29)

pitkin mitéd tahansa suljettua silmukkaa. Sovelletaan tatd suorakulmaiseen
silmukkaan ABCD eristeiden rajapinnalla. Olkoot rajapinnan suuntaiset
sivut AB ja C'D kumpikin eri véliaineessa ja pituudeltaan Al. Viliaineesta
toiseen kulkevat sivut BC' ja DA oletetaan hévidvan lyhyiksi. Talloin

fE-dI:(Eg—El)-Alzo (3.30)
joten

Eoy = Ent (3.31)

eli sihkokentin tangentiaalikomponentti on jatkuva rajapinnan yli. Tamé
tulos on voimassa riippumatta mahdollisesta pintavarauksesta.

Lasketaan sitten vektorin D taittuminen rajapinnalla tapauksessa o = 0.
Olkoon o7 "rajapinnalle tulevan” vektorin D ja ni:n vélinen kulma ja ao
"rajapinnalta ldhtevdn” vektorin Dg ja ng:n vélinen kulma. Koska viliaineet
on oletettu yksinkertaisiksi, niin

D1t = e1Ey 5 Doy = eoFoy (3.32)

Talloin
tanag Doy Dip _ e2Ey € €

= = = 3.33
tanay  Dop D1y eBEiy e € (3:33)
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Séhkovuon tiheysvektori taittuu siis poispdin normaalin suunnasta mentéies-
sd huonommasta parempaan eristeeseen. Tdmé on sukua aaltojen taittumi-
selle eri viliaineiden rajapinnalla, johon tutustutaan luvussa 11.

Tarkastellaan sitten potentiaalin reunaehtoa rajapinnalla. Oletetaan jal-
leen o = 0, jolloin Dg,, = D1y, ja €r2€0E2y = €r1€0E1y,. Koska E,, = —0¢/0n,

tulee reunaehdoksi

6()02 8S01
o2 = € —— 34
62(9” 61()71 (33)

Téaman liséksi ¢ on jatkuva reunan yli. Tama ndhd&én tarkastelemalla kahta
pistettd r1 ja ro reunan molemmin puolin. T&ll6in

T2
/ E-dl‘:ng—gDQ — 0 (335)
r1

kun r; ja ro ldhestyvit toisiaan eri puolilta rajapintaa silld fysikaalisella
oletuksella, ettd sdhkokenttd on &ddrellinen rajapinnalla.

3.5.1 [Eristepallo sihkokentéssa

Yksinkertaisessa viliaineessa D = €E, joten V-E = p/e. Siis ainoa muodolli-
nen ero edellisten lukujen késittelyyn on korvata ey — €. Useissa kdytadnnon
ongelmissa eristeessi ei ole ulkoista varausta, joten VZ¢ = 0 koko eristeess.
Tarkastellaan esimerkkind a-séteisté eristepalloa homogeenisessa sihkoken-
tassd Eg. Ratkaisumenetelmé on samanlainen kuin johdepallon tapauksessa.
Valitaan alkuperiinen sihkokentté z-akselin suuntaiseksi Eg = Epe,, joten
tdmin potentiaali on ¢ = — Fyr cos 6, minké on oltava ratkaisu kaukana pal-
losta. Asetetaan pallo origoon ja todetaan, etté tilanne on kiertosymmetri-
nen z-akselin suhteen: ¢ = ¢(r,0). €, on vakio eristeessd ja € = ¢y muual-
la. Systeemissé ei ole ulkoisia varauksia, joten p = 0 kaikkialla ja Lapla-
cen yhtélo on voimassa eristeessé ja sen ulkopuolella. Kirjoitetaan ratkaisu
jalleen vyohykeharmonisten funktioiden sarjana (2.85)

o0

o(r,0) = Z (Anr” + Bnr_(”+1)> P, (cos @) (3.36)
n=0

Merkitdén termejd pallon ulkopuolella (r > a) indeksilld 1 ja sisdpuolella
(r < a) indeksilla 2. Eta#lla pallosta ratkaisu ldhenee alkuperéistéd potenti-
aalia —FEyr cos 6, joten pallon ulkopuolella

Aln:(), kunn22; AH:—EO

jolloin

p1 = Z Bi,r~ "V P, (cos 0) — Egr cos 6 (3.37)

n=0
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Pallon sisélld potentiaalin on oltava &irellinen origossa, joten kaikki ker-
toimet By, ovat nollia ja sisdratkaisu on muotoa

@2 =Y Agr"Py(cos) (3.38)

n=0

Kéaytetdan sitten potentiaalin reunaehtoja rajapinnalla. Ensinnékin poten-
tiaalin on oltava jatkuva ¢1(a,0) = pa(a, ), joten

B B B
—Egacosf + =2 +%COSG+%P2(COSG)+...
a a a

= Agg+ Agjacost + Agzang(cos 0)+... (3.39)
Toisaalta potentiaalin derivaatalle on reunaehto

0p1(r,0) _. Opa(r,0)

or

josta seuraa

B 2B
—Eocosﬂ—%—k 1
a

3 B2
0+ ———P 0
3 cos 6 + " »(cos 6) +

= €, A21 cos O + 2¢, AggaPy(cos ) + . .. (3.40)

Koska Legendren polynomit muodostavat ortonormaalin kannan, kunkin P,,-
termin tidytyy toteuttaa yhtdlot erikseen. Nyt molemmat yhtilst (3.39) ja
(3.40) toteutuvat vain, jos As, = 0 ja By, = 0 kaikilla n > 2. Yhtélon (3.40)
ainoa cos f:sta riippumaton termi on Bjy = 0, joka sijoitettuna yhtaloon
(3.39) antaa Agg = 0 ja jaljelle jé& yhtalopari

B
~Eoa+—5 = Asa (3.41)

a

2B
—Ey — agn = &An (3.42)

joiden ratkaisuna saadaan
3E0 €p — 1 3

Ay = ———; = E 3.43
21 6 +2° 11 6 +2 0a ( )

Kaiken kaikkiaan ratkaisu pallon ulkopuolella on

e —1a?
p1(r,0)=—11-— P =3 Eorcos 6 (3.44)
ja pallon sisélla
wa(r,0) = — Eorcosf = — 5 Eyz (3.45)

€+ 2 €+ 2
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Pallon sisélla on vakiosidhkokentta

3
Es =
€ + 2

Eo (3.46)

miké on erona johdepalloon, jossa varaukset jakautuvat pinnalle siten, ettéa
sisélld ei ole kenttdd. Koska €, > 1, niin kentté eristeen sisdlld on pienempi
kuin ulkopuolella. Jos eriste on jonkin verran siahkoéd johtavaa vettd (e, =
80 — 90), on pallon sisdkenttd muutama prosentti ulkopuolisesta kentésté.

Séhkovuon tiheydelld ei ole ldhteitéd, vaan kaikki kenttéviivat jatkuvat
pallon ldpi (HT: piirrd kuva). Sitdvastoin polarisoitumisesta johtuva pin-
tavarauskate aiheuttaa sen, ettd sdhkokent&lld on ldhteitd ja nieluja pallon
pinnalla ja osalla kenttéviivoista pédd on pallon pinnalla. Tadmén seurauk-
sena kenttédviivat eivit myoskédidn ole kohtisuorassa pallon pintaa vastaan.
Tamé osoittaa, ettd polarisaatiovarauksen kutsuminen ”n#iennéiseksi” on
kyseenalaista.

3.5.2 Pistevaraus eristepinnan lidhella

Tarkastellaan tilannetta, jossa zy-taso jakaa avaruuden kahteen homogee-
niseen eristealueeseen: (z > 0,€1) ja (¢ < 0,€2). Asetetaan varaus g pis-
teeseen (0,0,d) alueeseen 1. Tehtdvéini on laskea potentiaali koko avaruu-
dessa. Oletetaan, ettei rajapinnalla ole ulkoisia varauksia.

Tehtdvan voisi ratkaista suoraan Poissonin yhtéloa kidyttiden, mutta hel-
pommalla padstdin kuvalihdemenetelméin avulla. Maadoitetun johdetason
tapauksessa ongelma ratkesi peilikuvavarauksella —q pisteessi (0,0, —d).
Eristeenkin tapauksessa potentiaali alueessa 1 voidaan yrittdid esittdd va-
rauksen ¢ ja jonkin alueessa 2 sijaitsevan kuvavarauksen ¢’ avulla. Sivistynyt
arvaus on sijoittaa kuvavaraus pisteeseen z = —d, jolloin potentiaali alueessa
1 on sylinterikoordinaateissa lausuttuna Poissonin yhtdlon toteuttava

1 q q
)

"k VErGoaE  verGrap O

¥1 (Ta Z)

Kiertosymmetrian vuoksi kannattaa kayttas sylinterikoordinaatistoa, mutta
tehtavi ratkeaa sujuvasti my0Os karteesisessa koordinaatistossa.

Alue 2 on eriste, joten johdetilanteesta poiketen siellikin on kentté. Kos-
ka alueessa 2 ei ole varauksia, potentiaali toteuttaa sielld Laplacen yhtélon.
Ainakin laskennallisesti kelvollinen ratkaisu alueessa 2 saadaan alueessa 1 si-
jaitsevan kuvavarauksen ¢” avulla, joka viisaasti sijoitetaan pisteeseen z = d.
Télloin potentiaali alueessa 2 on

1 q//
T dmey JrZ ¥ (z — d)?

pa(r, 2) (3.48)
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Mikali kuvavarausten suuruudet saadaan sovitettua siten, ettd reunaeh-
dot toteutuvat, niin ongelma on ratkaistu. Reunaehtojen mukaan siahkévuon
tiheyden z-komponentti on jatkuva rajapinnalla (ei pintavarausta) samoin
kuin sdhkokentidn r-komponentti. Jalkimméinen on yhtépitdvéaa sen kanssa,
ettd potentiaali on jatkuva. Néin saadaan yhtélopari

q _ q/ — ql/
1 ! 1 /!
—(q+4d) = —q (3.49)
€1 €2
Kuvavaraukset ovat siten
q/ _ €2 — €1
€2 + €1
262
1
= 3.50
€2 + €7 7 ( )

HT: laske polarisoitumaan liittyva varaustiheys aineiden rajapinnalla. Jos
véliaine 2 on johde, niin ratkaisu saadaan muodollisesti asettamalla ey déret-
tomiksi, jolloin potentiaali alueessa 2 hividi ja ¢ = —q.

Viimeistddn reunaehtoja sovellettaessa tuli selviksi, ettd kuvaldhteet
kannatti sijoittaa nimenomaan pisteisiin z = —d ja z = d. Paikkariippu-
vuudet supistuvat silloin reunaehtoyhtéaloista kokonaan. Kannattaa muistaa,
ettd kuvaldhteet ovat vain kuvitteellisia apuvélineité, jotka eivit oikeasti si-
jaitse missddn. Kun ratkaisu on 16ydetty, kuvaldhteet voidaan unohtaa ja
todeta suoraan saaduista lausekkeista, etté kaikki vaadittavat yhtélot reu-
nachtoineen toteutuvat.

3.6 Molekulaarinen polarisoituvuus

Tarkastellaan yksinkertaista véliainetta, jossa yksittdisen molekyylin dipoli-
momentti p,, on verrannollinen polarisoivaan sihkokenttidan E,,:

Pm = agE,, (351)

Suuretta o kutsutaan polarisoituvuudeksi (yksikko m?). Oletetaan lisiksi,
ettei molekyylilla ole pysyvéa dipolimomenttia. Tavoitteena on lausua mole-
kyylin polarisoituvuus makroskooppisesti mitattavien suureiden avulla.

Ensimméinen ongelma liittyy polarisoivaan sidhkokenttéén: se on kentté,
jonka aiheuttavat kaikki ulkoiset ldhteet ja véliaineen polarisoituneet mole-
kyylit lukuunottamatta tarkasteltavaa molekyylid itsedén. Kuinka kentté
E,, mé#ritetddn? Luonnollinen ajatus on poistaa makroskooppisesti pieni,
mutta mikroskooppisesti suuri palanen ainetta tarkasteltavan molekyylin
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Kuva 3.2: Sahkokentdn madrittaminen erilaisissa onkaloissa.

ymparilté ja laskea kentté jdljelle jadvéssia onkalossa. Kentté tarkasteltavan
molekyylin kohdalla on silloin

E,=E+E, +Epq (3.52)

Téssd E on keskimédrédinen kenttéd koko kappaleessa, E;, onkalon pinnan po-
larisaatiovarauksen aiheuttama kentté ja E,cq on onkalossa olevien kaikkien
muiden molekyylien aiheuttama kenttd. Aivan tarkasteltavan molekyylin
kohdalla on siis otettava huomioon aineen yksityiskohtainen mikroskoop-
pinen rakenne.

Kenttd E,.q on nolla esimerkiksi sddnnollisen kuutiohilan hilapisteissé,
jos molekyylien dipolimomenttivektorit ovat identtisid (HT). Samoin voidaan
olettaa E,.q nollaksi nesteissé ja kaasuissa, joissa molekyylit ovat tédysin
satunnaisesti jakautuneita. Useista molekyylityypeistd koostuvissa aineissa
se voi kuitenkin poiketa nollasta. Jatkossa oletetaan, ettd E,eqr = 0.

Pulmallista on vield se, ettéd polarisaatiokenttd K, riippuu onkalon muo-
dosta (kuva 3.2). Jos onkalo on kapean suorakaiteen muotoinen ja sen pitké
sivu on makroskooppisen kentin E suuntainen (a), niin sdhkokenttd on
onkalossa sama kuin véliaineessa kentén tangentiaalikomponentin jatkuvuu-
den perusteella. Jos suorakaidetta kddnnetdin 90 astetta (b), niin onkalos-
sa By = E 4 P/¢p sihkovuon tiheyden normaalikomponentin jatkuvuuden
vuoksi (pinnoilla on polarisaatiovarausta, mutta ei vapaata varausta).

Luonnolliselta tuntuva vaihtoehto on olettaa onkalo palloksi (c). Nyt
kentta onkalossa saadaan vihentdmélla tasaisesti polarisoituneen pallon kent-
td kentdstd E. Voidaan kayttdd hyviksi analogiaa tilanteeseen, jossa ta-
saisesti polarisoituneen pallon sisélld on vakiokenttd —P/(3¢p) (HT), ja
onkalossa E,;, = E4+P/(3¢p). Tamé on jonkinlainen vélimuoto suorakaiteen
muotoisten onkaloiden kentista.

Nyt voidaan laskea polarisoituma suoraviivaisesti. Jos molekyylien luku-
maéadriatiheys on n, niin polarisoituma on méiritelmédn mukaan P = np,,,
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joten
P = naeg(E + P/(3ep)) (3.53)

Toisaalta P = (¢, — 1)¢E, joten saadaan Clausiuksen ja Mossottin yhtilo

gz el (3.54)
n(e. +2)

jossa €, ja n ovat makroskooppisia suureita. Voidaan esimerkiksi mitata
kaasun €, ja n, jolloin saadaan « laskettua. Jos polarisoitumismekanismi on
samanlainen myo0s nesteessé, voidaan tunnettujen tiheyksien avulla ennus-
taa nesteen suhteellinen permittiivisyys. Néin saadaan varsin hyvid tuloksia
esimerkiksi aineille C'Sy, O ja C'Cly. Vedelle tulisi vastaavalla tavalla ennus-
teeksi negatiivinen permittiivisyys, joten pysyvasti polarisoituneelle aineelle
esitetty malli ei pade.

Useimmilla eristeilld E,, menee nollaan E:n mukana. Joissain tapauksis-
sa on olemassa pysyvéé polarisaatiota Py, jolloin E:n ollessa nolla

P
E,=-"2 (3.55)
3€0
Téllin noy
PO = ’I’LO&G()Em = ?PO (356)
joten nollasta poikkeava pysyvé polarisaatio edellyttas, etté
no
— =1 3.57
. (357)

Téamé ehto on varsin tiukka ja useimmille materiaaleille na/3 < 1, joten
ne kayttaytyvat kuten tavalliset eristeet. Jotkin kristallirakenteiset kiinteét
aineet kuitenkin toteuttavat ehdon ja niitd kutsutaan ferroelektrisiksi mate-
riaaleiksi. Esimerkiksi BaTiOs on ferroelektristé alle 120° C:n lampdétilassa
(aiheesta enemmin Feynman Lectures, osa II, luku 11-7).

Pysyvésti polarisoitunut kappale (elektretti) on kestomagneetin sihkoi-
nen vastine. Se eroaa kuitenkin magneetista ratkaisevasti, koska elektretin
pinnalle "sataa” véihitellen véliaineesta varauksia, jotka neutralisoivat po-
larisaatiopintavarauksen.

Ferroelektrisyydelle ominainen pysyvé polarisoituvuus aiheuttaa hyste-
reesi-ilmion. Kun aine on kerran polarisoitu tasolle P, niin polarisaatio ei
katoa vietdessi sihkokenttéd nollaan, vaan vasta selvéisti nollan alapuolella.
Kasvatettaessa negatiivista sihkokenttéd polarisaatio saavuttaa uudelleen
uuden tason — P, josta ei puolestaan pédsti eroon kasvattamalla sihkokentté
nollaan, vaan kenttdéd on kasvatettava riittdvan paljon nollan ylédpuolelle.
Siten polarisaation ja sdhkokentédn vilinen relaatio ei ole yksikésitteinen.
Vastaavaan ilmioon tutustutaan myohemmin ferromagnetismin yhteydessa.
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Luku 4

Sihkostaattinen energia

Voiman, tyon ja energian késitteet ovat keskeisid kaikessa fysiikassa. Sahko-
ja magneettikenttid mitataan voimavaikutuksen kautta. Kun voima vaikut-
taa varaukselliseen hiukkaseen, se tekee tyotéd ja hiukkasen energia muut-
tuu. Kuten mekaniikassa, myds elektrodynamiikassa energia voidaan jakaa
liike- ja potentiaalienergiaan. Sdhkostaattinen energia on potentiaaliener-
giaa. Kun varaus q siirtyy pisteestd A pisteeseen B sidhkostaattisessa kentés-
sd, kenttd tekee tyon

B B B
W:/ F-dl:q/ E-dl:—q/ V- -dl=—q(ep —va) (4.1)
A A A

Tyo6n ja energian SI-yksikkoé on joule (J), joka on sama kuin wattisekunti
(Ws). Ty6 on myds varaus kertaa sidhkoinen potentiaali, jonka yksikkoé on
CV tai elektronivoltti (eV). Koska elektronin varaus on 1,6022-1071° C, on
leV =1,6022-10719 J.

4.1 Varausjoukon potentiaalienergia

Varausjoukon sdhkostaattisella energialla tarkoitetaan systeemin potenti-
aalienergiaa verrattuna tilanteeseen, jossa kaikki varaukset ovat déarettémén
kaukana toisistaan. Energia saadaan laskemalla yhteen ty6, kun kukin varaus
tuodaan yksitellen paikalleen varausjoukkoon. Koska alunperin tarkastelta-
vassa systeemissé ei ole varauksia, ensimméiinen varaus ¢; saadaan pisteeseen
r; ilman tyotd, Wi = 0. Toisen varauksen ¢o tuominen merkitsee tyontekoa
voimaa F = qiri/4meg|ri|® vastaan, joten varauksen sijoittamiseksi pis-
teeseen ro on tehtava tyota

_ N9
471'607"21

(4.2)

49
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Kolmannelle varaukselle

q1 q2
Wa = 4.3
3 1 (47‘(’607“31 + 471'607“32) ( )

ja niin edelleen kaikille N kappaleelle varauksia. Koko systeemin sédhkostaat-
tinen energia U on

7j—1

U= iwj z_; Z ik (4.4)

j=1 47T6[)7“Jk

Summaus voidaan jirjestdd uudelleen muotoon

1N (L, gjar
U=y () (45)
j=1

i Ameork

missd 3" merkitsee, ettéd termit j = k jétetéisin pois. Energia voidaan siis
ilmaista varaukseen j vaikuttavien kaikkien muiden varausten potentiaalin

al q
0j = 19k (4.6)
P dmeor g,
avulla:
1N
=52 %% (4.7)
j=1

4.2 Varausjakautuman sihkostaattinen energia

Tarkastellaan seuraavassa jatkuvia varausjakautumia. Osan varauksista ole-
tetaan olevan johteiden pinnalla ja liséiksi systeemissé saa olla eristeitd, mut-
ta ne on oletettava lineaarisiksi. Syy tdhén on, ettd epélineaarisilla eristeilld
varaussysteemin kokoaminen riippuu tiesté, jota pitkin varaukset tuodaan
ddrettomyydesta tarkastelualueeseen.

Oletetaan, etté osa systeemisté jo koottu. Tll6in uuden alkion dq tuomi-
nen nollapotentiaalista systeemiin vaatii tyon

SW = ¢'(r)dq (4.8)

Kokonaisty6 ei riipu tavasta, jolla varaukset tuodaan paikoilleen. Voidaan
ajatella, ettd kaikkia varauksia siirretdan vuorotellen véhén kerrallaan, ja
merkitaan kullakin hetkelld osuutta koko matkasta «:lla. Mielivaltaisella het-
kelld varausjakautumat ovat siis ap(r) ja ao(r) ja siirrokset ovat dp = p(r)da
ja 00 = o(r)da. Lopullinen energia saadaan integroimalla

U= /da/ ardV+/ da/ as (4.9)
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Kaikki varaukset ovat joka hetki saman suhteellisen etédisyyden pééssé lo-
pullisesta sijoituspaikastaan, joten ¢'(a;r) = ap(r), missi ¢(r) on lopulli-
nen potentiaali pisteessd r. Tamén avulla a-integrointi on laskettavissa ja

U= % /V () (r) dv+% /S o(r)e(r) dS (4.10)

Téssé tilavuuden V' taytyy olla niin suuri, etté se siséltdd kaikki ongelman
varaukset.

Jos koko tarkasteltava tila on eristetté, jonka permittiivisyys on €, saadaan
potentiaali laskemalla

1 p(r) av’ 1 o(r)'ds

= —_— 4.11
#(r) v dme |r —r/| 5 4dme |r —1/| (4.11)

Jos taas systeemissé on useita erilaisia eristeitéd, on huomioitava oikeat reu-
naehdot rajapinnoilla.

Johdekappaleet on kéytéannollista kisitelld erikseen, silld niiden varaus
on kokonaan pinnoilla S; ja johteen potentiaali on vakio:

1 1
U="Z= dS = ~0:p; 4.12
9 /S]' oy 2Q](p] ( )

Varausjakautuman sdhkostaattinen energia on kaiken kaikkiaan

1 1 1
U=1[ ppav 7/ 5+ -3 Q0; 4.13
Q/V/w +5 /.00 +2;Qg% (4.13)
missé viimeinen termi on summa yli kaikkien johdekappaleiden ja pintain-
tegraali on rajoitettu eristeiden pintoihin. Energian lausekkeen voi péételld
myds suoraan yleistdmaélla diskreettien varausjakautumien tulokset jatkuville
jakautumille.

Huom. Koska johdekappaleen pinnalla on suuri mé#rd varauksia, ei
johdekappaleita summattaessa kappaleen omaa osuutta (itseisenergiaa) voi-
da jattdsa huomiotta, kuten tehtiin yksittdisten varausten tapauksessa edel-
lisessé luvussa. Pistevarausten itseisenergia voidaan jattda huomiotta makro-
skooppisissa tarkasteluissa, mutta aikoinaan muotoiltaessa kvanttitason elek-
trodynamiikkaa téstd aiheutui ongelmia.

4.3 Sidhkostaattisen kentin energia

Edelldoleva tarkastelu edellyttdéd potentiaalin tuntemista koko systeemissé.
Usein tunnetaan kuitenkin sdhkokenttéd ja halutaan méarittdd sen avulla
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sihkostaattinen energia. Varaustiheydet voidaan ilmaista sdhkévuon tihey-
den avulla seuraavasti. Eristeissd p = V - D ja johteiden pinnalla ¢ = D - n.
Téallsin
Uzl/tpV-DdV—i—l/(pD-ndS (4.14)
2J)v 2 /s

Tilavuusintegraali lasketaan alueessa, jossa V - D # 0 ja pintaintegraali on
johteiden pintojen yli. Muotoillaan tilavuusintegraalin integrandia kirjoit-
tamalla pV-D =V - (¢D) — D - V. Téssd oikean puolen jalkimmé&inen
termi on +D - E ja ensimméisen termin tilavuusintegraali voidaan muuttaa
Gaussin lauseen avulla pintaintegraaliksi, jolloin saadaan

_1 <pD-n’dS+1/D-EdV+1/g0D‘ndS (4.15)
2 Js+s 2 J)v 2 Js

Tésséd pinta S + S” on koko tilavuutta V rajoittava pinta, joka muodostuu

johteiden pinnoista S ja tilavuuden V ulkopinnasta S’. Molemmissa tapauk-

sissa n’ osoittaa ulospéin tilavuudesta V. Viimeisen integraalin n puolestaan

osoittaa johdekappaleista ulospéin eli tilavuuden V sisédén. Integraalit joh-

dekappaleiden yli kumoavat siis toisensa.

Osoitetaan vield, ettéd pinnan S’ yli laskettava integraali hivii, kun pin-
ta viedsdin kauas varausjakautumasta. Kaukana ¢ oc 1/r ja D(r) o 1/72.
Olkoon nyt S” pinnan S’ sisééinsé sulkeva R-séteinen pallo. T#ll6in on ole-
massa darellinen suure M, jolle

1 M ATR’M 1
—oD-n'dS </ —dS=—""x=—0 4.16
5/290 n '_ g 3 R3 OCR—> ( )
kun R — oo. Niinpé energiaksi jaa
1
U:—/D-EdV (4.17)
2 Jv

Téssé V on koko avaruus siséltéden myos johdekappaleet, joiden sisélla E = 0.
Lausekkeen integrandi on sdhko6staattinen energiatiheys

1
u = §D ‘E (4.18)
Koska on oletettu lineaarinen véliaine, tdmé voidaan kirjoittaa myos
1 1 D?
— ZeE? = 4.19
YT T o (4.19)

Huom. Sovellettaessa tétd formalismia systeemiin, jossa on pistevarauksia,
niiden a#reton itseisenergia on vihennettdva eksplisiittisesti.

Toinen tapa johtaa tulos (4.18) on esitetty yksityiskohdittain CL:n lu-
vussa 5.2. Siind ldhdetdén liikkkeelle varausjakautumasta p(r) ja oletetaan
sithen pieni héirio dp. Hairioon liittyy tyo

5U = /V 5p(r)p(r) dV (4.20)
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Kuva 4.1: NaCl-kiteen poikkileikkaus.

jasiirtymékenttd 0D, jolle V-(6D) = dp, joten osittaisintegroimalla lauseket-
ta (4.20) saadaan

5U = / (V- 6D)pdV :/ E-sDdV (4.21)
1% 1%
Nyt voidaan kirjoittaa muodollisesti
D
U:/dV/ E.sD (4.22)
14 0
missé integrointi D:n suhteen riippuu integroimistiesté. Yksinkertaiselle véli-

aineelle

E-6D = - §(E-D) (4.23)

N =

joten

U:l/E-de (4.24)
2 Jv

Téssé on oletettu, ettéd tarkasteltava systeemi on mekaanisesti jiykké, joten
yksinkertaisellekin viliaineelle energiatiheyden lauseke (4.18) on vain ap-
proksimaatio. Epélineaarisille véliaineille energia on laskettava suoraan lau-
sekkeesta (4.22). Tama liittyy jélleen hystereesi-ilmiton.

Esimerkki. Ionikiteen sidhkostaattinen energia

Tarkastellaan tavallista ruokasuolaa (NaCl, kuva 4.1). Kokeellisesti tiede-
té#n, ettd suolan hajottaminen Na™ ja Cl™-ioneiksi vaatii energiaa 7,92 eV
molekyylid kohti. Lasketaan, onko tdmé& sama kuin yhden molekyylin sdhko-
staattinen potentiaalienergia kaikkien muiden suolakiteen ionien kentéssa.
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Yhden Na™-ionin potentiaalienergia on

1Y eq;
Ulziz : (4.25)

= drmegr;

missd ¢; on te (e = alkeisvaraus) ja r; on kunkin ionin etéisyys origoon si-
joitetusta NaT-ionista. N voidaan turvallisesti olettaa ddrettoméiksi makro-
skooppisille kiteille. Koska halutaan yhden molekyylin potentiaalienergia U,
on laskettava summa U = 2U;:

= €q;
U= 4.26
; dmegr; ( )

Rontgendiffraktiokokeista tiedetédn, ettd ionit ovat kuutiohilassa, jossa
kuution sivun pituus a on noin 2,82 - 1071% m. Koska €%/ (4mega) =~ 5,1 eV,
niin suuruusluokan puolesta ollaan oikeilla jéljilla. Energian lauseke voidaan
kirjoittaa summana

2

e o
U= >

4mega
m,n,p=-—00

(_ 1)m+n+p

e — (4.27)
missé ei pidd ottaa mukaan termid m = n = p = 0. Numeerisesti saadaan
U= —1,747¢? /(4mepa) ~ —8,91eV. Tamé on hieman liian suuri arvo, koska
edelld ei otettu huomioon hyvin ldhelld toisiaan olevien ionien vélilla vallitse-
vaa poistovoimaa. Sen vaikutus pienentdd molekyylin hajottamiseen tarvit-
tavaa energiaa. Liséiksi pieni korjaus tulisi ottamalla huomioon kidevéarédhte-
lyistéd johtuva liike-energia.

Esimerkki. Eristekappaleen energia

Tarkastellaan tilannetta, jossa muuten tyhjéssé avaruudessa on varausjakau-
man po(r) aiheuttama sihkokenttia Eg. Tuodaan avaruuteen yksinkertaisesta
aineesta muodostuva eristekappale Vi (permittiivisyys €;) siten, ettd alku-
periisen kentdn Eg aiheuttava varausjakauma ei muutu. Ennen eristekap-
paleen tuontia sdhkdstaattinen energia on

1
Wo = / Eo - Do dV (4.28)
missd Dy = ¢gEg. Kappaleen tuonnin jilkeen energia on

1
lei/E-DdV (4.29)

Energioiden erotus W = W; — Wy voidaan kirjoittaa muotoon

W:%/(E~D0—D-EO) dV+%/(E+EO)-(D—D0) dv  (4.30)
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Jalkimmaéisessé integraalissa voidaan kirjoittaa E4+Eg = —V . Integrandik-
si tulee osittaisintegroinnin jélkeen lauseke ¢V - (D — Dg). Tdmé on nolla,
koska alkuperdinen varausjakauma pg oletetaan muuttumattomaksi. Ener-
gian muutos on siis

W:%/(E-DO—D-EO)dV (4.31)

Huomataan vield, ettd integroimisalue on ainoastaan V7, silla sen ulkopuolel-
la D = ¢yE. Integrandiksi tulee siis —%(61 —€¢))E-Eg = —%P -Eq polarisoitu-
man méaéritelmén perusteella. Ulkoiseen kenttédan Eg tuodun eristekappaleen
energiatiheys on siten w = — %P-EO. Tuloksen avulla voidaan péaétella, mihin
suuntaan kappale pyrkii lilkkumaan (HT).

4.4 Sahkokentidn voimavaikutukset

Séhkokenttd médriteltiin alunperin operatiivisesti sen voimavaikutuksen
kautta. Tarkastellaan nyt, kuinka sdhkostaattisesta energiasta voidaan joh-
taa voimavaikutus. Oletetaan systeemi eristetyksi ja kaikki sen energia sahko-
staattiseksi energiaksi. Voiman F tekemé ty0 systeemin pienessé siirroksessa
dr on

dW =F -dr (4.32)
Koska systeemi on eristetty, tdmé tyo on tehtdva sdhkostaattisen energian
U kustannuksella

dW = —dU (4.33)

Niisté seuraa, ettd voima on energian gradientin vastaluku
F=-VU (4.34)

Jos voima puolestaan kiertdd systeemié kulman d@ verran (vrt. vékipyord),
tehty tyo on
dW =1 -d0 (4.35)

missd T on viadntdmomentti, joka saadaan siis energian negatiivisena gradi-
enttina kiertyméakulman suhteen

ou

Koska systeemi on eristetty, gradientit lasketaan olettaen varaus @) vakioksi.

Kéaytannosséd sdhkostaattiset systeemit eivét useinkaan ole eristettyjé,
vaan muodostuvat esimerkiksi johdekappaleista, jotka pidetédén kiintedssé
potentiaalissa ulkoisen energialdhteen (pariston) avulla. Siirtykéén osa sys-
teemisté jilleen sdhkoisten voimien vaikutuksesta. Nyt

AW = dW,, — dU (4.37)
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Kuva 4.2: Eristepalkki levykondensaattorin sisalla.

missd dW; on paristosta perdisin oleva tyd. Johdekappaleiden energia on
U = (1/2) 3 ¢;Q;. Koska ulkoinen paristo pitdd johdekappaleet samassa
potentiaalissa saadaan

1
dU = 5 > @;dQ; (4.38)
J

Toisaalta paristosta saatava ty6 on yhtd suuri kuin ty6, joka tarvitaan siir-
tdmédn varauksen muutos d(@); nollapotentiaalista johdekappaleen potenti-
aaliin

AWy =) 9;dQ; (4.39)
J
joten
dWy = 2dU (4.40)
eli nyt voima on
F=(VU), (4.41)

missé alaindeksi ¢ viittaa siihen, ettd ulkoinen energialdhde pitdd johdekap-
paleiden potentiaalit vakioina siirroksen dr ajan.

Esimerkki. Levykondensaattorin sisélld olevaan eristepalkkiin vai-
kuttava voima

Olkoon kondensaattorin levyjen sisélld koko kondensaattorin tayttiava eris-
tepalkki, jonka permittiivisyys on e (kuva 4.2). Kondensaattorin levyjen
etdisyys on d, niiden pituus L ja leveys w. Ulkoinen virtaldhde pitda kon-
densaattorin jénnitteen vakiona Ag. Lasketaan, kuinka suuri voima vetia
palkkia kondensaattoriin.

Kondensaattorissa on seké ilmassa etté eristeessi sama sihkokenttd £ =
Ap/d, joten sen energiasisélté on

1
U=— / eE?dV (4.42)
2 v
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jattamalla kondensaattorin reunavaikutukset huomiotta. Systeemin energia
kuvan tilanteessa on

U(z) = % <A(f>2wxd+ %0 <d>2w(L —z)d (4.43)

Voima

U  e—e (Dp)? -1 9
= — = w = eo B wd 4.44
v ox 2 d 2 (4.44)
osoittaa kasvavan x:n suuntaan vastustaen ulosvetamistia. HT: miten taméan
voi selittdé eristepalkkiin indusoituvien varausten avulla?

4.5 Maxwellin jannitystensori sihkostatiikassa

Tutustutaan lopuksi tyylikkédseen tapaan laskea voimavaikutukset jénnitys-
tensorin avulla. Oletetaan, ettd muuten tyhjéssé avaruudessa on staattinen
sihkokenttd E ja dérellisessd alueessa V' varausjakautuma p. Alueeseen V
vaikuttava kokonaisvoima on Coulombin lain mukaan

F— /V p(r)EdV = /V £(r)dV (4.45)

missé f = pE = ¢y(V - E)E on voimatiheys eli voima tilavuusalkiota kohti.
Jélleen kerran pyritdéin muuttamaan tilavuusintegraali pintaintegraaliksi.

Todetaan ensin, etté

1
fo= eo(gﬁx(Eﬁ) + 0y(EyEy) + 0.(E.Ey) — BEy0yEy — E,0,E;)  (4.46)

Koska siéhkostaattinen kenttd on pyorteeton eli V x E = 0, niin

0zEy = 0yEy,0yE, = 0,E,,0,E, = 0, (4.47)
Saadaan .
fo = €0(0.(F? - 5132) + 0y(EyEy) + 0.(E.E,)) (4.48)

ja vastaava tulos muille komponenteille (HT).

Vektorilaskennasta tunnetaan divergenssiteoreeman sukuinen tulos

/ Vi dV = / n ¢ dS (4.49)
v v
Témén avulla saadaan kokonaisvoiman z-komponentiksi

1
P, = / Fo(0)dV = e / (ne(B2 = SB?) + ny By B, + n.B.E,) S (4.50)
1% S
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ja koko vektoriksi
1
F= /(60(n ‘E)E — 5eonE2) ds (4.51)
S

Alueeseen V' vaikuttava kokonaisvoima F voidaan siis korvata vain alueen
pintaan S kohdistuvalla pintavoimalla F°, jonka pintatiheyden £ kompo-
nentti ¢ on

3
£ =2_Tyn; (4.52)
j=1
missd on méadritelty Maxwellin jinnitystensori
1 2
Tij = eo(EiEj — 50,5 E) (4.53)

Voimatiheys voidaan esittdd tensorin divergenssini

3
fi=> 0T (4.54)
j=1

Mekaniikasta muistetaan, ettd voimien F ja FS ekvivalenssin toteamisek-
si on vield osoitettava niiden momenttien yhtédsuuruus mielivaltaisen pis-
teen suhteen. Toisin sanoen on néytettiavé, ettd N = [, r x f dV on sama
kuin N¥ = [yr x f9 dS. Laskennallisesti suoraviivainen todistus perustuu
jdnnitystensorin ja permutaatiosymbolin kdayttoon (HT). Jénnitystensoriin
palataan magnetostatiikassa analogisella tavalla ja se tulee vastaan myos
liikkemédran sailymislain yhteydessa.

Esimerkki. Johdepalloon vaikuttava sihkdstaattinen voima

Asetetaan ohut johtava pallonkuori (sdde a) homogeeniseen sihkokenttdin
Ej. Osoitetaan, ettd kentdn suuntaan vastakkaisia pallonkuoren puolikkaita
repii eri suuntiin voima F' = %WeoaQEg.

Séhkokenttd méaritettiin jo luvussa 2. Pallon pinnalla séhkokentélld on
vain radiaalinen komponentti E,(r = a) = 3E cos §. Harjoitustehtédvana on
osoittaa jannitystensorin avulla tai muulla tavalla paattelemélld, ettd staat-
tisessa séhkokentéissé olevaan johdekappaleeseen vaikuttava kokonaisvoima
on

F—2 / o EdS (4.55)
2Js

missé og on varaustiheys johteen pinnalla S. Symmetrian perusteella pallon
ylempéén puoliskoon (0 < 6 < m/2) vaikuttava voima on z-akselin suun-
tainen (Flie,) ja alempaan puoliskoon (7/2 < 6 < 7) vaikuttava voima on
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F_ = —F.. Koska pallon pinnalla o5 = ¢yE,(a), niin

1 2m /2 9
F, = /ez-geoEf(a)erdS = gEOEgaQ/ dqb/ dfsin 6 cos® 6 = lweoaQEg
0 0
(4.56)
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Luku 5

Staattinen magneettikentti

5.1 Sahkovirta

Nykyaikana sdhkovirta lienee tutumpi ilmié kuin sdhkévaraus. Todellisuu-
dessa varauksia ja virtoja ei oikeastaan voi kisitelld erikseen. Edellisissa
luvuissakin sdhkovirta on ollut implisiittisesti esilld monta kertaa. Kun va-
raukset jéarjestaytyvét johdekappaleen pinnalle, systeemissé kulkee virtaa, ja
sdhkovirran avulla paristo pitdé edellisen luvun esimerkissd kondensaattorin
jénnitteen vakiona. Samoin termit ”johde” ja ”eriste” viittaavat kappaleiden
kykyyn kuljettaa sahkovirtaa.

Tarkastellaan joukkoa varauksellisia hiukkasia, joiden varaus on ¢, luku-
mé#dritiheys n ja nopeus v. Sdhkovirta I m#éritelldin annetun pinnan lépi
aikayksikossé kulkevan varauksen maarané

I =dqQ/dt (5.1)
Olkoon dS jokin pintaelementti. Sen lapi kulkeva virta on

ngvdt -ndS

dl =
dt

=pv-ndS =J-dS (5.2)

misséd J on virrantiheys.

Sahkovirran SI-yksikko on ampeeri A = C/s. Virrantiheys on virta pinta-
alan lipi, joten sen yksikké on A/m2. Sl-yksikoissd sidhkovirran yksikko
otetaan perussuureeksi ja kaikki muut sédhkoéiset yksikot voidaan ilmaista
ampeerin, metrin, kilogramman ja sekunnin avulla.

Virrantiheys on samankaltainen vuosuure kuin séhkévuon tiheys D tai
pian mééariteltdva magneettivuon tiheys B. Fysikaalinen vuo tarkasteltavan
pinnan lépi saadaan integroimalla vuon tiheys pinnan yli.
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5.1.1 Jatkuvuusyhtalo

Virrantiheys ja sdhkdvaraus liittyvét ldheisesti toisiinsa. Tarkastellaan sul-
jetun pinnan S ldpi alueeseen V' tulevaa virtaa (n osoittaa ulospéin)

I:—j{J.ndS:—/v-JdV (5.3)
S 1%

Taméan taytyy olla yhté suuri kuin varausten tilavuuteen V tuoma sdhkévirta

d
1= dQdt =5 /VpdV (5.4)

Oletetaan tilavuus kiinteéksi, jolloin aikaderivaatta voidaan viedé integraalin
sisdan. Koska p on seké ajan ettéd paikan funktio, kokonaisderivaatta muut-
tuu osittaisderivaataksi

dp
I=[ = .
/V 5 WV (5.5)
joten

/V (Op/Ot+V -J) dV =0 (5.6)

Koska tdmén taytyy olla voimassa kaikilla tilavuuksilla, saadaan virralle
jatkuvuusyhtils
Op/ot+V-J=0 (5.7)

Mikali varaustiheys on ajasta riippumaton eli V -J = 0, sdhkdovirralla ei ole
ldhteitd tai nieluja ja siten kaikki virtaviivat sulkeutuvat. Téllaista virtausta
kutsutaan stationaariseksi.

Huom. Jatkuvuusyht&lé on suora seuraus kokonaisvarauksen séilymis-
laista eikd edellyté kiinteén tilavuuden tarkastelua (yleisempi johto: CL 6.1).

5.1.2 Ohmin laki

On kokeellinen tosiasia, ettd vakioldmpotilassa olevissa metalleissa sdhkovirta
riippuu lineaarisesti sihkokentésté:

J=0E (5.8)

Téamé& on Ohmin laki ja sen verrannollisuuskerroin ¢ on johtavuus. Kéy-
tdmme séhkonjohtavuudelle yleisen tavan mukaan samaa symbolia kuin
aiemmin pintavaraukselle. o on kirjallisuudessa yleisin merkinta ja jos jou-
dumme jossain kirjoittamaan molemmat suureet, eroteltakoon ne vaikka-
pa kirjoittamalla pintavaraukselle og. Jéilleen on tirkedd oppia lukemaan
vhtéloiden takana olevaa fysiikkaa eiké niinkéddn opetella kaavoja ulkoa!

Lineaarinen Ohmin laki on voimassa tavallisille aineille, ellei sihkokentti
ole kovin suuri. Se ei kuitenkaan ole samanlainen fysiikan peruslaki kuin



5.1. SAHKOVIRTA 63

Taulukko 5.1: Aineiden resistiivisyyksia. Johtavuus on resistiivisyyden kdan-
teisluku. Vertailun vuoksi mainittakoon, etté taulukossa 3.1 lueteltujen eris-
teiden resistiivisyydet ovat tyypillisesti suurempia kuin 108Qm. Vesi on
poikkeus, silld sen resistiivisyys on noin 5000 m, joten sité voidaan pitédé
myds johteena.

aine resistiivisyys

1078 Om
alumiini 2.65
grafiitti 1375
hopea 1.59
konstantaani 50
kulta 2.35
kupari 1.67
nikkeli 6.84
rauta 9.71
sinkki 5.92
volframi 5.68

Maxwellin yhtdlot, vaan samantapainen rakenneyhtélé kuin D = €E, jon-
ka yksityiskohtainen muoto ja jopa olemassaolo riippuvat véliaineen omi-
naisuuksista. On olemassa epélineaarisia véliaineita, joissa o on sihkdkentén
ja mahdollisesti myods magneettikentéin funktio. Jos sdhkokentté on riittavin
suuri, niin véliaine kuin véliaine alkaa kayttaytya epélineaarisesti.

Johtavuuden kddnteislukua n = 1/0 kutsutaan ominaisvastukseksi eli
resistiivisyydeksi. My06s sen merkintd vaihtelee kirjallisuudessa. On térkedd
erottaa ”ominaisvastus” (engl. resistivity) ja ”vastus” (resistance). Johta-
vuuden SI-yksikko on [o¢] = (A/m?)/(V/m) = A/(Vm), joten ominaisvas-
tuksen yksikoksi tulee Vm/A. Toisaalta V/A on tuttu vastuksen yksikko
ohmi (Q), joten ominaisvastuksen yksikké on Qm ja johtavuuden Q~'m~!
= S/m, missi on otettu kiyttoon yksikko siemens. Siemensin sijasta ohmin
kédnteislukuna esiintyy kirjallisuudessa usein mho. Taulukossa 5.1 luetellaan
joidenkin hyvien johteiden resistiivisyyksié.

Tarkastellaan séhkovirran ja jannitteen vélistd yhteytta ohuessa homo-
geenisessa suorassa virtajohdossa, jonka péaiden vililld on jénnite Ay ja jon-
ka johtavuus on o. Johteessa sdhkokentéllé ei ole komponenttia kohtisuoras-
sa johtoa vastaan, koska tdmé aiheuttaisi jatkuvan sdhkovirran joko johtoon
tai siité pois ja johdon pinnan varautumisen. Koska systeemi on homogeeni-
nen ja suora, sihkokenttd on sama koko johdossa, joten Ay = El, missé [ on
johdon pituus. Ohmin lain mukaan johdossa kulkee virta, joka mielivaltaisen



64 LUKU 5. STAATTINEN MAGNEETTIKENTTA

poikkileikkauspinta-alan A 1dpi on

cA

I:/J-ndS:JA:
A l

AN (5.9)
ja olemme l6yténeet sdhkovirran ja jannitteen vilisen Ohmin lain. Verran-
nollisuuskerroin on vastus (resistanssi) R = [/(cA), jonka SI-yksikko on siis
ohmi. Tdmé&n avulla voimme johtaa koulufysiikasta tuttuja yhteyksié, kuten
tyon, jonka sihkokentti tekee siirtdessdin varauksen () potentiaalieron U
lipi: W = QU ja sitd vastaavan tehon P = UI = RI? = U?/R. Témin
tehon sanotaan hividvin materiaalin Joulen lammityksené.

5.1.3 Johtavuuden klassinen selitys

Tarkastellaan johteessa nopeudella v liikkuvaa varauksellista hiukkasta (va-
raus ¢, massa m) klassisen mekaniikan mukaisesti. Sihkokentédssd E hiukka-
nen kiihtyy voiman ¢E vaikutuksesta. Olkoon kyseessé lineaarinen ohminen
johde, jossa sdhkokenttd aiheuttaa tasaisen virrantiheyden J. Hiukkaseen
tdytyy vaikuttaa toinenkin voima, joka kumoaa sdhkokentdn aiheuttaman
kiihtyvyyden. Jos jarruttava voima on mekaanisen kitkan kaltainen eli ver-
rannollinen hiukkasen nopeuteen, niin liikeyht&lo on

. —gE — 1
mo =4q Gv (5.10)

missé G on vakio. Alkuehdolla v(0) = 0 saadaan ratkaisuksi
v(t) = %E (1 — e~ Ct/m) (5.11)

Tédmén mukaan hiukkasen nopeus ldhestyy kulkeutumisnopeutta vy = ¢E/G
eksponentiaalisesti e %7 aikavakion 7 ollessa

T =m/G (5.12)

Sijoittamalla tdmé vg:n lausekkeeseen Ohmin laki voidaan kirjoittaa

J=ngvg="1"Tg (5.13)
m
joten
o =ng*r/m (5.14)

missd n on hiukkasten lukumé&aratiheys. Jos virrankuljettajia on useampaa
laatua, niin

2
2T,
o= Z T (5.15)
7
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Kohtuullisen hyvilld johteilla metalleista puolijohteisiin 7 voidaan tulki-
ta johtavuuselektronien keskimé&iraiseksi tormiysajaksi. Matkaa, jonka
johtavuuselektroni kulkee keskiméérin torméysten vélilld kutsutaan keski-
méérdiseksi vapaaksi matkaksi [,,r, ja se on

lmfp =vrT (516)

misséd v on elektronien terminen nopeus. Sen on oltava paljon suurempi
kuin vy, silld muutoin 7 tulisi riippuvaiseksi sihkokentésté eika viliaineella
olisi en## lineaarista Ohmin lakia. Useimmilla metalleilla vy ~ 10% m/s ja vg
yleensi alle 1072 m/s. Metalleilla I,,, fp 10~% m huoneenlimmossd, joten
7 ~ 10~ 5. Puolijohteilla relaksaatioaika voi olla kertalukua suurempi, mut-
ta joka tapauksessa sdhkovirta reagoi kdytannossé vélittomésti sihkokentéan
muutokseen. Tdmén vuoksi ennen Maxwellia kentdnmuutosvirtaa (0D/0t)
ei ollut havaittu misséén koetilanteessa.

5.1.4 Samoilla yhtil6illa on samat ratkaisut

Ohmin laki on siis rakenneyhtéls kuten E:n ja D:n vélinen yhteys. Analogia
menee pidemmaéllekin. Stationaarisen virtauksen jatkuvuusyhtdlo V -J =0
on samaa muotoa kuin V - D = 0 tai yksinkertaisen viliaineen tapauksessa
V - E = 0. Niinp4 stationaarisen sdhkévirran virtaviivat voidaan méaarittasa
ratkaisemalla Laplacen yhtédlo samoilla menetelmélla kuin edellisisséd luvuis-
sa. Ensin on etsittdva sopivat reunaehdot virrantiheydelle. Tarkastellaan esi-
merkkind johdetta, jossa on toisesta johdeaineesta koostuva pitka sylinte-
rinmuotoinen este. Kaukana sylinteristéd sihkokenttd on kohtisuorassa sylin-
terin akselia vastaan.

Merkitéén sylinteria (sisdalue) alaindeksilld ¢ ja johdetta (ulkoalue) alain-
deksilla u. Sylinterin akseli on z-akseli ja sylinterin side a. Kaukana siahko-
kenttd on vakio Fge,. Koska V - J = 0, reunaechdoksi saadaan J,, = Ji,
(vrt. sihkovuon tiheys) eli

ouwEun = 0iEin (5.17)
eli
o; ac,;ff = Uu% (5.18)
sylinterin pinnalla r = a. Toisaalta potentiaali on jatkuva, joten
pula, ) = ¢i(a,0) (5.19)

Kaukana sylinteristd virta on héiriintyméton, joten

¢ = —FEgrcosf ,kun r — oo (5.20)
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Tehd&dén origossa ja kaukaisuudessa hyvin kayttaytyvét ratkaisuyritteet
(vrt. luku 2.9.3)

w; = Arcosf (5.21)
Bcosf
r

oy = —FEgrcosf+ (5.22)
Téssé on rohkeasti arvattu, ettéd vain cosf:aan verrannolliset termit tulevat
kyseeseen, silla ainoastaan ne kytkeytyvét ulkoiseen kenttaén. Nyt reunaeh-
dot antavat

Bcosf
Aacosf® = —FEpacosf+ o8 (5.23)
a
Bcos
oiAcos = oy (—Eg cosf) — C(;S ) (5.24)
a
Saadaan kertoimet A ja B
—20
A = “F, 5.25
0 + oy 0 ( )
B = 227 %pa? (5.26)
0 + 0y

ja ongelma on yksikésitteisesti ratkaistu.
Jos sylinteri on hyvé eriste (o; — 0), niin kaikki virta kiertdé sen, jolloin

2

Joa
Ju=J0- "5

(cosfe, +sinbeg) (5.27)

Sahkovirran virtaviivat kiertdvét esteen siististi. Ongelma on analoginen
kokoonpuristumattomassa nestevirtauksessa (V - V = 0) olevan sylinterin-
muotoisen virtausesteen kanssa. Laplacen yhtélon ratkominen on varsin yleis-
patevda menetelmi fysiikassa (Feynman lectures, osa 2, luku 12-1: ” The same
equations have the same solutions”.).

5.2 Magneettivuon tiheys - Biot’n ja Savartin laki

Magnetismin olemassaolo on tunnettu kauan, mutta sen yhteys sdhkdon
loytyi vasta vuonna 1820, kun Orsted havaitsi, ettd sihkovirta aiheuttaa
magneettikentdn. Magneettikenttd mééritelldin voimavaikutuksen kautta
samaan tapaan kuin sihkokenttd. Pian Orstedin kerrottua havainnoistaan
Ampeére julkaisi mittaustuloksensa, joiden mukaan kahden virtasilmukan,
joissa kulkee virrat I ja I, vililld vaikuttaa voima

dl dl —
Fo = @1112]{ f 2 X [dh (r23 a) (5.28)
4 c1Je2 lrg — 1|
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Téma on siis virtasilmukkaan 2 vaikuttava voima (vrt. Coulombin laki). Kos-
ka Sl-yksikoissd madritellddn pg/4m = 1077 N/A2 tdmén voiman mit-
taus varsinaisesti mééarittelee ampeerin, josta saadaan coulombi ja muut
sihkoopin Sl-yksikot. Magneettivuon tiheyden Sl-yksikkoé on tesla (T =
Ns/Cm = N/Am) ja magneettivuon yksikks weber (Wb = Tm?). Koska esi-
merkiksi maapallon magneettikenttd maan pinnalla vaihtelee valilla 30000—
60000 nT, on tesla useissa sovellutuksissa varsin suuri yksikko.

Voiman lauseke voidaan kirjoittaa muodossa
FQ = I2 dlg X B(I'Q) (529)
Cc2

missé
Ho dly x (rg —rq)
=21 I St

B =
(r2) A7 " Jor |ra—1)?

(5.30)
on silmukan C1 synnyttdm# magneettikenttd (oikeammin magneettivuon
tiheys) pisteessi ra, joka on silmukassa C2. Tétd kutsutaan Biot’n ja
Savartin laiksi tai myos Ampeéren ja Laplacen laiksi (kunnia kuulunee
kaikille). Se voidaan yleistdd jatkuvalle virrantiheydelle korvaamalla I dl —
JdV ja korvaamalla lenkki-integraali tilavuusintegraalilla. Integrandi on nol-
lasta poikkeava vain alueessa, jossa J # 0, joten

o [IE) x@E-1)
B = = [ ————=dV 5.31
o = 2 f P~ (5:31)
Niin voimme laskea magneettikentén mielivaltaisesta virtajakautumasta sa-

maan tapaan kuin staattisen sihkokentdn annetusta varausjakautumasta.

Kokeellinen tosiasia on, ettd kaikki magneettikentéit voidaan antaa vir-
tajakautumien avulla. Suoraviivaisella laskulla ndhddén (HT), ettd

V-B=0 (5.32)

joka on Coulombin lain jilkeen toinen laki Maxwellin yhtéloiden joukossa
ja ilmaisee, ettd ei ole olemassa erillisid kentéin B ldhteitd tai nieluja eli
magneettisia napoja (magneettisia monopoleja). Tamé merkitsee myos sité,
ettd magneettikentén kenttéviivoilla ei ole alku- eiké loppupéété vaan kaikki
kenttaviivat sulkeutuvat.

Magneettikentidksi kutsumamme suure B on siis oikeammin magneet-
tivuon tiheys, jonka SI-yksikko tesla (T) vastaa yhden weberin (Wb) suu-
ruista magneettivuota neliometrin lapi: magneettivuo ® pinnan S lépi on

o — / B . dS (5.33)
S
Jos pinta on suljettu,

@:}{BdS:/V-BdV:O (5.34)
S |4
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Ay
& x (ry—1)
o
a
0
Y > >
<>
' dx X

Kuva 5.1: Suoran virtajohtimen aiheuttaman magneettikentédn laskeminen.

eli magneettivuo suljetun pinnan lidpi on nolla. T&ta4 voi havainnollistaa
epatdsmalliselld toteamuksella, ettd jokaisesta avaruuden alueesta ldhtee
yvhtd paljon magneettikentdn kenttéaviivoja kuin niitéd sinne tulee.

Magneettikentéin ldhteettomyys on puhtaasti kokeellinen laki eiké sille
ole mitdén teoreettista tai matemaattista valttaméattomyytta. Itse asiassa
modernit sihkoisté, heikkoa ja vahvaa vuorovaikutusta yhdistavéit yhtenais-
kenttédteoriat mahdollistavat magneettisten monopolien olemassaolon. Ne
voidaan periaatteessa ottaa klassisestikin mukaan kirjoittamalla V-B = p,,,
misséd p,, on magneettinen varaustiheys. Téhén ei kuitenkaan ole mitédin
syytd, koska emme havaitse monopolien vaikutuksia klassisen elektrody-
namiikan puitteissa.

Esimerkki. Pitkin suoran virtajohtimen aiheuttama kentti

Olkoon johdin z-akselilla ja lasketaan magneettikentti pisteessi ra y-akselilla.
Merkitéén dl = dze, ; r1 = xe, ; ro = aey, jolloin dl x (ro —r1) = adzre,.
Biot’n ja Savartin lain suoraviivainen kiytt6 antaa

+
B(rs) ol / dl x (I‘Q —ry) wol /OO adx o
Tr = _ _— = — -
2 At Jo o |ra—r3 47 (22 +a2)3/2 7°
+0oo
_ tola x _ pol
o dm | a?(a? 4 2?)1/? % T ome* (5:35)

Jos virtajohde on &érellisen mittainen, magneettikenttéd on oheisessa kuvassa
maééritellyn kulman 6 funktio

L T I b2
= FO% e 1 (“cost) (5.36)

B(ry) = -0 -
(ra) e @+ 2?12 dra
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Téssé kiytettiin karteesista koordinaatistoa, missé suunnan e, maéraé tar-
kastelupisteen paikka. Lukiosta muistetaan, ettd magneettikenttd kiertédd
suoran virtajohteen ympéri oikean kéden kiertosd&nnon mukaisesti. Kaytta-
malld sylinterikoordinaatistoa, missé positiivinen z-akseli on virran suun-
tainen ja ey on atsimutaalikoordinaatin yksikkovektori (siis eri kulma kuin
ylldolevassa kuvassa), magneettikenttéd on

B(rs) = XL, (5.37)

2ma

Esimerkki. Ympyrinmuotoisen virtasilmukan kentti ympyréin kes-
kipisteen ldpi kulkevalla akselilla

Olkoon ympyrian side a ja tarkastellaan kenttédd ympyrédn tasoa vastaan
kohtisuorassa olevalla keskipisteen kautta kulkevalla z-akselilla. Olkoon e,-
vektorin suunta virtaan ndhden oikean k&den sd&nnén mukainen. Nyt

B(I‘Q) _ /L()I/CdIX(I'Q—I‘l)

41 |I'2*I'1|3
27

ol a® df B pola®

T/ Frapr s = e %)
0

Jos ympyroitd on useampia, kuten kelassa, on jokaisen osuus summattava.

Esimerkki. Helmholtzin kela

Helmholtzin kela muodostuu kahdesta N-kertaisesta silmukasta, joiden kes-
kipisteet ovat samalla z-akselilla. Olkoot kelojen sdteet a ja etdisyys 2b.
Té&lloin kenttd z-akselilla kelojen vélissé etdisyydella z toisesta kelasta on

Npola® 1 1
B.(z) = Mg {(z2+a2)3/2+ [(Qb_z)2+a2]3/2} (5.39)

Helmholtzin keloja kéytetdin tuottamaan suhteellisen homogeeninen mag-
neettikenttd rajoitettuun alueeseen. Tdmén tapainen systeemi on Nurmijar-
ven geofysiikan observatoriossa, jonka testilaboratoriossa voidaan esimerkik-
si kumota maapallon kenttd pienessé alueessa.

Tarkastellaan magneettikentéin derivaattaa z-akselilla. Kun z = b, niin
dB,/dz = 0. Myés toinen derivaatta on nolla téssi pisteessd, jos 2b = a.
Asettamalla siis kelat niiden sdteen etiisyydelle toisistaan, on kenttd pis-
teen z = a/2 ympéristossid mahdollisimman homogeeninen. Itse asiassa kol-
maskin derivaatta hévidid ja kentdn epidhomogeenisuus ilmenee vasta Tay-
lorin sarjan neljdnnessé termisséa

(z —a/2)* d*B,
24 dz*

B.(z) = B)(a/2)+
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~ B.(a/2) l1 - % (Z . /2> ] (5.40)

5.3 Amperen laki

Tarkastellaan stationaarista virtaa, siis V-J = 0. Lasketaan magneettikentén
roottori ldhtien Biot’'n ja Savartin laista

V x B(r) = V x {Z_; /V W dV’} (5.41)

Roottori kohdistuu paikkavektoriin r. Kun se vieddén integraalin sisédén ja
kirjoitetaan ristitulot auki, niin saadaan

/

V x B(r) = X0 /V [J(r’) (v : ’ri) — I vi] AV’ (5.42)

 4n r—1/|3 v — /|3
Muistetaan kaava

r—r 5 1

joten integraalin ensimméinen termi on poJ(r).

Jilkimmaéisessd termissi voidaan r — r’:n antisymmetrisyyden vuoksi
vaihtaa derivointi tapahtuvaksi r’:n suhteen vaihtamalla merkki. Koska jil-
kimméinen termi siséltdd V:n ja (r —r’):mn vélisen dyaditulon, kisitelldén se
(r — r’):m komponentti kerrallaan. Muokataan z-komponenttia kaavalla

' —x - -
J-V’izv’(J ,)— =V J 5.44

PR =P - (5:44)
Oikean puolen jalkimmaéinen termi on nolla oletuksen V - J = 0 perusteella.
Jéljella oleva tilavuusintegraali voidaan muuttaa pintaintegraaliksi

! /
/| Ju)d /:fJu.dS/ 4
/VV < v —r'|3 v s |r—r'3 (5.45)

T&dmé&n on oltava voimassa pinnan valinnasta riippumatta, joten pinta voi-
daan siirtdd virtajakautuman ulkopuolelle eli integraalin on oltava nolla.
Sama pétee kaikille komponenteille, joten jéljelle on jédnyt Ampéren laki
differentiaalimuodossa

V x B = pupJ (5.46)

Integraalimuotoon Amperen laki saadaan kaytamailld Stokesin lausetta muo-
dossa

/VxB-ndS:j{B-dl (5.47)
S C
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joten
j{B-dl:uo/J~ndS:uol (5.48)
C S

Siis suljettua lenkkié pitkin integroitu magneettivuon tiheys on g kertaa
lenkin 1api kulkeva kokonaisvirta. Tatd tulosta kutsutaan Ampeéren kier-
tosddnnoksi (vrt. sdhkostatiikan Coulombin laki). Sen avulla voi laskea
suoraan magneettikentéin sopivissa symmetrisissi tapauksissa (esim. suora
virtajohdin tai ympyrésilmukka). Integraaleissa on muistettava, etté pinnan
S normaalivektori n méérittelee oikeakitisesti kayrdalkion dl.

Esimerkki. Kentti toroidikdimin sisdlla

Tarkastellaan toruksen ympérille kierrettyd kadmid (N kierrosta). Sisélld
kenttd on symmetriasyisti B = B(r)ey , missé ¢ on toruksen keskipistetts
kiertdva kulma ja r etéisyys toruksen keskipisteesté toruksen siséllé olevaan
pisteeseen. Sovelletaan Amperen kiertosddntod pitkin r-séteistd ympyréd
toruksen sisalla:

j{ B-dl = B(r)2nr = poNI (5.49)
C
joten
poNT
B = .
5 €6 (5.50)

Toroidin ulkopuolella magneettikentté on nolla, silld geometrian perusteella
B = B(r, z)ey ja lenkin lipéisevi virta on nolla.

5.4 Virtasilmukan magneettimomentti

Tarkastellaan virtajohdinta, joka muodostaa suljetun silmukan C'. T&ll6in
koko silmukkaan vaikuttaa voima 5.29

F :f IdlxB (5.51)
C

Kokonaisvirta ei riipu paikasta, joten se voidaan siirtdd integraalin ulko-
puolelle, samoin magneettikentti, mikéali se on vakio:

F:—IBx%dI:O (5.52)
C

Siis vakiomagneettikentéissé virtasilmukkaan vaikuttava voima on nolla.

Silmukka-alkioon vaikuttava vaantomomentti on

dr =r xdF =1Ir x (dl x B) (5.53)
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joten koko silmukalle
Tszrx(mxB) (5.54)
c

Oletetaan jélleen, ettd magneettikenttéd on vakio. Kirjoitetaan ristitulo auki
kaavalla r x (dl x B) = (r - B)dl — (r - d1)B. Télloin

T:I?{(r-B)dl—IB%r-dl (5.55)
c c
Jalkimméinen integraali muuntuu Stokesin lauseella muotoon §r - dl =

J5(V xr)-dS = 0. Ensimméinen integraali muuntuu puolestaan yleistetyll
Stokesin lauseella muotoon

fanmmz/dszyB) (5.56)
C S
Koska B on vakio, niin V(r - B) = B, joten
TzI/dSXBzI(/dS)XB:IAxB (5.57)
S S

missé pinta-alavektori S voidaan kirjoittaa yleistetyn Stokesin lauseen avulla

S:/nwzlfrxﬂ (5.58)
s 2 Jc

Tuloa IS kutsutaan silmukan C magneettimomentiksi
1
m:IS:—Iy{rxdl (5.59)
2 Jo
Téaméin avulla vaintomomentti on

T=mxB (5.60)

Siis vaikka silmukkaan ei kohdistukaan voimaa, joka kiihdyttéisi silmukkaa
kokonaisuutena, sithen kohdistuu vaantomomentti, joka pyrkii kddntdméaan
silmukan pintaa kohtisuoraan magneettikenttéis vastaan. Tata kaytetddn
hyvéksi esimerkiksi avaruusalusten asennonséitojéarjestelmissa.

5.5 Magneettikentin potentiaaliesitys

5.5.1 Vektoripotentiaali

Koska magneettikenttd on ldhteetén, V - B = 0, se voidaan ilmaista vek-
torikentén roottorina

B=VxA (5.61)
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Vektoripotentiaali A ei ole yksikésitteinen, silld olipa f miké riittdvan
siisti skalaarikenttd hyvénsd, niin V x (A +Vf) =V x A.

Vektoripotentiaali voidaan ilmaista virran avulla lihtemaéllé jélleen Biot’n
ja Savartin laista

B(r) = 42 /V de’ (5.62)

Integrandi voidaan kirjoittaa muotoon

J(') x (r —1') I XV 1

(5.63)

r— P rr]

Sovelletaan tihin kaavaa V x (fG) = fVxG—-G x V. Nyt VxJ(r') =0,
koska V ei operoi r’:uun, joten integrandiksi tulee

J(r’)x(r—r’)__ v 1 _ U« J(r")
e = XV =Y <’r_r,‘) (5.64)

V voidaan siirtdé r’:n suhteen laskettavan integraalin ulkopuolelle, joten

B(r) = V x {“0/ J(r/),| dV’} (5.65)

A7 Jy |r —r
eli )
Mo r '
Alr)="— .
(r) pm /V T dv (5.66)
Kirjoittamalla A komponenttimuodossa
Ho Ji(r/) /
Ai(r) = — d .
()= /V oV (5.67)

nihdiian, ettd komponentit A; ovat matemaattisesti samaa muotoa kuin
sihkostaattisen potentiaalin lauseke

o) = — /V P (5.68)

 dmeg Jy v — /|

joten jokaiselle komponentille erikseen ja siten koko vektorille on voimassa
Poissonin yht&lo
VA = —pod (5.69)

Koska toisaalta
o =VxB=Vx(VxA)=V(V-A)- VA (5.70)
vektoripotentiaalin on toteutettava ehto

V(V-A) =0 (5.71)
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Usein vektoripotentiaali valitaan siten, ettd V - A = 0, mik4 itse asiassa
toteutuu edellé, jos J poikkeaa nollasta vain aérellisessd alueessa.

Séhkostatiikassa skalaaripotentiaali helpottaa laskuja olennaisesti. Vek-
toripotentiaali on monimutkaisempi, mutta silti kdyttokelpoinen monessa
tilanteessa. Vektoripotentiaali on myo6s hyodyllinen sdhkémagneettisiin aal-
toihin ja séteilyyn liittyvisséd ongelmissa ja keskeinen apuviline elektrody-
namiikan teoriassa, relativistisissa tarkasteluissa ja kvanttielektrodynamii-
kassa.

5.5.2 Multipolikehitelméi

Vektoripotentiaali voidaan esittdd multipolikehitelméné samaan tapaan kuin
sahkoinen skalaaripotentiaali. Laskenta on hieman monimutkaisempaa, kos-
ka kyseessé on vektorifunktio. Oletetaan nyt yleinen divergenssiton virran-
tiheys J, joka poikkeaa nollasta vain &é&rellisessd tilavuudessa V.

Koska vektoripotentiaalin integraaliesitys on samaa muotoa kuin sahkoi-
sen skalaaripotentiaalin, voidaan suoraan kirjoittaa vektoripotentiaalin kom-
ponentille A4,

1
Ar) = 2o (2 / Ji(r) dv' + = /r'Jl(r) dv' + ) (5.72)
AT “r T
Integraalien laskemiseksi kéytetdéin seuraavaa aputulosta:
V-(fgd)=fI-Vg+9J-Vf (5.73)

missd f ja g ovat vapaasti valittavia funktioita. Téasséd kdytettiin myos ole-
tusta V - J = 0. Integroimalla tilavuuden V' yli saadaan

/(fJ~Vg+gJ-Vf):O (5.74)

(V - (fgJ):m siséltiva integraali voidaan ulottaa yli koko avaruuden, kos-
ka alueen V ulkopuolella virrantiheys on nolla. Muunnos pintaintegraaliksi
antaa silloin nollan.)

Integroitaessa multipolikehitelmén ensimmaéistd termié valitaan yksin-
kertaisesti f = 1 ja g = 2y, jolloin [J dV = 0 eli monopolitermié ei mag-
neettikentén tapauksessa ole.

Seuraava eli dipolitermi késitellddan valitsemalla f = x;, g = x,,, jolloin
! 1 I !
r- /r’Jl av'’ = xn/mn Jy dV' = —5%n /(mlJn —x,J;) dV’ (5.75)

missd summataan kahdesti esiintyvén indeksin n yli ja kéytettiin kaavaa
5.74. Integrandi muistuttaa vektoritulon komponenttia, ja pienen tarkastelun
jalkeen huomataan, etté

1
r- /r’Jl av’ = —gqnp:nn/(r' x J(r')), dV’ (5.76)
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missé €, on permutaatiosymboli ja summaus on nyt my6s yli indeksin p.
Lauseke sieventyy muotoon

r- /r’Jl dv’ = —%(r X /r’ x J(x') dV'); = (m x 1), (5.77)

missd m on virtajirjestelmén magneettimomentti.
Vektoripotentiaalin multipolikehitelmén johtava termi on siis

fom X T

A(r) = .
(r) = 222 (5.78)
Magneettivuon tiheys saadaan laskemalla tdmén roottori (HT):
B(r) = VXA(I’):Z—;VX <m><rig>
po [3(m-r)r m]
= L2 Ur = 5.79
A7 [ 7o 73 ( )

Kaukaa katsottaessa ainoastaan systeemin magneettinen momentti vaikut-
taa magneettikenttddin. Tamé on muodoltaan samanlainen kuin sdhkoisen
dipolin aiheuttama sdhkokentta 2.36. Tadmén vuoksi magneettista moment-
tia kutsutaan usein magneettiseksi dipolimomentiksi.

5.5.3 Magneettikentin skalaaripotentiaali

Alueissa, joissa J = 0, magneettikenttd on pyorteeton V x B = 0, joten
néissé alueissa se voidaan ilmaista myos magneettisen skalaaripotenti-
aalin ¢y avulla

B =—puoVy (5.80)

Koska toisaalta aina V-B = 0, skalaaripotentiaali toteuttaa Laplacen yht&lon
Vi) =0 (5.81)
joten sihkostatiikasta tuttuja apuneuvoja voi soveltaa magnetostatiikan on-

gelmiin, kunhan ollaan huolellisia erilaisten reunaehtojen kanssa.

Koska etdilld olevan virtasilmukan luoma magneettikenttd on matemaat-
tisesti samaa muotoa kuin sdhkddipolin kenttéd, voidaan magneettinen ska-
laaripotentiaali ilmaista magneettisen dipolimomentin avulla. Koska

m-r
B—_ 82
no¥ (s ) (55
niin 1
p=—Tr (5.83)

4 3
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L0
B

Kuva 5.2: Virtasilmukan muodostaminen pienistd silmukoista. Nettovirtaa
kulkee vain ison silmukan ulkoreunalla.

Erona séhkostatiikkaan magneettinen skalaaripotentiaali on paikan yksiar-
voinen funktio ainoastaan yhdesti yhtenéisissé alueissa. Tarkastellaan esi-
merkkind aluetta, jossa on virtasilmukka. Nyt dipolitarkastelu ei kdy suo-
raan péinsd. Virtasilmukan voidaan kuitenkin ajatella koostuvan monesta
differentiaalisesta silmukasta, jotka muodostavat tihedn silmukan sulkeman
pinnan peittdvén verkon (kuva 5.2).

Verkon vierekkéisten elementtien virrat kumoavat toisensa, joten koko-
naisvirta on sama kuin silmukkaa kiertdva virta. Kukin silmukka tuottaa
ulkopuolelleen skalaaripotentiaalielementin
_dm-r (IndS)-r

I
dy = = = ——dQ .84
v 473 4dr3 A7 (5.84)

missé df) on differentiaalisen silmukan avaruuskulmaelementti. Integroimalla
kaikkien pikkusilmukoiden yli saadaan

1
=——20 5.85
b=-1 (5.85)
missé € on silmukan peittdmé avaruuskulma katsottaessa pisteesté, jossa
lasketaan (tdmé selittdéd ylldolevan miinusmerkin!). Kuljettaessa silmukan
lépi ja tultaessa takaisin samaan tarkastelupisteeseen kasvaa avaruuskulma
tekijalla 47, joten potentiaali ei ole yksiké&sitteinen, vaan

x

Y= ym (Qo £ ndn) (5.86)
Alueesta saadaan yhdesti yhtendinen asettamalla tarkastelualueen rajapin-

naksi jokin silmukan reunakéyréin rajoittama pinta.

Helppo esimerkki tilanteesta, jossa skalaaripotentiaali ei ole paikan yk-
siarvoinen funktio, on &érettomén pitkd suora virtajohdin. Jos johdin on
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z-akselilla, niin sylinterikoordinaateissa skalaaripotentiaaliksi kelpaa ¢ =

—1¢/(2m), jolle ¢(¢) # (¢ + 2m).

Magneettinen skalaaripotentiaali eroaa sdhkoisesté siiné, etté jalkimmaéi-
sella on selva fysikaalinen tulkinta: se antaa varauksellisen hiukkasen poten-
tiaalienergian sihkostaattisessa kentésséd. Magneettikentéssé téllaista tulkin-
taa ei ole.

5.6 Lorentzin voima

Tarkastellaan lopuksi varauksellisten hiukkasten vélisid magneettisia vuoro-
vaikutuksia. Palautetaan mieleen origossa olevan varauksen ¢; pisteessd r
olevaan varaukseen ¢ aiheuttama Coulombin voima

_ 1 aur
© dmey 12 r

F

(5.87)

Téssd molemmat varaukset ovat levossa. Jos varaukset liikkkuvat vakiono-
peuksilla v ja v, aiheuttaa varaus q; varaukseen ¢ magneettisen voiman

aq r
F,, = Z_;T_;v x <v1 x ;> (5.88)

T&amén voi padtelld soveltamalla kahden virtasilmukan vélistd magneettista
voimaa 5.28 infinitesimaalisille virta-alkioille. Laki on luonnollisesti my6s
kokeellisesti todennettavissa.

Magneettinen voima voidaan myos lausua muodossa (vrt. virtasilmukat)
F.=qvxB (5.89)
misséd B on magneettivuon tiheys

_ Hon r
B =" 5vix (5.90)

Superpositioperiaate pitee myos magneettikentéin tapauksessa.

Yhteenlaskettua sihkoisté ja magneettista voimaa
F=¢gE+vxB) (5.91)

kutsutaan Lorentzin voimaksi. Lauseke on voimassa myos ajasta riip-
puville kentille. Magneettinen voima on aina kohtisuorassa hiukkasen no-
peutta vastaan, joten v - Fy, = 0. Se ei siis tee tyotd varattuun hiukkaseen.
Jos halutaan kiihdyttdd varauksia, tarvitaan aina sdhkokenttéd, vaikka se
luotaisiinkin muuttuvan magneettikentdn avulla.
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Kuva 5.3: Rikkooko elektrodynamiikka liikem&éran sédilymislakia?

Koskan egpo = 1/c?, niin

F, = 10V, (Vl x r) (5.92)

dmeg 12 C c T

Verrataan magneettista ja sidhkoistd voimaa toisiinsa:

F,, RN

< —-—= 5.93

F, " cec ( )
Tavallisilla nopeuksilla liikkuville varauksille sdhkoiset voimat ovat paljon
voimakkaampia kuin magneettiset voimat. Magneettiset voimat eivét kuiten-
kaan ole merkityksettomia, silld vaikka aine on yleenséd sdhkodisesti neut-
raalia, se saattaa olla voimakkaasti magnetoitunutta.

Lopuksi esitetdén ongelma, johon palataan luvussa 9 (kuva 5.3). Kaksi
samanmerkkistd varausta (q1 ja g2) liikkkuu hetkellisesti negatiivisten - ja
y-akselien suuntaan. Hiukkasten vélilld on sihkodinen poistovoima F.. Va-
rauksen ¢; aiheuttama magneettikentti varauksen ¢o kohdalla osoittaa sivun
siséén ja magneettinen voima F,, oikealle. Vastaavasti varauksen go aiheut-
tama magneettikenttd varauksen ¢; kohdalla osoittaa sivulta ulospéin ja
magneettinen voima ylospéin. Siispa varauksen ¢; varaukseen gs kohdistama
sihkomagneettinen kokonaisvoima ei ole vastakkaissuuntainen varauksen ¢o
varaukseen ¢; kohdistamaan voimaan. Onko siis jouduttu ristiriitaan New-
tonin kolmannen lain kanssa ja sité tieté ristiriitaan liitkemé&arén sdilymislain
kanssa!?



Luku 6

Magneettikentti viliaineessa

6.1 Magnetoituma

Edelld rajoituttiin magneettikentdn médrittdmiseen magneettisilta ominai-
suuksiltaan tyhjonkaltaisessa viliaineessa. Aineen mikroskooppinen rakenne
aiheuttaa todellisuudessa kullekin atomille ominaisen magneettisen dipoli-
momentin m;. Lasketaan yhteen kaikkien atomien dipolimomentit tilavuus-
alkiossa AV. Aineen magnetoituma mé#ritelldéin raja-arvona

M= i ! > (6.1)

= lim — ) m; :
AV—0 AV £

Magnetoituma on siis viliaineen magneettisten dipolimomenttien tiheys pai-

kan funktiona (vrt. polarisoituma). Koska magneettisen momentin SI-yksik-
k6 on Am?, on magnetoituman yksikké A /m.

Jos dipolimomenttien tiheys on homogeeninen, kutakin dipolimomenttia
vastaavat virtasilmukat summautuvat nollaan eivitkéd aiheuta nettovirtaa.
Jos jakautuma kuitenkin on epétasainen, on tarkastelupisteen eri puolilla eri
médré virta-alkioita ja tuloksena on kokonaisvirta J,s. Virran laskemisek-
si tarkastellaan kahta pientd tilavuusalkiota. Olkoon kummankin tilavuus
AxAyAz ja sijaitkoot ne rinnakkain y-akselin suuntaan (kuva 6.1).

Jos ensimmaiisen alkion magnetoituma on M(z, y, z), niin toisen magne-
toituma on

oM
M(z,y, z) + a—Ay + korkeamman kertaluvun derivaattoja
Yy

Ensimmaéisen elementin magneettisen momentin z-komponentti saadaan il-
maistuksi silmukkavirran I/, avulla

M, AzxANyNz = I[Ny Nz (6.2)

79
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z A
Ay Ay
S0 e Az
- Ax
/
M, M,+ oM, /dy -Ay
y

Kuva 6.1: Magnetoitumasta aiheutuvan virran laskeminen.

ja vastaavasti toiselle elementille

(Mx + %Ay) NxANyLz = IEAyAz (6.3)
Yy

Elementtien vélistd nousee nettovirta z-akselin suuntaan

OM.,

I — I = — 8; Nzxy (6.4)

Toistamalla tarkastelu kahdelle rinnakkaiselle alkiolle z-akselilla (tarkkana
merkkien kanssal), saadaan z-akselin suuntaiseksi virraksi
oM,

Ic = —2AzA 6.5

=g y (6.5)
Namé ovat ainoat magneettiset momentit, jotka tuottavat virtaa z-akselin
suuntaan. Laskemalla ne yhteen ja jakamalla pinta-alaelementilld saadaan
magnetoitumisvirran tiheyden z-komponentiksi

_ oM, oM,

() =52 = (6.6)

eli vektorimuodossa
Jyu=VxM (6.7)

6.2 Magnetoituneen aineen aiheuttama kentti

Lasketaan sitten magneettisen aineen aiheuttama magneettikenttd. Léah-
detéén liikkeelle vektoripotentiaalista (vrt. 5.78)

A(r) - @/V M(r’) X (I‘ — r/) qV — Z—i/VM(I'/) % V,; dv’ (68)

47 v — /|3 lr —r/|
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Tutuilla vektorikikoilla tdmé saadaan muotoon

_po [ VIxM() o, MO]{M(r’)xn ,
A(r)_47r/v lr —r/| dv+47r s |r—r/| ds (6.9)

missd S on tilavuuden V pinta. Pinnalla magnetoitumisvirran tiheys on
ju=Mxn (6.10)

Tédmé& on magnetoitumisvirta yksikkopituutta kohti eli virta on ikééan kuin
litistetty kulkemaan yksiulotteisen ”pinnan” ldpi. Vektoripotentiaali mé-
raytyy siis magnetoitumisvirrasta tilavuudessa V ja tilavuuden pinnalla S

Ar) = @/ Iar() @f Il o (6.11)

CAn Jy v —1| 4 Js |r — 1|

Tami tulos ei liene ylldtys (vrt. sihkostaattinen potentiaali). Tésté ei kuiten-
kaan ole aivan helppo laskea itse magneettikenttéid, koska Jyr = V x M.
Léhdetdén liikkeelle suoraan vektoripotentiaalin méaritelmasta.

(r—r')

ro P

B:VXA:@/VX[M(I‘/)X
dm Jv

] dv’ (6.12)
0

missé gradientti kohdistuu vektoriin r. Nyt integrandi saadaan muokatuksi
muotoon (HT)

|-y 9 =0

r — /|3

(x—r)

e

(r—r)

P

V x | M(r') x } =M(')V- { (6.13)
Oikean puolen ensimméinen termi tuo magneettikenttiin osuuden

Bi(r) = 42 /V M(r') 476 (r — ') dV’ = 1o M(r) (6.14)

Toinen termi vaatii jilleen vihén vektoriakrobatiaa (HT) ja antaa tuloksen

Bii(r) = — oV (i /V M) E=) dV’) = —poVe(r)  (6.15)

47 P

Téssé 1 (r) on magneettisen materiaalin skalaaripotentiaali. Magneettikenttéa
on tdmén potentiaalin ja paikallisten virtojen aiheuttaman kentén summa

B(r) = —oV(r) + poM(r) (6.16)

Aineen ulkopuolella M on nolla, joten sielld kenttd saadaan skalaaripoten-
tiaalista, joka on siis integraali aineessa olevista dipolimomenttialkioista.
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Tésséd on paddytty jokseenkin samanlaiseen kuvailuun kuin eristekap-
paleiden kanssa. Magneettisen skalaaripotentiaalin saa edelleen muotoon

v = 4 [ M v

4 -3

1 M(r')-n  , 1 v-M() |,
_ ji-———————dS -——/L————————db’ (6.17)

4m lr —r/| d4n lr —r/|

_ Lot o L out)

4 Js v — 1| 4r Jy v — /|

Magneettisten napojen tiheys p)s ja magneettisen napavoimakkuu-
den pintatiheys o,; ovat samankaltaisia apusuureita kuin polarisaatioti-
heydet pp ja op sdhkostatiikassa.

6.3 Magneettikentin voimakkuus

Magneettisen aineen itsensé liséiksi kokonaiskenttdin vaikuttaa vapaiden va-
rausten aiheuttama virta. Esimerkiksi rauta voi olla magnetoitunutta ja
liséksi sen johtavuuselektronit kuljettavat ”vapaata” virtaa. Niinpé

mnzgﬂiégﬁﬁwtwwwn+wmm (6.18)

Tami voidaan laskea, mikéli M ja J ovat tiedossa kaikkialla. Usein virta

tunnetaankin, mutta M riippuu B:sté.

Otetaan kdyttoon apukenttd H, jota kutsutaan magneettikentin voi-
makkuudeksi:

H-'B_ M (6.19)
Ho
Tilléin
1 Ix((@®-1) _,
Hr)= — [ 20T gy 6.20
0= 4 | e oV (x) (6.20)

Tamé voi ndyttéad turhalta tempulta, koska H riippuu yhd M:std ppsn ja
opr:n kautta, mutta toimihan sama myo6s séhkostatiikassa.

Kentéin H hyodyllisyys piilee siiné, etté sille saadaan virrantiheydesté
riippuva differentiaaliyhtél6. Palautetaan ensiksi mieleen, ettd V- B = 0 on
kokeellinen laki, jonka mukaan magneettivuon tiheys voidaan aina palauttaa
virtajakautumiin, eiké todellisista eristetyistd magneettisista monopoleista
ole havaintoja. Nyt Amperen laissa on téarked huomioida kaikki séhkovirrat

V x B = po(J +Jy) (6.21)
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missd J kuvaa varausten siirrokseen liittyvdd vapaata virtaa. Taméa pétee
kaikkialla muualla kuin pintavirtaa yllipitdvin kappaleen pinnalla. Otta-
malla huomioon yhteys Jy; = V x M saadaan tésta

VxH=1J (6.22)

Siis H-kentén pyorteet aiheutuvat vain vapaiden varausten kuljettamasta
virrasta. Magneettisten ongelmien ratkomiseen tarvitaan tdmén lisdksi tie-
tenkin V - B = 0, reunaehdot ja rakenneyhtilo B:n ja H:n vilille.

Integraalimuodossa H:lle pétee
I:/JJMS:/VXH1MS:%Hwﬂ (6.23)
S S C

eli magneettikentéin voimakkuuden integraali pitkin suljettua lenkkid on
yhtéd suuri kuin varausten kuljettama kokonaisvirta lenkin l&pi.

6.4 Suskeptiivisuus ja permeabiliteetti

Kenttien B ja H vélinen suhde riippuu viéliaineen ominaisuuksista samaan
tapaan kuin kenttien D ja E yhteys. Magneettiset aineet ovat yleensé niin
monimutkaisia, ettd rakenneyhtils on méaritettava kokeellisesti. Suurelle
joukolle aineita (LIH) yhteys on muotoa

M = x,,H (6.24)

missé kerroin x,, on magneettinen suskeptiivisuus. Epéiisotrooppiselle
mutta lineaariselle véliaineelle x,, on tensori, epélineaarisessa véliaineessa
se riippuu liséiksi magneettikentésti. SI-yksikoissd magneettinen suskeptiivi-
suus on laaduton suure (sdhkoisen x:n laatu on sama kuin €p:n).

Jos x> 0, véliaine vahvistaa ulkoista magneettivuon tiheytté ja ainet-
ta kutsutaan paramagneettiseksi. Jos taas x,,, < 0, magneettivuon tiheys
heikkenee ja aine on diamagneettista. Sekd paramagneettisilla ettd dia-
magneettisilla aineilla magneettinen suskeptiivisuus on pieni: |x.,| < 1.

Kenttien M ja H vilinen lineaarinen yhteys merkitsee, ettd myos kent-
tien B ja H vélinen rakenneyht&ld on lineaarinen

B = po(1+ xm)H = pH (6.25)

missé p on viliaineen permeabiliteetti. Aineiden magneettisia ominaisuuk-
sia tarkastellaan hieman enemmén tdmén luvun lopussa.
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Kuva 6.2: Magneettikenttédvektoreiden reunaehtojen méaérittdminen.

6.5 Magneettikenttivektoreiden reunaehdot raja-
pinnalla

Tarkastellaan kuvan 6.2 mukaista kahden véliaineen rajapintaa. Magneet-
tivuon tiheyden B reunaehto on analoginen sdhkévuon tiheyden D reunaeh-
don kanssa. Kuvan pillerirasian pinnan yli laskettu B:n integraali on

j[B.ndsz/v.dezo (6.26)
S \%

Litistdmaélla pillerirasian vaippa infinitesimaaliseksi saadaan

%B'ndS:BQ'HQAS—I—Bl'nlAS:O (627)
S
missd AS on rasian kannen pinta-ala. Koska n; = —no, niin

By, — B1, =0 (6.28)

eli magneettivuon tiheyden normaalikomponentti on jatkuva rajapinnan
l&pi.

Magneettikentéin voimakkuudelle saadaan reunachto Stokesin lauseen
avulla tarkastelemalla H:n lenkki-integraalia kuvan suorakaidetta pitkin

fH.dlz/S(vXH)-ndsz/SJ.nds (6.29)

missd n on normaalikomponentti integroimislenkin lapi (n = ny x lp). Litis-
tettéessd integroimislaatikko jélleen infinitesimaaliseksi silmukan 1api kulke-
va virta voi olla ainoastaan pintavirtaa K, joten

J -nAS=AIK- (1’12 X 10) (630)



6.6. REUNA-ARVOTEHTAVIA MAGNEETTIKENTASSA 85

jonka avulla saadaan
j{Hdlz (Hg —Hl) : loAl =AIK- (ng X 10) = AZ(K X IIQ) -10 (631)

misté seuraa reunaehto
(HQ — Hl)t = (K X Ilg)t (632)

eli magneettikentéin voimakkuuden tangentiaalikomponentti on jatkuva ra-
japinnan yli, ellei pinnalla ole pintavirtaa. Mikéli H-kenttd tunnetaan pin-
nan molemmin puolin, saadaan pintavirran tiheys lausekkeesta

K= ng X (Hg — Hl) (633)

Useissa magnetismiin liittyvissd ongelmissa on néppéaraé tarkastella vuo-
putkia. Tarkastellaan magneettikentén kenttédviivoja, jotka ovat jokaises-
sa pisteessd kentdn B tangentin suuntaisia. Vuoputki on ikéd&nkuin kimp-
pu kenttaviivoja tai tdsméllisemmin alue, jonka vaipan lédpi ei kulje yhtéan
kenttédviivaa. Olkoot S ja So vuoputken péadt. Téalloin vuoputken tilavuuden
yli laskettu integraali on

/ V.BdV= [ B-ndSs— [ B-n'dS = d(Sh) —d(S1) =0 (6.34)
1% So S1

missé n ja n’ ovat magneettikentéin suuntaan laskettuja putken piiden nor-
maalivektoreita. Magneettivuo pitkin vuoputkea on siis vakio. Témé koskee
vain B-kenttdd eikd valttaméatta pade H-kentélle:

/VV-HdV:/V(—V-M)dV:/VpMdV (6.35)

Vuoputkeen voi siis tulla magneettikentédn voimakkuutta, mikili aineella on
nollasta poikkeava napavoimakkuus.

6.6 Reuna-arvotehtivid magneettikentissia

Magneettiset reuna-arvotehtévit ovat yleenséd monimutkaisempia kuin séh-
kostatiikan vastaavat ongelmat. Séhkovirrat, epétasainen magnetoituminen
tai epélineaarinen rakenneyhtilo edellyttavit Laplacen yhtdlod monimutkai-
sempien yhtédldiden ratkomista ja hankaloittavat reunaehtoja. Rajoitutaan
téssd yksinkertaisiin tilanteisiin.

Virrattomuus (V xH = 0) tekee mahdolliseksi magneettikentéin esittdmi-
sen skalaaripotentiaalin gradienttina H = —V1). Jos liséiksi aine on magneet-
tisesti ainakin likimain lineaarista eli B = pH ja tasaisesti magnetoitunutta
(V-M =0), niin V- H = 0 ja pééstdin ratkaisemaan Laplacen yht&lod

V2 =0 (6.36)
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Esimerkki. Magnetoituva pallo tasaisessa magneettikentéssi

Tamé ongelma on periaatteessa sama kuin luvun 3.5 eristepallo tasaises-
sa ulkoisessa sihkokentéssa. Lausumalla ¢ vyohykeharmonisten funktioiden
avulla ja kdyttdméilld reunaehtoja saadaan (HT) magneettikentiille lausek-
keet pallon sisélla

3By .
B, =——¢€, =wvakio 6.37
> = T4 2(u0/n) (637
ja pallon ulkopuolella
(1/po) — 1} (a>3 :
B =B ez+{ — ] By(2e,cosbt + egsin 6.38

missé e, on ulkoisen magneettikentéin suuntainen, koordinaatiston origo on
pallon keskipisteessé ja kulma 6 on poikkeama z-akselilta. Kannattaa huo-
mata, ettd nimenomaan B-kenttd vastaa rakenteeltaan sdhkostatiikan D-
kenttas.

Esimerkki. Tasaisesti magnetoituneen pallon kentti tyhjossa

Olkoon pallon sédde a ja magnetoituma vakio M = Me,. Tilanne on jélleen
aksiaalisymmetrinen, joten magneettinen skalaaripotentiaali pallon ulkopuo-
lella (1) ja sisdlld (2) voidaan kirjoittaa (ks. luku 2.9.2)

P (r,0) = i Crpr~ "V P, (cos 0) (6.39)
n=0

Pa(r,0) = i Ao Pp(cos ) (6.40)
n=0

Nyt ei ole taustan kenttdé, joten ulkokentéissa kaikki r:n positiiviset potenssit
on jatettava pois. Sisdkentéssé ei voi puolestaan olla negatiivisia potensseja,
jotta ratkaisu olisi dérellinen pallon keskipisteessid. Reunalla r = a

Hiyg = Hoy (6.41)
By, = B, (6.42)

H:n reunaehdosta seuraa yksinkertaisesti

oG _ 100

a 00  a 00 (6.43)

B-kentéssd on mukana myds magnetoituma

B(r) = —puoVip(r) + poM(r) (6.44)
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ja tdmén jatkuvuus reunalla edellyttas, etta
R
Ho ar Ho ar

Sijoittamalla nédihin ¢:n lausekkeet saadaan yht&lst

+ poM cos 6 (6.45)

Z(C’lna*("ﬂ) — A2,a")Py(cosf) = vakio  (6.46)

n=0

10C10a™2 + 10 Y Palcos0)[Crn(n+ 1)a= " + Ayuna™1]  (6.47)

n=1

—poM cosf =0

Muistetaan taas, ettd Legendren polynomit ovat ortogonaalisia funktioita.
Kun n = 0, saadaan ehdot

Cloa_l—Ago = vakio (648)
,uoCloa_2 =0 (6.49)

Siis C19 = 0 ja myos Asg voidaan valita nollaksi ilman, etté silld on vaiku-
tusta kenttiin B tai H. Termeille n = 1 on voimassa

Cna_?’ — A21 =0 (6.50)
2C1a 3+ Ay —M = 0 (6.51)
jonka ratkaisuna on C11 = Ma3/3 ; As = M/3.

Kun n > 2, yhtalot toteutuvat ainoastaan kertoimilla Cy, = As, = 0.
Ongelma on ratkaistu. Potentiaalit ovat

Di(r ) = %M(a3/r2) cos (6.52)
Po(r,0) = %MT cos 6 (6.53)
ja H-kentét saadaan ndiden gradientteina
H, - éM(a?’ /1%)[26, cos 0 + e sin 0] (6.54)
H, — —éMez (6.55)

Ulkoinen B-kenttd on puoH;. Koska pallon magnetoituma M = Me,, jdi
pallon sisdiseksi B-kentéksi

2 2
BQ = g,quez = g,u,oM (6.56)

joka on siis vastakkaissuuntainen H-kentélle. Ongelman voisi ratkaista myos
suoraan integroimalla magnetoitumaa (yhtdlo 6.17). Tasaisesti magnetoitu-
nut pallo on analoginen tasaisesti polarisoituneen pallon kanssa.
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6.7 Molekulaarinen magneettikentti

Tarkasteltaessa aineen magnetismia molekyylitasolla kenttien B ja H vilinen
ero katoaa, silld molekyylien ajatellaan sijaitsevan tyhjosséd ja mikroskoop-
pinen magneettikenttd B, tarkasteltavan molekyylin kohdalla voidaan kor-
vata mikroskooppisella kentélla H,, kirjoittamalla

B,, = puoH,, (6.57)

Molekulaarisen magneettikentdn muodostavat kaikki ulkoiset sdhkévirrat ja
kaikki molekulaariset dipolit lukuunottamatta molekyylid, jonka kohdalla
kentté lasketaan. Tehdédén tarkasteltavan pisteen ympérille onkalo, jonka
ulkopuolinen véliaine késitelladn jatkumona samalla tavalla kuin luvussa
3.6 molekulaarista polarisoitumista mé#aritettdessd. Molekulaarinen kentté
on siis

H,, =H-+H;, +H,, (6.58)
misséd H on makroskooppinen kenttéd, Hg onkalon reunoilla olevien pinta-
dipolien aiheuttama kentté ja H,q onkalon siséllé olevien dipolien tuotta-
ma kenttd. Samanlaisella laskulla, jolla mé#ritettiin E,, aiemmin, saadaan
(vrt. tasaisesti magnetoitunut pallo)

1
H, = §M (6.59)
Onkalossa olevat dipolit antavat puolestaan
1 3(m2 : I‘Z')I‘z' m;
Hnear = E ; [ 7”157 - F (660)

missé r; on etdisyys onkalon keskipisteesté i:nteen dipoliin. Suurelle joukolle
aineita Hjcq, on merkityksettémaén pieni, jolloin

1

6.8 Para- ja diamagnetismista

Tarkastellaan hieman yksityiskohtaisemmin véliaineen vaikutusta magneet-
tikenttain rajoittuen kvalitatiiviseen késittelyyn. Hyvid kuvauksia voi 16y téia
korkeatasoisista lukion oppikirjoistakin (esim. Kurki-Suonio et al., Kvantti
2, jota téissé on kiytetty yhtend lihdeteoksena).

Aine magnetoituu ulkoisessa magneettikentissa. Véliaine ja kenttdin
tuodut kappaleet synnyttiavat oman magneettikenttéinsé. Tilanne on kuiten-
kin selvésti erilainen kuin sdhkokentdn tapauksessa, miké lienee tuttua kai-
kille hankausséhkon ja kestomagneettien kanssa leikkineille. Kaikkien ainei-
den polarisoituminen sihkokentéssid havaitaan siité, ettd varattu kappale
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Taulukko 6.1: Joitain dia- (x.m, < 0) ja paramagneettisia (x,, > 0) aineita.
Suskeptiivisuudet on annettu huoneenldmpdétilassa. Kaasujen tapauksessa
oletetaan liséksi normaali ilmanpaine.

aine suskeptiivisuus
alumiini 2.1-107°
elohopea —2.8-107°
happi 193.5-1078
hopea —2.4-107°
kulta —3.5-107°
kupari —0.98-107°
magnesium 1.2-107°
timantti —2.2-107°
titaani 18-107°
typpi —0.67-1078
vety —0.22-1078

vetédd puoleensa neutraalejakin kappaleita. Sen sijaan magneeteilla on selvés-
ti ndkyva vaikutus vain harvoihin aineisiin. L&hell4 olevat kappaleet ja véliai-
neet eivit siksi yleensé héiritse merkittivasti magneettisia tutkimuksia.

Viliaineen vaikutusta magneettikenttdin on yksinkertaista tutkia toroi-
dikédimin avulla, koska ké#imin kenttd on kokonaan toroidin sisilld (vrt. eris-
teiden tutkimus kondensaattorin avulla). Kentdn muoto ei muutu, jos toroi-
di tdytetddn viliaineella, vaan ainoastaan magneettivuon tiheys muuttuu.
Viliaineen suhteellinen permeabiliteetti voidaan silloin mitata vertaamalla
magneettivuon tiheyttd kdamissd véiliaineen kanssa ja ilman sité.

Koska suurimmalla osalla aineista suhteellinen permeabiliteetti on ldhelld
ykkostd, kiytetddn useammin magneettista suskeptiivisuutta

ja monille aineille patee yksinkertainen rakenneyhtélo
B = po(1+ xm)H (6.63)

Ainetta kutsutaan diamagneettiseksi, jos x,, < 0 ja paramagneettiseksi, jos
Xm > 0. Niille aineille on tyypillisesti |x,| < 1073, joten yleensi voidaan
aineen permeabiliteetti olettaa samaksi kuin tyhjon permeabiliteetti (tauluk-
ko 6.1). Poikkeuksena ovat ferromagneettiset aineet, jotka eiviit noudata
yksinkertaista magnetoitumislakia.

Aineen magneettisten ominaisuuksien mikroskooppinen selitys perustuu
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magneettimomentti liittyy hiukkasten spiniin. Elektronin magneettimoment-
ti on noin 700 kertaa suurempi kuin protonin ja noin 1000 kertaa suurem-
pi kuin neutronin magneettimomentti, joten elektronit ma&drddavét aineen
magneettiset ominaisuudet. (Neutroni ei siis kuitenkaan ole magneettisessa
mielessé tdysin neutraali.)

Elektronin kiertoliike atomissa vastaa virtasilmukkaa ja siitd aiheutuva
magneettimomentti on samaa suuruusluokkaa kuin spinin aiheuttama. Rata-
liikkeesté johtuva magneettimomentti voidaan ymmértéa klassisella mallilla,
jossa elektroni kiertdé r-siteistd ympyrirataa kulmataajuudella w = 27 /7.
Malli vastaa virtasilmukkaa, jonka pinta-ala on A = 77?2 ja jossa kulkee
virta I = q/T = qu/27r. Magneettimomentti on siis m = I A = qur /2. Elek-
tronin litkem#drdmomentti radan keskipisteen suhteen on L = mgur (mas-
sa = my). Ottaen huomioon, ettd kyse on vektorisuureista, voidaan suun-
tasddnnot muistaen kirjoittaa m = —e/(2mg)L, joka vastaa my6s havainto-
ja. Samaan tulokseen paidytédin, jos tarkastellaan pyorivin hiukkasen mag-
neettimomentin ja liitkem#drdmomentin suhdetta (HT). Elektronin spinisté
johtuva magneettimomentti on kuitenkin kaksinkertainen, joten klassinen
kuva ei tdssd anna oikeaa ennustetta. Spinié ei voida selittdd arkipéivéisen
mielikuvan mukaan pyOrimisestd johtuvaksi, vaan kyseessi on puhtaasti
kvanttimekaaninen suure.

Atomin magneettimomentti muodostuu elektronien spinien ja rataliik-
keen magneettimomenteista, jotka yleensd pyrkivdt kumoamaan toisensa
pareittain. Jos atomilla tai molekyylilld on parillinen m&éra elektroneja, sen
magneettimomentti yleensd puuttuu. Muuten atomien magneettimomentit
ovat samaa suuruusluokkaa kuin elektroneilla.

Ulkoinen magneettikenttd suuntaa atomien ja metallien vapaiden elek-
tronien magneettimomentteja siten, ettd niiden kenttd vahvistaa ulkoista
kenttdd aineessa. Tamé selittdd paramagnetismin. Ladmpétilan noustessa
lampoliike héiritsee atomien jérjestdytymisté, jolloin suskeptiivisuus piene-
nee. Vastaavasti ldmpotilan nousu heikentdd pysyvien sdhkddipolien suun-
tautumisesta aiheutuvan polarisoitumista.

Ulkoinen magneettikenttd vaikuttaa myos elektronien rataliikkeeseen.
T4&ll6in atomiin indusoituu magneettimomentti, joka suuntautuu ulkoista
kenttdd vastaan, mika selittdd diamagnetismin. Ilmié tapahtuu kaikissa ai-
neissa, mutta peittyy molekyylien magneettimomenttien alle, jos molekyy-
leilld on magneettimomenttia (vrt. pysyva ja indusoituva polarisaatio sahko-
kentén vaikutuksesta). Diamagneettinen suskeptiivisuus ei riipu merkitta-
vésti lampotilasta, koska atomien lampoliike ei pysty héiritseméén nopeasti
ulkoiseen kenttédn sopeutuvia elektroneja.
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magneettivuon tiheys B

magnetoiva kenttd H

Kuva 6.3: Magneettivuon tiheys ferromagneettisessa aineessa ei ole magne-
toivan kentén yksikéasitteinen funktio. Kuvaan on piirretty myos magnetoi-
tumiskayra (a).

6.9 Ferromagnetismi

Joissain kiinteissé aineissa atomien vélinen vuorovaikutus pyrkii suuntaa-
maan magneettimomentit samansuuntaisiksi, jolloin muodostuu atomin ko-
koon n#éhden suuria magneettisia alkeisalueita. Ulkoinen kentt& puolestaan
kasvattaa alkeisalueita ja pyrkii kddntdméan kaikkien alueiden magneetti-
momentit samansuuntaiseksi. Tamé on ferromagnetismin perusmekanismi.
Ferromagneettisia aineita ovat esimerkiksi rauta, koboltti ja nikkeli seké
ndiden monet yhdisteet. Riittdvin korkeassa lampotilassa (Curie-pisteessi)
ferromagneettinen aine muuttuu paramagneettiseksi. Raudan Curie-piste on
770°C ja nikkelin 358°C.

Myos ferromagneettisille aineille on tapana kirjoittaa rakenneyhtalé p:n
avulla, mutta nyt u = p(H) ei vélttdmittd ole yksikésitteinen funktio.
Vastaesimerkkiné on hystereesi (kuva 6.3), jossa magnetoivan kentén H ja
aineen magneettivuon tiheyden B vilinen yhteys on erilainen riippuen siité,
ollaanko magnetoivaa kenttdé kasvattamassa vaiko pienentdméssi. Suskep-
tiivisuus x,, on siis kentdn H funktio ja yleisesti ottaen iso.

Kun kentdn H voimakkuutta kasvatetaan, aineen magnetoituminen voi-
mistuu. Tata voi jatkua kuitenkin vain tiettyyn kylldstysarvoon M asti.
Tamén jéalkeenkin B-kenttéd jatkaa kasvamistaan lineaarisesti termin poH
my6ta. Olkoon ferromagneetti nyt magnetoitu télld tavoin ja annetaan H:n
alkaa pienetéd. Nyt B-kentté ei pienene saman kayrin mukaisesti vaan tapah-
tuu hystereesi-ilmio.

Ferromagnetismin vastakohta on tilanne, jossa jérjestyneen vastakkais-



92 LUKU 6. MAGNEETTIKENTTA VALIAINEESSA

suuntaisista spineistd muodostuvan rakenteen magneettinen momentti on
nolla. Téllaista ainetta kutsutaan antiferromagneetiksi. Vield yleisem-
pi jéarjestynyt rakenne on sellainen, jossa on vastakkaisia spinejd, mutta
kuitenkin nollasta poikkeava kokonaismagneettimomentti. Téllaisia aineita
kutsutaan ferriiteiksi. Niitd ovat esimerkiksi tietyt rautaoksidit (MOFe2Os,
missd M on jokin kaksivalenssinen metalli-ioni). Tunnetuin ferriitti lienee
magnetiitti (Fe3Oy4). Ferriittien teknologinen merkitys on niiden korkeissa
magnetoituman kylldstymisarvoissa ja huonossa siéhkénjohtavuudessa. Fer-
riittien tyypilliset resistiivisyydet ovat luokkaa 1-10* Qm, kun raudan resis-
tiivisyys on vain 10~7 Qm. Ferriitteji kiytetdin etenkin korkeataajuuslait-
teissa, joissa pyorrevirtoihin liittyva energianhévié on ongelma.



Luku 7

Sihkomagneettinen induktio

Toistaiseksi olemme tarkastelleet vain ajasta riippumattomia kenttié. Ne voi
mainiosti kuvitella kenttédviivojen avulla, joten emme ole térménneet mi-
hink&#n, mikd puolustaisi Feynmanilta lainattua toteamusta kurssin alussa.
Téssé luvussa alamme tarkastella ajasta riippuvia kenttié ja siirtyé alueelle,
jossa mielikuvitus joutuu paljon kovemmalle koetukselle.

7.1 Faradayn laki

Sahkostaattiselle kentélle pitee ¢ E - dl = 0. Mikili kenttd ei ole staat-
tinen ja siten integraali ei ole nolla, silmukkaan C sanotaan indusoituvan
sihkémotorisen voiman (smv)

E= }éE’-dl (7.1)

Tissd E'(r) on kentté silmukka-alkion dl(r) kohdalla. Havaintojen mukaan
smv vastaa silmukan lépéaisevdn magneettivuon muutosta

dd d

E =
Tamé on Faradayn induktiolaki. Se ei riipu mitenkéén siité, kuinka mag-
neettivuon tiheys itsessédn muuttuu. Lain olemassaolo ei myoskédén riipu
fysikaalisen silmukan olemassaolosta, vaan pétee annettua reittia C pitkin
lasketulle integraalille. Faradayn laki on kokeellinen luonnonlaki, joka ei seu-
raa mistdan muista luonnonlaeista.

Séhkomotorisen voiman yksikk6 on sama kuin potentiaalieron eli voltti.
Séhkoémotorinen voima ei kuitenkaan ole mink#dn kahden pisteen vilinen
jannite, koska se lasketaan aina suljetun silmukan yli!

93
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Jos tarkastellaan liikkuvia silmukoita ja mahdollisesti liikkeen mukana
muuttuvia silmukoita, on oltava huolellinen. Faradayn lain integraalimuo-
dossa olevan kokonaisaikaderivaatan on otettava huomioon niméa muutok-
set. On térkedd huomata, ettd E'(r) on sidhkokenttd alkion dl(r) kohdalla
koordinaatistossa, jossa dl on levossa. Jos nimittdin silmukka olisi todellinen
virtapiiri, niin nimenomaan kentts E’ aiheuttaisi virran siini.

Oletetaan seuraavassa aluksi, ettd Faradayn laissa olisi kokeellisesti m#a-
ritettdva verrannollisuuskerroin k siten, etta

fE/-dlz—k;d/B.nds (7.3)
c dt Js

Vedotaan lisdksi klassiseen Galilei-invarianssiin eli siithen, etté toistensa suh-
teen vakionopeudella v liikkuvissa koordinaatistoissa K ja K’ fysiikan lait
ovat samat muunnoksessa r' =r + vt,t' = t.

Vuo silmukan l&pi voi johtua eksplisiittisestéd aikariippuvuudesta (9/0t)
tai muutoksesta liikkeen vuoksi (v-V). Kayttadmélla konvektiivista derivaat-
taa d/dt = 0/0t + v - V voidaan osoittaa (HT), etté

d 0B
~ | B. = [ =. B -dl 4
dt/s n ds /58t nd5+fc Xv-d (7.4)
Té&lloin Faradayn laki saa muodon
B
f(E’—k(va)).dlz—k/a—-nds (7.5)
e} s Ot

Tamé voidaan tulkita toisinkin. Tilannetta sivusta tarkastelevan levossa ole-
van havaitsijan voi ajatella katsovan paikallaan olevaa silmukkaa C. Fara-
dayn laki sovellettuna téllaiseen kiintedin silmukkaan on

fﬂdl:—k/aB-nds (7.6)
c s Ot

missd E on kyseisen havaitsijan nikemé kenttéd. Galilei-invarianssin perus-
teella on oltava E' = E + k(v x B). Tarkastellaan sitten todellisessa joh-
timessa litkkkuvaa virtaa kuljettavaa elektronia. Silmukan C' mukana liikku-
van koordinaatiston suhteen johdinelektronit ovat kéytannossa levossa (HT:
tarkastele tavanomaista metallijohdinta ja siiné kulkevaa tavanomaista vir-
taa). Sithen vaikuttavassa Lorentzin voimassa on siis vain sdhkéinen osuus
qE’. Ulkopuolisen havaitsijan mielestd Lorentzin voima on ¢(E + v x B),
joten on oltava k = 1.

Nyt Faradayn laki saadaan helposti differentiaalimuotoon. Oletetaan,
etté silmukka C on levossa valitussa koordinaatistossa. T#ll6in my6s kentiéit
B ja E on médritelty samassa koordinaatistossa. Stokesin kaavan avulla

saadaan 9B
/VxE-ndS:— 95 nds (7.7)
s s Ot
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Koska silmukka on muuten mielivaltainen, niin on oltava

OB
VxE=-"" (7.8)

joka on Maxwellin kolmas yhtélo.

Huom. Tarkasteltaessa liikkuvaa silmukkaa oletettiin implisiittisesti, etté
B’ = B. Tdmi on totta kertalukuun (v/c)? asti. Kenttien relativistisiin
muunnoskaavoihin perehdytdén kurssin lopussa. Faradayn laki ei kuitenkaan
ole approksimaatio, vaan fysiikka on samaa kaikissa inertiaalikoordinaatis-
toissa, joita yhdistdd Lorentzin muunnos.

Faradayn laissa oleva miinusmerkki ilmaisee Lenzin lain: “induktiovir-
ta vastustaa muutosta, joka sen aiheuttaa”. Induktiovirta kuluttaa ener-
giaa. Tamé energia on saatava systeemilté, joka aiheuttaa induktion. Tamé&
merkitsee, ettd induktion aiheuttajan on tehtéivé tyotd induktiovirran vas-
tavaikutuksen voittamiseksi. Lenzin laki on usein kiteva tapa maarittaé in-
dusoituvan virran suunta, joka saattaa olla vaikea johtaa aikaderivaatan ja
roottorin siséltdvésta abstraktin nékoisestd Faradayn laista.

Faradayn lain avulla voidaan ymmaértéié esimerkiksi betatronin toimin-
ta. Vain sédhkokentté voi tehda tyota varaukselliseen hiukkaseen. Betatronis-
sa muuttuva magneettikenttéd indusoi hiukkasia kiithdyttdvin sahkokentén.

Esimerkki. Liikkuva johdin magneettikentéissa

Tarkastellaan yksinkertaisena, mutta toivottavasti ajatuksia herdttavana esi-
merkkind magneettikentéisséd likkuvaa johdetankoa. Oletetaan, ettd johde-
tanko ab (pituus /) liikkkuu vakionopeudella v pitkin johdinkiskoja ja saapuu
alueeseen = > x, jossa on vakiomagneettikenttd B kohtisuorassa silmukan
tasoa vastaan (kuva 7.1). Asetetaan vilille cd suuriresistanssinen jénnite-
mittari (silmukassa abcda ei siis kulje virtaa).

Kentéssd olevan johdetangon vapaisiin varauksiin vaikuttaa Lorentzin
voima
F=¢gE+v xB) (7.9)

Voiman magneettinen osa ajaa positiivisia ja negatiivisia varauksia tan-
gon eri paihin. Tamé aiheuttaa sdhkokentén, joka pyrkii vastustamaan va-
rausseparaatiota ja syntyy tasapainotilanne, jossa sdhkokenttéd suuntautuu
pisteestd a kohti pistettd b ja kentdn suuruus on

E=uB (7.10)

Tangon péiden a ja b vililla on jannite

b
Vabzgpafgpb:/E'dl:El:Blv (7.11)
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Kuva 7.1: Magneettikenttdéin saapuva kiskoilla liikkuva johdintanko.

Tété sanotaan liikkeen indusoimaksi potentiaalieroksi (joskus epatdsmélli-
sesti liikkkeen indusoimaksi sihkémotoriseksi voimaksi).

Edelld ei tarvittu induktiolakia ollenkaan, vaan mikrofysikaalinen tarkas-
telu riitti. Voimme toisaalta laskea magneettivuon silmukan abcda lédpi, kun
johdetanko kulkee magneettikentéissa. Valitsemalla integroimispinnan eli sil-
mukan tason normaalivektori magneettikentdn suuntaiseksi saadaan vuon
muutosnopeudeksi

dd dA dx

- — B~ =Bl =Bl 12
a = P =Bl =B (7.12)
joten Faradayn lain mukaan piiriin indusoituu smv
dd
—— =-BI 7.13
7 v (7.13)

Merkki kertoo, ettéd sihkomotorinen voima vaikuttaa kuvaan merkittya posi-
tiivista kiertosuuntaa vastaan. Jos virtapiiri oikosuljettaisiin jinnitemittarin
kohdalta, niin induktiovirta kulkisi myotéapaivian. Induktiovirta pyrkii siis
pienentdmiin magneettivuon muutosta silmukan 1&pi.

Ajatellaan sitten, etté neliosilmukka (sivu /) saapuu magneettikenttidn
nopeudella v. Oikosuljetaan piiri, jolloin virta voi kulkea siiné. Silmukan
tullessa magneettikenttéin vuon muutos on vakio (—Blv), ja piiriin syn-
tyvin myotépaivadn kulkevan induktiovirran suuruus on Blv/R (R on pi-
irin resistanssi). Kun silmukka on kokonaan magneettikentén sisilld, vuo ei
endd muutu ja virta lakkaa kulkemasta (itseinduktion takia virran kulku
el kiytdnnossd lopu aivan heti). Kannattaa huomata, ettd induktioilmio
voitaisiin téssékin tapauksessa selittdd myos Lorentzin voiman avulla.

Silmukan tullessa kenttddn sivuun ab kohdistuu nopeudelle vastakkais-
suuntainen voima F suuruudeltaan BlI, joten silmukan kiskomiseen tarvit-
tava teho on F'v = Bllv. Taméi on tdsmilleen yhté suuri kuin virtasilmukan
ohmiset tehoh&vict.
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Oletetaan nyt, ettd neliosilmukka on kokonaan alueessa x > xg eikd lii-
ku. Muutetaan magneettikenttaé silmukan kohdalla ajan funktiona: B(t) =
But/l. Télloin magneettivuo silmukan ldpi on ®(¢t) = Bwolt, jolloin vuon
muutos on sama kuin edelld liikkuvan tangon tapauksessa. Ratkaisevana
erona on se, ettei induktioilmioté voida nyt selittédéd Lorentzin voiman avulla

(vxB=0).

Magneettikenttdéin saapuvan silmukan tilannetta voitaisiin tarkastella
my6s silmukan mukana liikkuvan tarkkailijan kannalta. Hinen mielestéin
magneettisia voimia ei ole, joten taas tarvitaan induktiolakia selittdméa&n
sihkomotorisen voiman syntyminen.

Se, etté liikkeen indusoima jénnite on yhtd suuri kuin muuttuvan mag-
neettikentédn aiheuttama sdhkoémotorinen voima, ei ole itsestédén selvaa. Ta-
mén ekvivalenssin selvittdminen oli keskeisessé osassa, kun Einstein kehit-
ti suppeamman suhteellisuusteorian vuonna 1905. Liikkuvissa koordinaatis-
toissa oikean integroimistien valinta vuon muutoksen laskemiseksi ei ole
aina helppoa. Koska Maxwellin yhtdlot kuitenkin osoittautuvat Lorentz-
invarianteiksi, Faradayn laki differentiaalimuodossa ja Lorentzin voiman lau-
seke pétevit kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa.

7.2 Itseinduktio

Tarkastellaan eristettyé virtasilmukkaa, jossa magneettivuo on silmukan it-
sensd aiheuttama. Biot'n ja Savartin lain mukaan magneettikentta riippuu
lineaarisesti silmukassa kulkevasta sdhkovirrasta I. Kiintedssd muuttumat-
tomassa silmukassa vuon muutos johtuu vain virran muutoksesta, joten

dd  dddl
= 14
dt dl dt (7.14)
Virran ja vuon muutoksen vilistd verrannollisuuskerrointa
dd
L=— 1
i (7.15)

kutsutaan silmukan itseinduktanssiksi. Jos vuo on suoraan verrannollinen
virtaan, niin L = ®/I. Virran muutos indusoi séhkémotorisen voiman

dl

E=—-L— 7.16

o (7.16)
Koska sihkémotorisen voiman SI-yksikké on voltti, niin induktanssin SI-
yksikko on Vs/A = H eli henry. Itseinduktio ilmenee esimerkiksi siten, etté
virtapiireissd virta ei koskaan kytkeydy tai katkea tdysin hetkellisesti. It-
seinduktio korostuu, jos piirissd on kdami, koska silloin piirin induktanssi on
kiaytannossi sama kuin kddmin induktanssi.
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Esimerkki. Toroidaalisen kelan itseinduktanssi

Kierretéén johdinlankaa N kierrosta toruksen ympéri (poikkileikkauksen
ala A). Itseinduktanssiin vaikuttaa seki kela itse ettd silmukkaan virtaa
syottava johteen ulkoinen osa. Oletetaan, ettd ulkoinen osa on koaksiaa-
likaapeli, joka ei aiheuta merkittdvaa ulkoista kenttad. Amperen kiertosddnto
antaa magneettikentéksi toruksen sisalld

B = poNI/l (7.17)

missé [ on toruksen keskiméérdinen pituus (luku 5.3). Magneettivuo jokaisen
yksittéisen kierroksen ldpi on

®y = poNIA/l (7.18)

ja kaikkien kierrosten yhteenlaskettu vuo on

d = pgN?IA/I (7.19)
josta saadaan induktanssi
dd
L=—7= o N?A/l (7.20)

7.3 Keskiniaisinduktio

Tarkastellaan sitten n kappaletta erillisid silmukoita. Kirjoitetaan kaikkien
silmukoiden aiheuttama yhteenlaskettu vuo silmukan ¢ ldpi muodossa

;=) ¥ (7.21)

=1
Tahén silmukkaan indusoituu smv
n AP,
E = — J 7.22
= (7.22)

Jos kaikki silmukat ovat kiinteitd, kunkin silmukan j osuus ®;; riippuu vain
siiné kulkevan virran I; muutoksesta, joten

dq)ij . d(I)Z] dIJ

dt — dl; dt

(7.23)

Kertoimia

it (7.24)
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kutsutaan silmukoiden i ja j véalisiksi keskindisinduktansseiksi.

Jos viliaine on magneettisesti lineaarinen, M;;:t ovat vakioita. Sihkémo-
torisen voiman lauseke sisdltdd myo6s silmukan ¢ itseinduktanssin L; = M;;.
Keskindisinduktanssi voi olla positiivinen tai negatiivinen riippuen virtojen
kulkusuunnista silmukoissa.

Tarkastellaan kahta kiinte#é silmukkaa lineaarisessa viliaineessa (yksin-
kertaisuuden vuoksi p = ). Télloin

My = -2 (7.25)

Lasketaan magneettikenttd Biot’n ja Savartin lailla ja integroidaan siité
magneettivuo

dl -
@m:@h/[f-ii@Lﬁqqm& (7.26)
dr " Jsy Loy |ra — 1|
Kayttamalla kaavaa
dl — dl
7{ M_VQX% _ e (7.27)
o1 |r2—r o [r2 — 1|

saadaan

dl
M21 = @ V2X|;% —1:|~1’1d52
C1 ’I‘Q—I'1|

_ % % dly - dly (7 28)
Co JCy ‘1‘2 - rl’ '

jota kutsutaan Neumannin kaavaksi. Tdmaé ei ole kovin hyoddyllinen in-
duktanssien laskemisessa, mutta se osoittaa, ettd keskindisinduktanssi on
puhtaasti silmukoiden geometriasta johtuva suure ja siten silmukoiden it-
sensd ominaisuus. Silmukoissa kulkeva sdhkovirta ei vaikuta lineaarisessa
tapauksessa induktanssiin. Lisdksi keskinédisinduktanssi on symmetrinen sil-
mukoiden vaihtamisen suhteen (Mo = Mo ), miké vaikuttaa ensi nikemélta
hieman yllattavalta.

Keskindisinduktanssin laskeminen on hankalaa, mutta mittaaminen var-
sin yksinkertaista: sydtetdédn piiriin 1 tunnettu virta ja mitataan sen indu-
soima smv piirissd 2. Helpointa tdmé on toteuttaa sinimuotoisen vaihtovir-
ran avulla.

7.4 P&hkind purtavaksi: Feynmanin kiekko

Palataan lopuksi perusongelmien pariin (Feynman, osa 2, luku 17-4). Tarkas-
tellaan levyé, joka padsee pyoriméin akselinsa ympéri (kuva 7.2). Keskella
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Kuva 7.2: Levy, jonka keskelld kulkevassa kdamissa kulkee tasavirta 1. Reu-
nalla on tasaisin vélein varattuja palloja.

on kadmi, jossa pieni paristo pitdd ylla tasavirtaa. Levyn reunalla on ta-
sainen varausjakauma, esimerkiksi samanlaisia varattuja palloja. Oletetaan,
ettd levy ei téssd tilanteessa pyori. Oletetaan sitten, ettd virta kéd&dmissa
katkeaa #killisesti ilman ulkopuolista vaikutusta. Alkaako levy pyorid?

Magneettikentédn heikkeneminen indusoi véhéksi aikaa sdhkokentéan. Geo-
metrian perusteella kenttéaviivat ovat ympyroita, joiden keskipiste on levyn
akselilla. Varauspalloihin kohdistuva voima aiheuttaa silloin vaantémomen-
tin, jonka takia levy alkaa pyoria.

Toisaalta laitteiston liikeméadrdamomentti ennen virran katkaisua on nol-
la. Siihen ei kohdistu ulkoisia voimia, joten liikem&4drédmomentin sdilymislain
perusteella levy ei ala pyorié.

Jos ensimmaéinen vastaus on oikea, miten kéy liitkem&adrdmomentin séily-
mislain? Jos taas jialkimmaéinen selitys pétee, niin sovellettiinko induktiolakia
vadrin? Asiaan palataan luvussa 9.



Luku 8

Magneettinen energia

Luvussa 4 néhtiin, etta staattiseen sihkokenttain liittyy tietty energia. Néin
on myos magneettikentén laita, silld Faradayn lain mukaan magneettikentén
muuttaminen aiheuttaa muutosta vastustavan voiman ja siten magneet-
tikentdn luominen edellyttad tyota.

8.1 Kytkettyjen virtapiirien energia

Tarkastellaan yksinkertaista virtasilmukkaa, jossa kulkee virta I ja jonka
vastus on R. Liitetddn virtapiiriin janniteldhde V. T&ll6in

V+E=IR (8.1)

missi £ on virtasilmukkaan indusoituva smv. Jénnite tekee tyota siirtamallé
varauksia silmukassa. Differentiaalisen varauksen dg = I dt osalta tyo on

Vdg=VIdt=—EIdt+ I*?Rdt = 1d® + [*Rdt (8.2)

Termi I?R dt antaa resistiivisen tehon hivikin limmoksi (Joulen limmitys).
Termi I d® on indusoitunutta sihkomotorista voimaa vastaan tehty tyo, joka
tarvitaan magneettikentdn muuttamiseen:

AW, = I d® (8.3)

missé alaindeksi b viittaa ulkoisen janniteldhteen (esim. pariston) tekemé&éin
tyohon.

Tarkastellaan sitten systeemié, joka koostuu n kappaleesta virtapiireja:
n

AW, = > I; d®; (8.4)
i=1

101
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Oletetaan, ettéd kaikki vuonmuutokset ovat periisin systeemin silmukoista,
jolloin
n
d®;;
d®; = .
¢ Z d Ij

J=1

dI; =Y M;;dl; (8.5)
j=1

Oletetaan lisdksi, ettéd silmukat ovat jaykkid ja paikallaan, jolloin energian-
muutoksiin ei liity mekaanista tyotd. Talloin dWj on yhtédsuuri kuin mag-
neettisen energian muutos dU. (Virrat oletetaan myos riittdvén hitaasti
muuttuviksi, jolloin ei tarvitse ottaa huomioon séteilyhévioita.)

Rajoitetaan tarkastelu yksinkertaiseen véliaineeseen, jossa magneetti-
vuon ja virran vélinen suhde on lineaarinen. Lasketaan virtapiirisysteemin
energia ldhtien tilasta, jossa kaikille virroille I; = 0. Viliaineen lineaarisuu-
desta johtuen lopullinen magneettinen energia ei riipu tavasta, jolla tila on
saavutettu. Nain ollen kaikkien silmukoiden virtaa voidaan kasvattaa nol-
lasta lopputilaan samassa tahdissa eli joka hetki I/ = al;, missid « kasvaa
0 — 1. T&lloin d®; = ®; da ja systeemin magneettinen energia on

1 n n 1 1 n
U:/de:/ ZIZ((I)ida:ZIZ-CI)i/ ado=53 I:®  (86)
0 =1 i=1 0 i=1

Téamé voidaan my6s ilmaista summana silmukoiden yli

n n
U= % >N My LI (8.7)
i=1j=1

josta saadaan suoraan yhdelle silmukalle (M;; = L; = L = silmukan itsein-
duktanssi)
192
2L
T#min voi rinnastaa kondensaattorin energiaan Q2/(2C'), joka ilmaisee kon-
densaattorin sdhkokenttéddn varastoituneen energian. Kahdelle silmukalle
saadaan

1 1
U=gI®= 5L12 — (8.8)

1 1
U= 5L1112 + 5L2122 + ML, (8.9)

missé otettiin huomioon symmetria Mo = My = M. Harjoitustehtéaviksi
jaé osoittaa, ettd LiLo > M?2.

Virtasilmukkajérjestelmén energia voidaan méérittad myos kokoamalla
systeemi silmukoista, joihin yksi kerrallaan luodaan virrat I;. Silmukkaan in-
dusoituva smv tekee tyota teholla — LT %, joten kasvatettaessa virta nollas-
ta lopulliseen arvoonsa tarvitaan ulkoista tyotd maird %LI 2. Tarkastellaan
sitten silmukkaparia, joista ensimméiseen synnytetdén virta I; ja ulkoinen
tyo on %L[ 2. Pidetéiin sitten I; vakiona ja kasvatetaan toisen silmukan vir-
ta nollasta arvoon I. Talloin tehdéddn tyotd seké silmukkaan 2 indusoitu-
vaa smv:té vastaan (3LI3) ettd silmukkaan 1 indusoituvaa smv:té vastaan
(Js MIydIy/dt = MI1I5). Systeemin kokonaisenergia on siis SLIF+1LI3 +
M1I15. Sama idea yleistyy suuremmalle silmukkajoukolle.
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8.2 Magneettikentin energiatiheys

Tarkastellaan edelld késiteltyéd tilannetta magneettikentdn nakokulmasta.
Oletetaan viliaine edelleen lineaariseksi ja virtapiirit yksinkertaisiksi sil-
mukoiksi. T&ll6in magneettivuoksi saadaan Stokesin lauseen avulla

@i:/B-ndS:/VxA-ndS:j{ A-dl (8.10)
Si Si C;
joten magneettinen energia on
1
= - LA - dl; A1
U= Z fc Z_ (8.11)

Siirrytdén sitten tilanteeseen, missd sdhkovirta on tilavuusvirtaa J ja Cj
on suljettu lenkki johtavassa viliaineessa. Tilannetta voi ajatella suurena
joukkona ldhelld toisiaan olevia silmukoita, jolloin I;dl; — JdV ja

X b

U:1/ J-AdV (8.12)
2 J)v

eli

Séhkostatiikassa energia lausuttiin vastaavasti varaustiheyden ja potenti-
aalin tulon integraalina (luku 4.2).

Koska VxH =JjaV:-(AxH) =H -VxA—-A-V x H, niin
divergenssiteoreemaa kayttamilla saadaan

U:E/H-VxAdV—l/AxH-ndS (8.13)
2 Jv 2 Js

Jarkeva oletus on, ettd virtasilmukat eivit ulotu ddrettomyyteen, joten pinta
S voidaan siirtds kauas niiden ulkopuolelle. Staattinen kenttéd H heikkenee
vihint#in kuten 1/72 ja vektoripotentiaali A vihintdin kuten 1/r, mutta
pinta kasvaa vain kuten r2. Pintaintegraali hiiviii kuten 1/r tai nopeammin
r:n kasvaessa rajatta. Tilavuusintegraali voidaan siis ottaa koko avaruuden
yli, jolloin

U:%/B-Hdv (8.14)

Samoin kuin sihkostaattisen energian tapauksessa voidaan madritelld mag-
neettinen energiatiheys

’LLI%/B-H (8.15)
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Tulos pétee siis lineaariselle magneettiselle viliaineelle. Mikéli véliaine on
liséiksi isotrooppista, saadaan

2
1 H? = 157

U=

8.16
S 24 (8.16)
Huom. Tassé tarkasteltiin stationaarista tilannetta. Sihk6magneettisen
kentén energia yleisessi ajasta riippuvassa tilanteessa kisitellddn luvussa 9.
Séteilykenttien tapauksessa pintaintegraalit eivit vilttamatta havii.

Esimerkki. Koaksiaalikaapelin energiatiheys

Tarkastellaan koaksiaalikaapelia, jonka keskelld on a-séteinen johdin, sen
ulkopuolella sylinterisymmetrisesti eristekerros vililld a < r < b, jonka
ulkopuolella on jélleen johtava sylinterisymmetrinen kerros b < r < ¢. Olete-
taan, etté kaikkialla p = po. Kulkekoon sisdjohtimessa tasaisesti jakautunut
virta I ja ulkojohtimessa virta —I. Suoran johtimen aiheuttama magneet-
tikenttd on Amperen kiertoséddnnon perusteella

pol(r)
2rr

B = Bg(?“) €y = €y (8.17)

Tarkastellaan sisempéé johdinta (0 < r < a). Tallsin I(r)/I = (7r?)/(7a?),
joten

polr
Bp, = 8.18
Oa rral ( )
ja magneettinen energiatiheys on
BZ NOI2r2
=— =" 8.19
Ha 2ug  8m2at (8.19)
Sisemmén johteen yli integroitu energia [:n pituisella matkalla on
l 21 a
2,.2 2
polr pol I
U, = 0/0/0 oy rdrdfdz = T6m (8.20)

Johtimien vilissé kenttd madrdytyy sisemmaén johtimen kokonaisvirrasta:

pol
B, = —
o0 2rr
piol?
1> b
U, = Ho In —

47 a
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missé siis kokonaisenergia tarkoittaa johtimien vilisessé alueessa olevaa koko-
naisenergiaa. Uloimmassa johtimessa vastaavat lausekkeet ovat

pol ?
B, = 7 = _
be 27(c? — b?) ( r T)

_ pol? ct 2,2

_ %[4 f_l 2 42 2_2}
U. = (2 — ¢ lnb 4(6 b°)(3¢” — b%)

ja kokonaisenergia on jilleen kyseisen vélin yli integroitu energiatiheys.
Koaksiaalikaapelin ulkopuolella kenttd on nolla, joten energiakin on sielld
nolla.

8.3 RLC-piiri

Kerrataan RLC-piirien perusasioita induktion ja sihkémagneettisen ener-
gian havainnollistamiseksi. Asia on sinénsé toivottavasti tuttua peruskurssil-
ta. Tarkastellaan yksinkertaista virtapiirié, jossa on sarjaan kytkettyné vas-
tus (resistanssi R), kddmi (induktanssi L) ja kondensaattori (kapasitanssi
C) (kuva 8.1). Lis#ksi piirissd on jénniteldhde V (¢).

Valitaan kondensaattorin varauksen merkki ja virran positiivinen suunta
kuvan mukaisesti, jolloin Kirchhoffin sdannosta saadaan

2

d“1
V—-L— =RI C 8.23
s =RI+qf (5.23)

Derivoimalla ajan suhteen ja kiayttadméalla yhteytta dg/dt = I saadaan vir-

R —I0—HF
L C

Kuva 8.1: Yksinkertainen RLC-piiri. Kondensaattorin sen levyn varaus on
+¢, johon positiivinen virta tuo varausta, jolloin I = dq/dt.
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ralle toisen kertaluvun differentiaaliyht&lo

E_FEQ_FLI—K
dt?  Ldt LC L

(8.24)

Tarkastellaan ensin ideaalista tapausta, jossa piirin vastus on hévidvin
pieni (LC-piiri). Oletetaan, ettei piirissd myoskddn ole janniteldhdetté. Ky-
seessé on siis kondensaattorin purkaminen k&dmin kautta. T&lloin 8.24 on
harmonisen vérdhtelijan liikeyhtélo, ja vérdhtelyn kulmataajuus on w =
1/ VLC. Jos kondensaattorin varaus on aluksi @, niin ajan funktiona se
muuttuu sinimuotoisesti: ¢(t) = Qcoswt ja I(t) = —w@ sinwt. Systeemin
sihkémagneettinen energia on U(t) = LI?/2 + ¢*/(2C) = Q*/(2C) eli
koko ajan sama kuin kondensaattorin séihkostaattinen energia aluksi. Koko-
naisenergia siis séilyy, se vain jakautuu sidhko- ja magneettikentédn energiaksi
(séteilyhévioité el téssd oteta huomioon).

Kondensaattorin varaus alkaa aluksi purkautua kddmin kautta. Itsein-
duktion takia tdma ei tapahdu silménrépéyksessa. Induktiovirta kulkee myos
sen hetken jélkeen, jolloin kondensaattorin varaus on nolla. Virta kulkee niin
kauan samaan suuntaan, ettd levyjen varaukset ovat alkutilaan néhden vas-
takkaismerkkiset. Sen jélkeen kondensaattorin varaus alkaa taas purkautua
jne.

Todellisessa piirissé on aina jonkin verran resistanssia. Tilanteen lasken-
nallinen tarkastelu on suoraviivaista differentiaaliyhtéiloiden késittelyé eika
sité kaydéa tassa lapi. Mainitaan vain esimerkiksi tilanne, jossa piiriin kytke-
tadn tasajannite V hetkelld ¢ = 0, ja kondensaattori on alkuhetkelld varaa-
maton. Piirin virta on silloin

I(t) = (Vo wL)e T/ L) gin ot (8.25)

missi w = \/1/LC — (R/(2L))2. Kulmataajuus w voi téssi tapauksessa ol-
la imaginaarinen, mutta joka tapauksessa piirin virta vaimenee eksponenti-
aalisesti. Kuvassa 8.2 on esitetty tilanne, jossa w on reaalinen. Téssd vai-
heessa kannattaa my0s miettid, mitéd virralle tapahtuu kondensaattorissa.

8.4 Epilineaariset energiahiviot

Poiketaan nyt ferromagnetismiin energiandkokulmasta. Todellinen makro-
skooppinen ferromagneetti kiyttiaytyy huomattavasti molekyylitasoa rakei-
sempana. Aine koostuu ferromagneettisista alueista, jotka ovat magnetoi-
tuneet eri suuntiin ja joiden vélilld on suuruusluokkaa 100 atomin paksui-
sia seinid. Kun ndmé alueet jarjestyvét uudelleen ulkoisen magneettikentéan
muuttuessa, syntyy energiaa kuluttavaa kitkaa. Tarkasteltaessa aiemmin
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virta

08| 4

Kuva 8.2: Vaimeneva virdhtely RLC-piirissd. Katkoviivoilla on piirretty
vaimennusfunktion texp(—Rt/2L) kuvaaja.

sihkomagneettista energiaa véliaineet oletettiin lineaarisiksi. Ferromagneet-
tinen aine on kuitenkin epélineaarista ja eteen tulee kysymys, mita tapahtuu,
kun hystereesisilmukkaa kierretdén ympéari. Tarkastellaan virtapiiria, jonka
muodostaa ferromagneettisen aineen ympirille kierretty kela (IV kierrosta),
johon ulkoinen energian ldhde sy6ttédd virtaa.

Jos magneettivuo kelan ldpi muuttuu tekijélla 0P, niin ulkoinen ener-
gianldhde tekee sihkomotorista voimaa vastaan tyon

SW,, = NI6® (8.26)

Ajatellaan ferromagneetti patkiksi magneettista silmukkaa eli aluetta, jossa
magneettikenttd poikkeaa nollasta. Télloin kelan kohdalla Amperen kier-
tosédnnon mukaan NI = §H - dl. Merkitsemélldi magneettisen silmukan
pinta-alaa dl:n kohdalla A:lla saadaan

6Wb:j§5<1>H-d1:j1§A5B-Hdl:/6B-HdV (8.27)
1%

Mikaili ferromagneetti kiyttiytyy palautuvasti, saadaan systeemin magneet-
tinen energia integroimalla magneettivuon tiheys arvosta B = 0 lopulliseen
arvoonsa. Lineaariselle aineelle tulos on tuttu

U:l/ H-BdV (8.28)
2 Jv

Lauseke 8.27 on kuitenkin yleisempi ja antaa oikean tyon myos hystereesi-
tilanteessa. Magneettikentdn muutosta vastaava tyo yksikkotilavuudessa on

dw, = H - dB (8.29)
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magneettivuon tiheys B

ol

magnetoiva kenttd H

Kuva 8.3: Yksikkotilavuutta kohti tehty ty6 ferromagneettisessa syklissé.

Tarkastellaan nyt hystereesisyklié, joka alkaa H:n arvosta 0, kasvaa arvoon
H 4z, pienenee arvoon —H,,,, ja palaa sen jélkeen takaisin nollaan (kuva
8.3).

Ty6 kuvan 8.3 pisteestéd a pisteeseen b

b
(wp)ap = / HdB (8.30)

on hystereesikdyrin ab ja B-akselin vilinen pinta-ala ja se on positiivinen
koska sekd H ettd dB ovat positiivisia. Vastaavasti (wp)p. on B-akselin
ja kéyrdn bc vilinen pinta-ala, mutta se pitdd laskea negatiivisena, koska
dB < 0. Samoin lasketaan tyo negatiivisilla H ja lopputuloksena yhden hys-
tereesisyklin myo6té tehty tyo on silmukan siséén B H-tasossa jadvé pinta-ala

wp = fHdB (8.31)

Téyden kierroksen jilkeen ferromagneetin tila on sama kuin alussa, joten
sen magneettinen energia on yhtd suuri kuin aluksi. Ulkoinen energianldhde
on kuitenkin tehnyt tyota, joka on kulunut magneettisten alueiden uudelleen
jarjestaytymiseen. Kyseessd on palautumaton SM-energian hévio lammoksi.
Téaméan ilmion vuoksi esimerkiksi muuntaja lampenee. Yleensékin hystereesi-
hévict on tédrkedd huomioida rakennettaessa vaihtovirtalaitteita. Ylldoleva
lasku tehtiin yhdelle syklille, joten mitd korkeammalla taajuudella laite
toimii, sitd nopeammin hystereesi hivittia energiaa.

Kéytannossé ferromagneettinen sykli on usein mielekkédampad késitelld
magneettikentéin voimakkuuden ja magnetoituman avulla. Tédmé& onnistuu
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seuraavasti (B = po(H + M)):
dwy, = H - dB = poH dH + poH - dM (8.32)

Termi puoH dH on tyhjossi tehty tyo, joka on nolla integroituna kokonaisen
syklin yli ja termi puoH - dM on materiaalille ominainen ty6. Koko syklin yli
tyo on siis

wp = uongdM = —,uofMdH (8.33)

missé on kiytetty hyviiksi lauseketta d(M H) = H dM+ M dH . Kokonaisdif-
ferentiaalin d(M H) integraali on nolla riippumatta aineen ominaisuuksista.

8.5 Magneettikentin voimavaikutus virtapiireihin

Siirretdén virtapiirijarjestelmén yhtéd silmukkaa matka dr. Oletetaan, etté
silmukoissa kulkevat virrat siilyvéat ennallaan. Télloin siirroksessa tehty ty6
on dW = F - dr, joka koostuu kahdesta osasta:

dW = dWy — dU (8.34)
misséd dU on magneettisen energian muutos ja dW; on ulkoisten ldhteiden
tekem4 tyo, jotta virrat sdilyvét ennallaan.

Eliminoidaan dW, olettamalla silmukat jdlleen jaykiksi ja lineaarinen
véliaine. Magneettisen energian muutos on

1
==-N"1,do; .
dU 2; d (8.35)

Toisaalta
AW, =Y I; d®; (8.36)

joten dWp, = 2dU ja dU = F - dr eli voima saadaan energian gradienttina
olettaen virrat vakioiksi
F=vVU ‘1 (8.37)

Usein tilanne on sellainen, ettéd virtapiirin liike rajoittuu kiertymiseen
jonkin akselin ympéri. Talloin dW = 7 - df, missd T on magneettinen
vadntomomentti ja d@ on kiertymén kulmaelementti. Vadntémomentti ak-

selin 7 suhteen on siten oU

Tarkasteltu tilanne on siis samantapainen kuin luvussa 4.4, jossa johdesys-
teemi pidettiin vakiopotentiaalissa ulkoisen janniteldhteen avulla.
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Joissain tapauksissa virtapiirien lapi kulkeva magneettivuo voidaan olet-
taa vakioksi. Téllaisiin tilanteisiin joudutaan tarkasteltaessa hyvin johtavia
véliaineita kuten suprajohteita tai tédysin ionisoitunutta harvaa plasmaa.
Télloin mikdéan ulkoinen ldhde ei tee tyota eli dWp, = 0 ja

F.dr=dW = —dU (8.39)

Nyt voiman ja vididntémomentin komponentit saadaan derivoimalla —U:ta
pitden ® vakiona, miké vastaa sdhkostatiikassa vapaiden johteiden systee-
mié.

Sovellusesimerkki on avaruusaluksen asennonsédto. Maapallon magneet-
tikentédn vaikutuksen alaisena olevaan satellittiin rakennetaan kelajarjestel-
mé. Kun satelliittia halutaan kdantéd, ajetaan keloihin sellaiset virrat, etté
satelliitti kddntyy haluttuun kulmaan magneettikenttasin ndhden. Menetel-
mén etuna on se, ettd operaatio voidaan tehdd aurinkoenergian avulla, hait-
tana taas kentédn pienuudesta johtuva vddntomomentin heikkous ja siten
operaation hitaus.

Esimerkki. Kahden virtasilmukan vilinen voima

Palataan magnetostatiikan alkuun, missi kerrottiin Amperen empiirisesté
lausekkeesta voimalle kahden virtasilmukan vililld (5.28). Lasketaan sama
tulos tdmén luvun keinoin. Nyt on oltava tarkkana, silld energian lauseketta
on derivoitava silmukoiden vélisen keskindisen etéisyyden suhteen. Selvinté
on maédritelld r1 = R; + x3 ja ro = Rg + X2, jolloin R = Ry — Ry on sil-
mukoiden vélinen keskindinen etéisyys, josta systeemin magneettinen ener-
gia riippuu (silmukoiden oletetaan séilyttédvin muotonsa ja suuntautumisen-
sa). Talloin silmukoiden vilinen magneettinen voima on

I 1 dlydl
F(R) = hLVRM(R) =012V § § 202 —
A7 Cy JCo ’I'Q — I‘1|
I I dlydl
Hol1 2VR]{ f{ 1al2 (8.40)
47 ca Jo, IR+ x2 — xq]
Nyt derivointi voidaan vied& integrointien ohitse:
LI R —
o _Hoh 2}{ d11d12+x—2X13 -
47 cy JCy ‘R+X2—X1|
wol1ls 7{ ro —Ip
— dlydlp——— 8.41
47 C1 JCs 1852 ‘I'Q — I‘1|3 ( )

Ensi silméykselld ndyttaa kuin olisi saatu eri tulos kuin aiemmin. Néin ei ole,
mink# osoittaminen jéd harjoitustehtédviksi. Voiman lausekkeesta ndhdéén
valittomasti, ettd voiman ja vastavoiman laki pdtee umpinaisille virtasil-
mukoille.
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Kuva 8.4: Solenoidiin tydnnettyyn rautasauvaan vaikuttava voima.

Esimerkki. Rautatanko solenoidin sisilla

Luvussa 4 tarkasteltiin levykondensaattorin sisdlld olevaan eristepalkkiin
kohdistuvaa voimaa. Tutkitaan nyt solenoidin sisélléd olevaa rautatankoa,
jonka poikkipinta-ala on A ja permeabiliteetti p. (Kyseessd saa olla miki
tahansa aine, joka noudattaa yksinkertaista magnetoitumislakia.) Olkoon
solenoidin pituus ! ja olkoon sitd kierretty N kierrosta johteella, jossa kul-
kee vakiovirta I. Vedetddn tankoa ulos solenoidista kunnes siitd on en&d
puolet sisilld ja lasketaan voima, joka yrittdd vetdd tankoa takaisin (kuva
8.4).

Ongelma olisi aika vaikea, jos kysyttéisiin alkuperdisen tai lopullisen
tilanteen todellista magneettista energiaa, koska silloin olisi huomioitava reu-
nojen vaikutukset. Koska voima on energian gradientti, sen méarittadmiseksi
riittédé tarkastella kahden eri tilan eroa. Tarkastellaan oheisen kuvan mukais-
ta lyhyttéd siirrosta. Kuvien a) ja b) viilinen ero on, ettd pituusalkio Az
on siirretty kentén ulkopuolisesta osasta solenoidin siséén, kun taas han-
kalan reunan kohdalla kaikki niyttdd samalta molemmissa kuvissa. Koska
H-kenttéd on lihes pitkittdinen alueessa Ax ja koska H-kentédn tangentiaa-
likomponentti on jatkuva sauvan sylinterinmuotoisen reunan yli, voidaan
magneettinen energia laskea lausekkeesta

1
U=y / pH? dV (8.42)

missd H on vakio sauvan siséd- ja ulkopuolella, koska I on vakio. Siirroksen
jilkeen energia on

1
U(xg+ Ax) = U(a:o)—i-—/ (1 — po)H?*dV
2 Jana
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1 N2I?
= Ul@o) + 5 (1~ po)—— ALz (8.43)

Koska voima on energian gradientti, se voidaan arvioida tésté

ou 1 N?I1’°A 1
Fp=—~ (p—pio) —5— = = H?A 8.44
2= 5 N 5= ) 5 Xm0 (8.44)
Voima osoittaa x:n positiiviseen suuntaan eli vetédéd sauvaa solenoidiin, jos

Xm > 0.

8.6 Maxwellin jinnitystensori magnetostatiikassa

Tarkastellaan aluetta V', jossa on stationaarinen virrantiheys J = pv. Olete-
taan lisdksi, ettd alueessa on vain tavallista ainetta, jolle B = poH. Tila-
vuusalkioon dV kohdistuva magneettinen voima on Lorentzin lain mukaan
dF = (pdV)v x B =J x BdV, joten voimatiheys on f =J x B = ppJ x H.
Amperen lain mukaan f = 1o(V x H) x H ja komponenteittain (HT)

3
1
fi= 1o Z HJ-@]HZ- — §MoaiH2 (8.45)
Jj=1

Otetaan mallia sdhkostatiikasta ja méadritelldéin magnetostaattinen Max-
wellin jannitystensori

m 1
7" = B;H; — ;0B -H (8.46)
jolloin
o (m)
fi=>_0,T; (8.47)
j=1
Edelleen sihkostatiikan analogian perusteella saadaan kokonaisvoima
1
F=/ ((n-H)B- n(B- H)ds)= F° (8.48)
ov

Pintavoima F° voidaan osoittaa ekvivalentiksi voiman F kanssa samalla
tavalla kuin sdhkostatiikassa.



Luku 9

Maxwellin yhtalot

Nyt meilld on koossa elektrodynamiikan peruspilarit silld tasolla, jolla ne
tunnettiin 1860-luvun alussa. Maxwell huomasi yhtéloissa piilevén teoreet-
tisen ongelman: Mité tapahtuu, jos varaustiheys ja siten séhkokenttd muut-
tuvat ajallisesti? Amperen laki on voimassa vain staattiselle systeemille ja
ottamalla siitd divergenssi V - (V x H) = V - J nidhdéén, ettd V- J = 0.
Varaustiheyden muuttuessa ajallisesti pitédisi kuitenkin jatkuvuusyhtilon
dp/Ot +V - J = 0 olla voimassa.

9.1 Siirrosvirta

Kuvan 9.1 mukaisessa ajatuskokeessa varataan kondensaattoria séhkovirralla
1. Amperen lain mukaan

]{H-dlz JondS=1I (9.1)
C S1

kondensaattorilevyt

Kuva 9.1: Amperen laki varattaessa kondensaattoria

113
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missé Sy on pinta, jonka ldpi virta I kulkee. Nyt kuitenkaan mikéén ei sano,
misséd silmukan C' rajoittaman yhdesti yhtenéisen pinnan tulisi olla. Pinnaksi
voidaan valita myos kondensaattorin levyjen vélisen alueen kautta piirretty
pinta Ss, joka ei leikkaa virtaa missédén ja

fH-dl: J-ndS =0 9.2)
C Sa

Molemmat integraalit on laskettu matemaattisesti oikein, joten ongelman
taytyy olla puutteellisesti ymmérretyssé fysiikassa. Ratkaisu on siiné, ettd
virta I tuo varausta kondensaattorin levylle eikd varaus poistu systeemisté
samaan tahtiin. Virralla on siis divergenssié pintojen S ja Se rajaamassa
tilavuudessa.

Tarkastellaan ongelmaa differentiaalimuodossa lihtien varauksen jatku-
vuusyhtalosta

op
VIt =0 (9.3)

Varaustiheys voidaan ilmaista Gaussin lain avulla
V-D=p (9.4)

joten jatkuvuusyht&ld voidaan kirjoittaa muotoon

v(ui)—?):o (9.5)

Maxwellin oivallus oli korvata virrantiheys Amperen laissa ylldolevalla sulku-
lausekkeella ja tuloksena oli neljds Maxwellin laeista
oD
VxH=J+ — 9.6
+ 5 (9.6)
jota voi hyvilla syylld kutsua Amperen ja Maxwellin laiksi. Termid 0D /0t
kutsutaan kentdnmuutosvirraksi, kenttéavirraksi tai siirrosvirraksi.

Maxwellin idea siirrosvirrasta oli puhtaasti teoreettinen, silla sen vaiku-
tus on niin pieni, ettd mikain tuolloinen mittaus ei ollut ristiriidassa Ampe-
ren lain kanssa. Siirrosvirta alkaa olla verrattavissa johtavuusvirtaan vasta,
kun we/o > 0.01 eli johteiden tapauksessa taajuuksien on oltava erittéin kor-
keita. Eristeissd tilanne on toinen ja jo tavallisessa 50 Hz vaihtovirtapiirissa
olevan kondensaattorin ldpi kulkeva virta on siirrosvirtaa. Kondensaattorin
siséistd virtaa ei tosin useinkaan tarvitse tarkastella virtapiirianalyysissa,
kuten RLC-piirid koskeneessa esimerkissé.

Koska siirrosvirta tulee nékyviin vasta suurilla taajuuksilla, se liittyy
sihkomagneettiseen aaltoliikkeeseen luonnollisella tavalla. Heinrich Hertz
todensi vuonna 1888 siirrosvirran olemassaolon tutkiessaan sihkémagneetti-
sia aaltoja. Témén jalkeen myts Maxwellin alunperin teoreettinen oivallus
sai kokeellisen perustan.
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Varauksen jatkuvuusyhtild seuraa nyt Amperen ja Maxwellin laista
yhdessd Gaussin lain kanssa, joten sitéd ei tarvitse ottaa mukaan erillisend
yhtalond. Tamé ei kuitenkaan tarkoita, ettd varauksen siilymislaki seu-
raisi Maxwellin yhtéloistd, vaan sitéd, ettd annetussa tilavuudessa varauk-
sen ajallinen muutos kompensoituu alueeseen tulevalla tai siitd poistuvalla
sdhkovirralla, koska varaus siilyy!

9.2 Maxwellin yhtilot

Nyt meilld on koossa koko Maxwellin yhtéléiden ryhmé

V-D = p
V-B = 0
0B
E = -2 .
V x 5 (9.7)
oD
H = i
V x J+6t

Téssé lahdetermeinéd ovat ulkoiset (”vapaat”) varaukset p ja ulkoiset
(?vapaat”) virrat J. Sidotut varaukset ja virrat on kétketty kenttiin D
ja H. Mikéli kyseessé on tyhjod monimutkaisempi véliaine, tarvitaan lisiksi
rakenneyhtilot D = D(E,B), H=H(E,B) ja J = J(E, B).

Yhtéaloryhmé 9.7 ei kuitenkaan ole sen yleisempi tai rajoitetumpi kuin
luvussa 1 esitetty ”tyhjomuodossa” kirjoitettu yhtéaloryhma

V-E = p/e
vV-B =0
0B
OE
VxB = puodJ+ poco—-

ot

misséd p ja J kuvaavat kaikkia varauksia ja virtoja. Esitysmuoto 9.7 on
joitain merkintoja vaille sama, jossa Maxwell itse esitti yhtélonsd. Muo-
toa 9.8 voi kuitenkin pitdd jossain mielessd perustavampana, koska se ei
ota mitddn kantaa mahdollisen viliaineen sdhkdisiin tai magneettisiin omi-
naisuuksiin.

Vaikka usein puhutaan neljastd Maxwellin yhtélostd, yhtaloryhméssé 9.8
on kuitenkin 8 yhtiloa (2 skalaariyhtélod ja 6 vektoriyhtéloiden komponent-
tia). Yhtéloryhmé on lineaarinen, joten ratkaisuille pitee yhteenlaskupe-
riaate. Mikéli ldhdetermit p ja J tunnetaan, on jiljelld 6 tuntematonta ja
yhtéloéryhmé riittdd mainiosti E:n ja B:n mé&irddmiseen. Jos kuitenkin et-
sitdén itsekonsistentteja ratkaisuja, tuntemattomia on 10 kpl (E, B, J ja p),
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joten systeemistd tarvitaan lisdtietoa. Sellaiseksi kelpaa esimerkiksi Ohmin
laki (J = oE). Kuten aina differentiaaliyhtéloitéd ratkottaessa, myos reu-
naehdot tiytyy méaarittda oikein.

9.3 Siahkomagneettinen kentti rajapinnalla

Luvuissa 3 ja 6 késiteltiin staattisten sidhko- ja magneettikenttien reunaeh-
toja kahden aineen rajapinnalla. Magneettivuon tiheydelle saatiin yht&alosta
V - B = 0 normaalikomponentin jatkuvuusehto

Bip = Ban (9.9)

Tamé patee myos ajasta riippuvassa kentéssa.

Tarkastellaan sitten sdhkokentédn tangentiaalikomponenttia. Sahkostaat-
tisen yhtédlon V x E = 0 sijasta on kéytettdva Faradayn lakia
0B

VxE=-"" (9.10)

Tehd&ddn samanlainen suorakulmainen silmukka kuin luvussa 3 ja integroi-
daan Faradayn laki silmukan sulkeman pinnan yli
0B
/VxE-ndS:— — -ndS (9.11)
S s Ot
Sovelletaan Stokesin teoreemaa lausekkeen vasemmalle puolelle ja suorite-
taan viivaintegraalit:
, , 0B
lE — B9y + hi By + hoFEoy, — hlEln — h2E2n = — E -ndS (9.12)
S
missd [ on silmukan pituus rajapinnan suunnassa, h; ja hg ovat silmukan
etéisyydet rajapinnasta kummankin véliaineen puolella ja E;, ja El, ottavat
huomioon, ettd sihkdkentidn normaalikomponentit saattavat poiketa toisis-
taan silmukan eri péissi. Kun silmukan korkeus litistetdan havidvin pienek-
si, havidvat sahkokentdn normaalikomponentteja sisdltdvit termit ja samoin
yhtélon oikea puoli, jos 0B /0t pysyy &érellisené. Lopullisesta yhtélostd jad
jaljelle sama jatkuvuusehto kuin sdhkostatiikassa

Ev = Ey (9.13)

Séhkovuon tiheyden normaalikomponentin reunaehto on monimutkaisempi,
koska nyt pintavaraustiheys voi muuttua. Sekaannusten valttdmiseksi merk-
itddn johtavuutta o:lla ja pintavaraustiheyttd og:1la. Yhtélosta V- D = p
saadaan pillerirasialla samannékoinen tulos kuin sdhkostatiikassa

Dgn - Dln —= 0 (914)
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missd D, = D -n ja pinnan normaalivektori n osoittaa aineesta 1 aineeseen
2. Toisaalta varaustiheyden muutosta kontrolloi jatkuvuusyhtilo

dp
V- J=—-— 9.15
T (9.15)
josta seuraa analogisesti
Jog
n — JIn = T 5, 1
Ja J1 5 (9.16)

Sovelletaan tatéa yksinkertaiseen aaltoliikkeeseen eli oletetaan séhkoken-
tén olevan muotoa E(t) = Ege ™! Tillsin voidaan korvata 0/0t — —iw.
Olettamalla lineaarinen véliaine ja kiyttdmalld rakenneyhtéloitda D = €E ja
J = oE voidaan D,:n ja J,:n reunaehdot kirjoittaa yhtéloparina

62E2n—61E1n = Og
UgEQn—UlEln = ’iWUs (9.17)

Jos pintavaraustiheys hividd, on oltava €1/01 = €2/09, miki voidaan saada
aikaan valitsemalla sopivat véliaineet. Yleisesti o, ei hdvié, joten se voidaan
ratkaista yhtédloparista ja sdéhkokentédn normaalikomponentille saadaan

02

(q + iﬂ> By, = (62 + i—) Eop, (9.18)
w w

Tarkasteltaessa H-vektorin tangentiaalikomponenttia taytyy kentdnmuu-

tosvirta huomioida 5D

Tangentiaalikomponentin reunehto 16ytyy jilleen suorakulmaisesta silmukas-
ta. Samoin kuin Faradayn laissa oletettiin 0B /0t:n pysyvén dérellisend sil-
mukkaa kutistettaessa, nyt pidetddn 0D /0t dérellisend ja jiljelle jad mag-
netostatiikasta tuttu reunaehto

n x (Hg — Hl) =K (920)

missé K on pintavirran tiheys ja pinnan normaalivektori n osoittaa alueesta
1 alueeseen 2. Pintavirran tiheys on nolla, jos véliaineen johtavuus on &dérel-
linen. Siis ellei véliaineen johtavuus ole d&dreton, magneettikentédn tangenti-
aalikomponentti on jatkuva.

Tarkastellaan lopuksi tilannetta, jossa viliaineen 2 johtavuus on déreton.
Amperen ja Maxwellin laki viliaineelle 2 on

D
VxHy=Jy+ % (9.21)
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Olettamalla harmoninen aikariippuvuus e =™ ja kiyttamslld rakenneyht#loi-

td saadaan

1
Ey=——VxH, (9.22)
09 — 1WEQ

Jos V x Hjy on rajoitettu, niin ehto o9 — oo edellyttia, ettd Eg = 0. Olet-
taen myos Ha:n aikariippuvuus harmoniseksi Faradayn laki ja lineaarinen
rakenneyhtélo B = pH antavat

1

H, = -
iwpiy

V x EQ (923)

ja siten myos Ho havida. Tama kaikki tarkoittaa sité, ettd sihkomagneettinen
aalto ei etene dérettoméan hyvédn johteeseen.

9.4 Sihkomagneettinen energia ja liikkemaira

Periaatteessa koko elektrodynamiikka on nyt hallinnassa. Kurssin alkuosassa
tuli kuitenkin esille ongelmia litkemé&iran ja liitkema&ramomentin sdilymisla-
kien kanssa. Samoin jii epéselviksi, mille oliolle esimerkiksi sihkostaattinen
energia oikein kuuluu.

9.4.1 Poyntingin teoreema: energian sidilyminen

Tarkastellaan aluksi yksittédistd sahkomagneettisessa kentéssé liikkuvaa va-
rauksellista hiukkasta. Siithen vaikuttaa Lorentzin voima F = ¢(E + v x B).
Mekaniikassa on opittu, ettd voima tekee tyota teholla F - v, joten hiukkasen
mekaanisen energian muutosnopeuden méaardad sihkokentté, koska magneet-
tikentta ei tee tyotéas:

dWmek

dt

Muita kuin séhkémagneettisia voimia ei tissd yhteydessid oteta huomioon.

Yleistys jatkuvalle virrantiheydelle alueessa V' antaa hiukkassysteemin me-
kaanisen energian muutosnopeudeksi

=qv-E (9.24)

AWine
b :/ J.-EdV (9.25)
dt %

Aletaan muokata pistetuloa J - E kiyttiden Maxwellin yht&loita véliaine-
muodossa. Amperen ja Maxwellin laki antaa

J~E:E-V><H—E-aa—]3 (9.26)
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Oikean puolen ensimméinen termi houkuttelee kiyttdmain tulon derivoimis-
kaavaa V- (ExH) =H-V x E—E -V x H, josta Faradayn lakia kéyttiden
tulee

B
V~(E><H):—H-aa—t—E-V><H (9.27)
T&dhén mennessé on siis saatu
oD 0B
J-E=-V- (ExH)-(E-— +H - — 9.28
(B xH) - & 3 +H-0) (9.25)
Oletetaan nyt, etti viliaine on yksinkertaista (LIH), jolloin
0,1 1

-E=-V.- (ExH)-—(=D-E+-B-H 2

J V- (E x H) 8t(2 +2 ) (9.29)

Statiikassa opitun perusteella on luonnollista tulkita, etté jalkimmaéaisen sul-
kulausekkeen sisdlld on sahkémagneettisen kentéin energiatiheys

1 1
Kun vield méaéritelliin Poyntingin vektori
S=ExH (9.31)
saadaan Poyntingin teoreema differentiaalimuodossa jatkuvuusyhtilona
0
7g;mﬂtv-sz—J-E (9.32)

Tulkintaa helpottaa vertailu varauksen jatkuvuusyhtiloon 0p/ot+V-J = 0,
joka seuraa varauksen siilymislaista. Poyntingin teoreema on siis hiukkasten
ja kentéin muodostaman systeemin energian siilymislaki. Ndhddan myos,
ettd hyvalld syylla sihkomagneettista kenttdd voidaan pitédé itsendisend fysi-
kaalisena oliona. Témé tulkinta vahvistuu muiden séilymislakien yhteydessa.
Termi J - E ilmaisee sen, ettd kenttd ja hiukkaset voivat vaihtaa energiaa
kesken&in.

Integroimalla jatkuvuusyht&ld alueen V' yli ja kdyttamalla divergenssi-
teoreemaa saadaan Poyntingin teoreema havainnolliseen integraalimuotoon

i(Wmek + Wem) = — S-dA (9.33)
dt oV
Téamén perusteella voidaan kvalitatiivisesti ajatella, ettd Poyntingin vek-
tori "kuljettaa energiaa” (yksikkoé on .J/(m?s) eli energiavuon yksikks).
Téllainen tulkinta johtaa kuitenkin erikoiselta vaikuttaviin tilanteisiin yksin-

kertaisissakin esimerkeissé, kuten tasavirtajohtimessa.

FEi ole itsestéddn selvéd, ettd Poyntingin vektorin ”oikea” lauseke on 9.31.
Poyntingin teoreeman differentiaalimuodon perusteella vektoriin S voitaisiin
lisété roottorikenttd. Monimutkaisempiakin muunnelmia on olemassa, mutta
silloin my6s energiatiheyden lauseketta on muutettava. Oleellista on, etté
energian séilymislain muoto ei muutu. Pohjimmiltaan kyse on siité, ettei
sihkomagneettisen kentéin energiaa voida paikallistaa.
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9.4.2 Maxwellin jannitystensori

Palataan kuvan 5.3 tilanteeseen: rikkooko elektrodynamiikka liikemé&dran
siilymislakia? Vastaus on kielteinen. Ratkaisu on siind, ettd SM-kentélla
on energian lisdksi lilkem&&ris. Siilyvd suure on hiukkasten ja kenttien
yhteenlaskettu liikemé&#rd. Témén ndkemiseksi on tarkastellaan Maxwellin
jannitystensoria ajasta riippuvassa tilanteessa.

Oletetaan véliaine tyhjon kaltaiseksi. Kaikkien tilavuudessa V' olevien
hiukkasten liikkemé&édrien summa p,,.; noudattaa Newtonin toista lakia

d me
) ’f:/p(E+va)dV=/(pE+JxB)dV (9.34)
dt v 1%

joten voimatiheys on
f=pE+JxB (9.35)

Eliminoidaan p ja J Maxwellin yhtél6iden avulla, jolloin

£ = (V- E)E + (iv <B— eoa—E) «B (9.36)
o ot
Nyt
OE 0
EXB:a(EXB)—FEX(VXE) (9.37)

missé viimeisessa termissé on kéaytetty Faradayn lakia. Voimatiheys on siten

_ LB X (VxB) - (B x B) (9.38)

f=ol(V-E)E-Ex (VxE) - - ot

Lauseke saadaan symmetrisemmiksi lisaamélld termi (V - B)B/po, joka on
aina nolla. Kenttien roottorilausekkeet voi kirjoittaa auki kaavalla (HT)

Ex (VXE) = %V(EZ) —(E-V)E (9.39)

ja samoin B:lle. Ndin voimatiheys on saadaan muotoon

1

Ho
1 1 0

— V(e E? B2> — e~ (ExB 9.40
5V (0B + B — oz (B < B) (9.40)

f = ¢[(V-E)E+ (E-V)E]+ —[V-B)B+ (B-V)B]

Tamé siistiytyy méarittelemilla Maxwellin jinnitystensori 7:

1 1 1
7;]' = € (EiEj — §6ijE2) + @ (BZ'BJ' - §5ijBQ> (9,41)
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Tensorin 7 divergenssi on vektori, jonka komponentit ovat
1
(V-T), = e [(v "E)E; + (E-V)E; - §vjE2]

1 1
+ — {(v ‘B)B; + (B-V)B; — §vj32} (9.42)
Ho

Namé ovat Poyntingin vektorin aikaderivaattaa vaille voimatiheyden kom-

ponentit, joten

0S
f=V.-7-— — 4
AV €0 L0 N (9.43)

Integroidaan tdmaé tilavuuden V yli ja kirjoitetaan jdnnitystensorista riip-
puva osa pintaintegraaliksi. T&ll6in kokonaisvoima on

F = T-nda—eouoi/ Sdv (9.44)
ov dt Jv

Staattisessa tilanteessa sihkomagneettinen kokonaisvoima méaraytyy janni-

tystensorista pelkdstdin tarkasteltavan alueen reunalla. Siis 7 laskettuna

alueen reunalla jotenkin pitéé siséllaén voimien kannalta olennaisen tiedon

kentistd koko alueessa.

Voimien laskeminen jénnitystensorista ei rajoitu elektrodynamiikkaan.
Mekaniikasta tuttu energia-impulssitensori on formaalisti samanlainen otus,
yleinen suhteellisuusteoria formuloidaan Einsteinin tensorin avulla jne.

9.4.3 Liikeméaéirén ja liikem&dardmomentin siilyminen

Palataan sitten liikemé&dran sédilymiseen. Newtonin toisen lain mukaan hiuk-
kaseen vaikuttava voima on yhté suuri kuin sen litkemé&érin aikaderivaatta

_ dpmek
dt

F (9.45)

missi alaindeksi mek viittaa mekaaniseen liiketilan muutokseen. Toisaalta

dpmek _
dt %

d
7 -nda — eo,uo—/ Sdv (9.46)
dt Jv

T&amén voi tulkita samaan tapaan kuin Poyntingin teoreeman. Oikean puolen
ensimmainen termi kertoo litkema#ran virtauksen aikayksikossé pinnan 9V
lépi ja jilkimmaé&inen termi puolestaan kenttiin kertyneen litkemé&érin muu-
toksen. Siis sihkémagneettisen kentan liikkem#iri on

Pem = GUHO/ SdV (947)
|4

Yhteenlasketun sihkomagneettisen ja mekaanisen liikemé&rin muutos vas-
taa tarkastelualueeseen kenttien mukanaan tuomaa liitkemé&araa.
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Olkoon Py, mekaaninen litkem#aratiheys. Méaaritellian vastaavasti SM-
kentén liikemaaritiheys

ﬁem = 60#08 (948)
Té&ll6in liikkemédrdn sédilyminen voidaan ilmaista differentiaalimuodossa
0. .
&(pmek +pem) =V-7 (949)

Todetaan vield lopuksi, ettd sihkomagneettisella kent&lla on myos liikemaé-
rdmomenttia eli impulssimomenttia. Sen tiheys mééritelldan

~

lem =T X ﬁem = €guor X S (950)

Myo6s kokonaisimpulssimomentti on séilyvé suure.

9.5 Aaltoyhtilo ja kenttien ldhteet

9.5.1 Aaltoyhtilo tyhjossa

Siirrosvirtatermin ansiosta Maxwellin yhtél6illa on ratkaisunaan sihko-
magneettinen aaltoliike. Tarkastellaan tilannetta ensiksi tyhjossi (p = 0,
J = 0). Ottamalla roottori Amperen ja Maxwellin laista saadaan
I(V x E) 0°B
VXxVxB= = = =
ot 5, 01053
josta kirjoittamalla vasemman puolen roottorit auki ja kayttamalld mag-
neettikentén ldhteettomyyttd saadaan aaltoyhtélo

(9.51)

0°B

VB - -5
01053

=0 (9.52)
Ottamalla puolestaan roottori Faradayn laista ja huomioimalla, ettd myos-
kédn sidhkokentilld ei ole tyhjossd ldhteitd, saadaan sdhkokentille sama
yhtalo

O’E
o2
Tallainen aalto etenee nopeudella ¢ = 1/, /€ypug eli valon nopeudella.

V2E — eopo =0 (9.53)

9.5.2 Potentiaaliesitys

Tarkastellaan seuraavaksi Maxwellin yhtéloiden ratkaisemista olettamalla
kenttien ldhteet p ja J tunnetuiksi. Esitetddn tarkastelu tyhjonkaltaisessa
véliaineessa (€g, po) kentille E ja B. Siirtyminen lineaariseen viliaineeseen
on suoraviivaista.
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Ongelmaa on tehokkainta ldhestyé kayttdmalld kenttien skalaari- ja vek-
toripotentiaaleja ¢ ja A. Yhtélostd V - B = 0 seuraa, ettd magneettivuon
tiheys voidaan esittdd muodossa B = V x A. Sijoittamalla tdmé Faradayn
lakiin saadaan

d
VxE+ 5 VxA=0 (9.54)

Fysikaalisen siisteille kentille aika- ja paikkaderivaattojen jérjestyksen voi
vaihtaa, joten

0A

eli voidaan kirjoittaa E + 0A /0t = —V . Sahkokenttd on siis muotoa

E=-Vp- e (9.56)
eli sdéhkdstaattisen potentiaalin lisdksi Faradayn laki tuo vektoripotentiaalin
aikamuutoksesta johtuvan osuuden sahkokenttédan. Néin kenttien kuusi kom-
ponenttia on ilmaistu neljin muuttujan (¢, A) avulla. Tdhéin on tarvittu
nelja Maxwellin yhtaléiden kahdeksasta skalaarikomponentista, joten jéljelld
on nelja yhtdlod neljéan tuntemattoman ratkaisemiseen. Coulombin ja Ampe-
ren ja Maxwellin lait saadaan muotoon

o(V-A
V2, + (at) — —p/e; (9.57)
5 1 0°A 1 9p

Saatu yhtéloryhma ndyttdd pahemmalta kuin alkuperédiset Maxwellin yhté-
16t, mutta sille 16ytyy kétevid ratkaisumenetelmié.

Koska kentdt B ja E muodostuvat potentiaalien derivaatoista, voidaan
potentiaaleihin lisétéd sellaisia tekijoitd, jotka katoavat derivoitaessa. On
helppo ndhdé, ettd seuraava muunnos ei vaikuta kenttiin:

A — A=A+VU (9.59)
o — ¢ =¢p—0V/0t (9.60)

Niitd mittamuunnoksia kisitellaan tarkemmin luvussa 9.6.

Yksi tapa sailyttdd alkuperéiset kentét on edellyttéa, etté

1 0y
V- A+—5—-—=-=0 9.61
* c? ot (9.61)
Téta kutsutaan Lorenzin mittaehdoksi ja kyseistd mittaa Lorenzin mi-

taksi. T4lloin jaljelld olevat yhtélot yksinkertaistuvat epihomogeenisiksi
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aaltoyhtiloiksi
1 92
, 107

joille tunnetaan yleisid ratkaisumenetelmis. Historiallinen huomautus: ky-
seessé on todellakin Lorenzin mitta eikd Lorentzin mitta. Lorenz oli tans-
kalainen ja Lorentz hollantilainen fyysikko.

9.5.3 Viivistyneet potentiaalit

Edelld on 16ydetty itse asiassa neljéa karteesisissa koordinaateissa toisistaan
riippumatonta skalaariyhtéloéd, joten ratkaisumenetelmén kannalta riittéa
tarkastella yhtélod ¢:lle. Staattisen kentédn tapauksessa kyseessd olisi tuttu
Poissonin yhtélo, jonka ratkaisuja ovat Laplacen yhtélon yleiset ratkaisut
seké jokin Poissonin yhtélon erikoisratkaisu.

Ratkaistaan aaltoyhtdlo ensin yhdelle varaukselle, joka on sijoitettu ori-
goon. T4lléin homogeeninen aaltoyhtélo

1 62

patee kaikkialla muualla kuin origossa. Koska tilanne on pallosymmetrinen,
© = p(r) ja homogeeninen aaltoyht#lo voidaan kirjoittaa pallokoordinaatis-

tossa 82( ) 82( )
7Y 1 TP
_ =0 9.65
Or? 2 Ot? ( )
Talla on tutut +r-suuntiin eteneviat ratkaisut
ro = f(r—ct)+ g(r+ct) (9.66)

Naista f(r — ct) etenee poispiin varauksesta ja g(r+ ct) etenee kohti varaus-
ta. Koska haluamme ymmaértas varauksen vaikutusta ympéristoonsa, riittaa
tarkastella ratkaisua f.

On siis 16ydetty homogeeniselle aaltoyhtélolle pallosymmetrinen ratkaisu

o= M (9.67)

ja nyt méaritetdan funktion f muoto. Staattisessa tapauksessa potentiaali

on
— (9.68)

- Adweor
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ja nyt ilmeisesti ¢ = ¢(t). Kirjoitetaan f ajan funktiona f(t — r/c), missi
vakio —c on upotettu méarattiavain funktioon itseenséd. Néin ollen ajan-
hetkelld ¢t — r/c on voimassa

q(t —r/c)

t— = 9.69
fle=rje) = TL (9.69)
ja yksittaisen varauksen epahomogeenisella aaltoyhtélolla on ratkaisu
t —
olr, 1) = L=1/0) (9.70)

dmegr

Integroimalla kaikkien varausten yli saadaan

L)y Lt
t) = dv' = dV 71
P(r,t) Areg /v Ir — /| v dmey Jv v — /| (9-71)

missid ¢’ = t — |r — 1/|/c on viiviistynyt aika. Potentiaalia ¢ kutsutaan
viivastyneeksi skalaaripotentiaaliksi, koska se huomioi ajan, joka kuluu
kustakin pisteesté tarkastelupisteeseen nopeudella ¢ etenevilti signaalilta
(HT: piirrd kuva).

Vektoripotentiaalin aaltoyhtédlén kukin komponentti on matemaattises-
ti aivan samanlainen kuin skalaripotentiaalin aaltoyhtéls, joten jokaiselle

komponentille on olemassa sama ratkaisu. Kokoamalla kaikki komponentit
yvhteen saadaan viivistynyt vektoripotentiaali

(e, I t—|r—r'
A(r,t)—@/ (r, )dv’@/ ot =le=xl/e) o (g.7)
Vv Vv

A Jy e -1  4rm lr —r/|

Néin on ratkaistu skalaari- ja vektoripotentiaalit annettujen varaus- ja vir-
tajakautumien funktioina. S&hko- ja magneettikentit saadaan néistéd suo-
raviivaisesti: E = -V — 0A /0t ja B = V x A. Kdytannossé derivaattojen
laskeminen on usein tyoldstid. Sen vaikeutta on hyvi kokeilla sijoittamalla
potentiaalien integraalilausekkeet takaisin aaltoyht&léon.

Tutustumme kurssin lopulla suppeampaan suhteellisuusteoriaan, jossa
vektori- ja skalaaripotentiaalien aaltoyhtalot voidaan koota nelipotenti-
aalin A% = (p, A;) aaltoyhtéloksi

2 fo — 2 1 82 « e}

missé nelivirran j¢ komponentit ovat (p/eg, poJ;). Osoittautuu, ettd Max-
wellin yhtélot ovat Lorentz-invariantteja eli valmiiksi kelvollisia suhteelli-
suusteorian pétevyysalueelle. Historiallisesti juuri elektrodynamiikka johti
Einsteinin suhteellisuusteorian jéljille. Taas historiallinen huomautus: mitta
on Lorenzin, mutta invarianssi Lorentzin.
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9.5.4 Aaltoyhtédléon Greenin funktio

Tarkastellaan aaltoyhtdlon ratkaisua kdyttamalld luvussa 2.11 esitettyd Gree-
nin funktion ideaa. Sekd A:n ettd ¢:n aaltoyhtdlét ovat muotoa
V) L& 4 f(r,t) (9.74)
[ = —477 .
c2 ot? ’
missé f(r,t) on tunnettu ldhdetermi. Tehddin seké v:lle etté f:lle Fourier-
muunnos ajan suhteen

w(r,t):% / (e, w)e 't du ; f(r,t):% / Frw)e “ du (9.75)

Sijoittamalla ndm# aaltoyhtdloon ja merkitsemélld k = w/c saadaan Fourier-
komponenteille
(V2 + E2) (r,w) = =4 f(r,w) (9.76)

Tamé on epiihomogeeninen Helmholtzin aaltoyhtls, joka tapauksessa
k = 0 palautuu Poissonin yht#loksi. Sen Greenin funktion tédytyy toteuttaa
yhtalo

(V2 + EHG(r;)) = 47 6(r — 1) (9.77)

Epédhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on silloin

P(r,w) = /Gk(r,r’,w)f(r',w) av’ (9.78)

johon voidaan lisdtd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja.

Koska aaltoyhtélod joudutaan kdytinnossd ratkomaan heijastavien reu-
nojen, aaltoputkien jne. yhteydessé, Greenin funktion muoto riippuu ongel-
man reunaehdoista (vrt. pallon Greenin funktio luvussa 2.11). Tarkastellaan
nyt reunatonta avaruutta, jolloin G on pallosymmetrinen ja riippuu aino-
astaan tarkastelupisteen ja ldhdepisteen etidisyydesti R = |r — r/|, joten
pallokoordinaateissa

V3G, =

L9 (RQ@) _ L% ey (9.79)

R2OR\" OR) ROR?
Koska R on ainoa muuttuja, voidaan kiyttad kokonaisderivaattaa

1 2
E%(R Gi) + K2Gy = —drd(r — 1) (9.80)

Muualla kuin pisteessd R = 0 tdmé& yksinkertaistuu yhtaloksi

d2
d—R2(R Gr) +k*(RGy) =0 (9.81)
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jonka ratkaisut ovat
RG), = Ae*R 1 Be kR (9.82)

Rajalla R — 0 kR < 1 ja 9.80 palautuu Poissonin yhtéaloksi, jonka ratkaisu
kdyttaytyy kuten 1/R. Tdmé& antaa sidosehdon A+ B = 1 ja Greenin funktio
on muotoa

Gr(R) = AG{(R) + BG; (R) (9.83)

missé Gf = thR/R, G;: kuvaa origosta poispéin etenevédd palloaaltoa
ja G, origoon tulevaa palloaaltoa kuten edellisesséikin luvussa esitetyssd
ratkaisussa.

A ja B miardytyvit reunaehdoista ajan suhteen. Jos ldhde on hiljaa
hetkeen ¢ = 0 asti ja alkaa sitten vaikuttaa, ulospéin etenevé ratkaisu A GZ
on fysikaalisesti mielekis valinta. Jos aallon amplitudi on annettu sopivilla
reunaehdoilla, my6s B G voi olla kéyttokelpoinen.

Tarkastellaan sitten ajasta riippuvaa Greenin funktiota, joka toteuttaa
yhtélon

<v2 _ ia_2> GE(r,t;x' ') = —4md(r —v')o(t —t') (9.84)

Koska ~
1 o
S(t—t)= p / dw et e~ (9.85)

voidaan ldhdetermi yht#lossd 9.77 kirjoittaa muodossa —47wd(r — r’ )ei“’t/ ja

ajasta riippuva Greenin funktio on
1 T etikR
T on R

—00

G*(R,T) e T dw (9.86)

missd 7 = ¢t — t'. Adrettémén avaruuden Greenin funktio riippuu siis vain
lihteen ja havaitsijan vilisestd etiisyydestd R ja aikaerosta t — t'. Koska
k = w/c, voidaan w-integraali laskea ja lopputulos on

GE(r,t;r' ) = ———6(t' — [t T |r — 1| /]) (9.87)

v — |

Nyt G on viiviistynyt Greenin funktio ja G~ puolestaan edistynyt Gree-
nin funktio.

Epédhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on siis

W (r, 1) = / / GE(r, b0, ) f (1) AV dt! (9.88)
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johon voi lisétd homogeenisen aaltoyhtéilon ratkaisuja. Viivistyneelle Gree-
nin funktiolle ratkaisu on tietenkin sama kuin edelld suoremmalla laskul-
la 16ytynyt ratkaisu. Téssd esitetty menetelmd on kuitenkin yleisempi ja
kéyttokelpoisempi tarkasteltaessa monimutkaisempia olosuhteita kuin yksin-
kertaista ldhdettid reunattomassa avaruudessa.

9.6 Mittainvarianssi

Aaltoyhtélon ratkaisu helpottui valitsemalla sopiva mitta. Tdmén teki mah-
dolliseksi Maxwellin yhtéloiden tirked ominaisuus: mittainvarianssi. Kent-
tien potentiaaleja voidaan muuttaa tietylla yleiselld tavalla ilman, ettd kentét
itse muuttuvat. Elektrodynamiikan mittamuunnokset ovat muotoa

A - A=A+VY (9.89)
o — ¢ =¢p—0V/0t (9.90)

Funktiota ¥ kutsutaan mittafunktioksi ja se voidaan valita usealla eri
tavalla. Yksi néistd on edelld kéiytetty Lorenzin mittaehto

1 9¢'
V-A'+5--=0 9.91
c2 ot (9:91)
Télloin mittafunktion ¥ on toteutettava aaltoyhtalo
19%)p
2otz

1 0p

2 — _——
VY c2 ot

-V-A (9.92)
Jos siis potentiaalit A ja @ eivit toteuttaisi Lorenzin mittaehtoa, niin uudet
potentiaalit A’ ja ¢’ toteuttavat sen edellyttien, etti ¥ voidaan ratkaista

aaltoyht&losté.

Voidaan osoittaa, ettd Lorenzin mittaechdon toteuttava funktio ¥ on
aina olemassa, mutta se ei ole yksikésitteinen. Lorenzin mitan etu on, etté
sité kaytettidessd yhtaloiden Lorentz-kovarianssi nédkyy eksplisiittisesti ja tu-
lokset on suoraviivaista siirtdé koordinaatistosta toiseen. Kédytdnnon laskut
voivat kuitenkin olla hyvin monimutkaisia.

Useissa tapauksissa laskennallisesti yksinkertaisempi vaihtoehto on Cou-
lombin mitta, jonka mittaehto on

V-A'=0 (9.93)
Vektoripotentiaali saadaan muunnoksella

V0 =-V-A (9.94)



9.6. MITTAINVARIANSSI 129

joka madrittda mittafunktion additiivista vakiota vaille yksikésitteisesti, jos
A — 0jay — 0, kuin r — o0. Coulombin mitassa skalaaripotentiaali
ratkaistaan yht&losta 9.57

olr,1) = — /p(r/’t) v’ (9.95)

 dweg Jy v — 1|

Nyt aika ei ole viivistetty, vaan skalaaripotentiaali maérdytyy samanaikaises-
ta varausjakautumasta kaikkialla. Tém&a merkitsee, ettd Coulombin mitta
ei ole Lorentz-kovariantti. Koska mitta on kuitenkin kelvollinen Maxwellin
yhtéloille, tésta ei seuraa ristiriitaa kenttien E ja B osalta. Coulombin mittaa
kaytettdessd on kuitenkin oltava tarkkana koordinaatistonmuutosten kanssa.

Coulombin mitassa vektoripotentiaalille tulee aaltoyht&lo

10°A  1_90
AR i vt 4

2otz 2 ot
Oikean puolen ensimmaéinen termi on pyorteetéon. Helmholtzin teoreeman
mukaan vektorikenttd F voidaan jakaa pyorteettoméin ja ldhteettomaéadn

Oosaan

— pod (9.96)

F=F+F;; VxF=0; V-F;=0

missé [ viittaa pitkittdiseen (longitudinaaliseen, pyorteettoméén) ja ¢ poi-
kittaiseen (transversaaliseen, lihteettéméin) osuuteen. Kayttamalla virran
jatkuvuusyhtilod aaltoyhtélo saadaan muotoon (ks. esim. Jackson)
2

V2A — C%%T‘g‘ = —uody (9.97)
Koska vektoripotentiaali médrdaytyy vain virran poikittaisesta komponen-
tista, Coulombin mittaa kutsutaan usein poikittaismitaksi. Se tunnetaan
myos nimelld séteilymitta, koska sahkomagneettiset séteilykentdt saadaan
lasketuksi viivéstyneesté vektoripotentiaalista

A(r,t) =10 / St = fr=xllje) o (9.98)

 4rm lr — 1/|

mik4 on olennaisesti helpompaa kuin siteilykenttien laskeminen Lorenzin
mitasta. Coulombin mitta erottelee annetussa koordinaatistossa sdhkokentan
staattiseen (s) ja induktiiviseen (i) osaan

E;=—-Vp; E; = —-0A/0t (9.99)

Klassinen elektrodynamiikka on ensimmaéiinen esimerkki mittainvarian-
teista fysiikan perusteorioista. Mittakentdn késitteestd on tullut erittdin
keskeinen osa fysiikan perusteorioissa kuten kvanttielektrodynamiikassa, séh-
koheikon vuorovaikutuksen teoriassa, kvanttikromodynamiikassa ja n&itd
yvhdistévisséd yhtendiskenttéteorioissa. Esimerkkiné olkoon vuoden 1999 No-
belin palkinto, jonka saivat Gerardus t’Hooft ja Martinus Veltman toistéén
kvanttikromodynamiikan ei-abelisten mittakenttien parissa.
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Luku 10

Sihkomagneettiset aallot

Séahkomagneettisten aaltojen spektri on erittdin laaja. Esimerkkeja 16ytyy
hyvin matalista taajuuksista aina gammaséteisiin, joiden taajuudet ovat
suuruusluokkaa 1020 —10%2 Hz. Aaltoliikkeen merkityksen ymmértinee vilkai-
semalla ympérilleen.

10.1 Tasoaallot eristeessa

Eristeelld tarkoitetaan tissd yhteydessd niin huonosti johtavaa véliainetta,
ettei séhkonjohtavuutta o tarvitse huomioida (we >> o). Tutkitaan aalto-
yhtélon ratkaisua monokromaattiselle aallolle, jolla on nimensd mukaisesti
vain yksi taajuus. Tamé tarkoittaa olennaisesti samaa kuin tarkastella aallon
Fourier-komponentteja erikseen. Télloin on hyddyllistd kiayttdda komp-
leksilukuesitysti ja kirjoittaa aikariippuvuus muodossa e !, esimerkiksi

E(r,t) = E(r)e ™! (10.1)

Etuna on aikaderivaatan korvautuminen tekijélla —iw. Kirjallisuudessa on
yleisesti kiytossd my6s aikariippuvuus et™?. Esitykseen liittyy sopimus, etti
fysikaalinen suure on kompleksisuureen reaaliosa (voitaisiin myos kdyttaa
imaginaariosaa).

Aaltoyhtalo
1 0°E
monokromaattiselle aallolle on
w2
(V2 + —5)E(r) =0 (10.3)

131
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Tamé Helmholtzin yhtalo kuvaa aallon muutosta paikan funktiona. Olete-
taan, ettd kenttd on riippumaton x- ja y-koordinaateista. Télloin

d’E(z) w?
Tamé& on harmonisen véridhtelijan yhtélo, jolla on ratkaisuna
E(z) = Ege™™* (10.5)

missid Eg on vakiovektori ja k = w/c on aaltoluku. Aaltoyhtilslld on siis
ratkaisuna ‘
E(r,t) = Ege "@¥k2) (10.6)

jonka reaaliosa on
E(r,t) = Eg cos(wt F kz) = Egcosw(t F z/c) (10.7)

Kyseesséd on joko +2z- tai —z-akselin suuntaan nopeudella ¢ = 1/,/epfig
etenevi siniaalto. Aaltoluku voidaan yleisemmin esittéd vektorina k, jol-
loin aallon paikkariippuvuus tulee muotoon e’*T. Aaltoyhtilon ratkaisu ei
valttaméatta toteuta Maxwellin yhtéloita, vaan niistd seuraa lisdehtoja, joi-
hin palataan kohta.

Edelléd on kdytetty aaltoliikeopista tuttuja késitteitd. Kulmataajuuden
w yksikkd on radiaania sekunnissa. Vastaava vardhtelytaajuus on f =
w/2m, jonka yksikkd on puolestaan hertsi (Hz). Aaltoluvun yksikké on m™1
ja vastaava aallonpituus on A = 27 /k. Aallon vaihenopeus on v, = w/k,
joka tyhjosséd on sama kuin valon nopeus.

Mikéli valiaineen p ja € poikkeavat tyhjon suureista, vaihenopeus on

v=1/\/en (10.8)
Téll6in taajuuden ja aaltoluvun vélinen relaatio eli dispersioyhtilo

v C

missd on méadritelty viliaineen taitekerroin

V €ofto

Taitekerroin on tédrked parametri tarkasteltaessa aaltojen heijastumista ja
taittumista véliaineiden rajapinnoilla.
—i(wt—k-r)

Muotoa e olevia Maxwellin yhtélon ratkaisuja kutsutaan taso-
aalloiksi. Mikili yhtéloillda voidaan annetussa tilanteessa olettaa olevan
tasoaaltoratkaisuja, voidaan myds paikkaderivaatat korvata seuraavasti:

vV — ik
V. — k-
Vx — ikx
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Tasoaallolle voidaan 16ytd4 suunta, jota vastaan kohtisuoralla, mutta muuten
mielivaltaisella tasolla aallon vaihe on annetulla hetkelld sama kaikissa tason
pisteissé. Eristeessd tdmé on yhtépitdvaa sen kanssa, ettéd kyseisilld tasoilla
sdhko- ja magneettikentét ovat vakioita. Vaihenopeus tarkoittaa puolestaan
vakiovaiheen (k - r — wt = vakio) etenemisnopeutta. Johtavissa viliaineissa
vakiovaiheen ja vakiokenttien vélinen relaatio on monimutkaisempi.

Oletetaan, ettei viliaineessa ole vapaita varauksia eiki virtoja. Tasoaal-
loille saadaan Maxwellin yht&loista yhtaloryhméa

k-D =

k-B =

kxE = wB (10.11)
kxH = —wD

Huom. Tasoaallon kenttévektoreita merkitéén joskus lisidmélla niiden p&al-
le hattu (E), mutta téssi ei ole sekaannuksen vaaraa muistaen, ettii nyt aika-
ja paikkariippuvuudet ovat eksponenttifunktiossa. Jos on tarpeen erotel-
la tasoaallon vektori vektorista E(r,t), kirjoitetaan edellinen mieluummin

E(k,w) tai Ex,. My6s E(k,w) on yleisesti kompleksivektori.

Oletetaan viliaine lineaariseksi ja kirjoitetaan € = €.¢9. Kdytdnnossi
kaikilla lineaarisilla véliaineilla 1 = pg on hyva approksimaatio. Silloin

k-E 0
kK-B = 0

kxE — wB (10.12)
kxB = —%qE

Vektorit k, E ja B ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja aaltoa kutsutaan
poikittaiseksi (transversaaliseksi) (kuva 10.1).

Séhko- ja magneettikentdn vélinen suhde seuraa Faradayn lakia vas-
taavasta yhtélostd: B = (k/w)E. Aaltoluvun itseisarvo saadaan laskemalla

2
kx(kxE)=wkxB=—6—E (10.13)
C

Toisaalta k x (k x E) = (k- E)k — k?E = —k2E, joten
wro o,
— 5B = —K'E (10.14)

eli dispersioyhtéld saa muodon

k=6~ =n=> (10.15)
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Kuva 10.1: Sihkomagneettisen tasoaallon séhkokenttd E ja magneettikenttd
B ovat toisiaan ja etenemissuunnan ilmaisevaa aaltolukuvektoria k vastaan
kohtisuorassa ja muodostavat oikeakiitisen kolmikon (E, B, k).

Oikea aalto ei valttdmiétta ole monokromaattinen. Jos aalto koostuu joukos-
ta diskreettejd taajuuksia w,,, Maxwellin yhtéiloiden lineaarisuuden vuoksi
kokonaissdhkodkenttd voidaan esittdd summana

E(r,t) =Y E(Kp,wm) exp[—i(wpt — K, - 1)] (10.16)

Vektoreita E(ky,,wn) kutsutaan aallon Fourier-komponenteiksi. Jos k
ja w kisitellddn jatkuvina, funktio E(k,w) on E(r,¢):n Fourier-muunnos
(kertaa FYMM I:stél).

10.2 Aaltojen polarisaatio

Peruskurssilta tuttu lineaarinen polarisaatio on helppo késittdd, mutta ym-
pyréapolarisaatio kannattaa miettid huolellisesti lépi. Asiaa ei lainkaan helpo-
ta, ettd vasen- ja oikeakétisyys mééritelldén eri ldhteissé eri tavoin.

Vektorit E(k,w) ja B(k,w) ovat kompleksivektoreita. Kirjoitetaan E
oikeakétisessi reaalisessa kannassa, jonka yksikkovektorit ovat (p, s, u)

E(k,w) = E,p + Ess + E,u (10.17)

misséd hattu viittaa kompleksilukuun. Valitaan u tasoaallon etenemissuun-
naksi, jolloin sdhkokenttd on joka hetki ps-tasossa

Ek,w) = E,p+ Ess (10.18)
Ilmaistaan vield komponentit kompleksitason vaihekulman ¢ avulla

~

E, = By ; B, = E,e® (10.19)
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missé F), ja Ey ovat reaalilukuja. s-akselin suunta voidaan valita kohtisuo-
raan u-akseliin ndhden, joten ¢5 voidaan asettaa nollaksi ja merkité ¢, = ¢.
Niinpé (k,w)-avaruuden sihkokenttéd on

E(k,w) = Epe'’p + Ess (10.20)
ja sitd vastaava (r,t)-avaruuden kenttd puolestaan
E(r,t) = E,pe {@IkT=9) | p geilwt-ker) (10.21)
Fysikaalinen sidhkokenttd on tdmén reaaliosa
E(r,t) = Eppcos(wt —k -r — ¢) + Egscos(wt —k - r) (10.22)

Kentélld on kaksi komponenttia, joiden reaaliset amplitudit £, ja F;
voivat olla eri suuria. Liséiksi komponentit voivat vardhdelld eri vaiheessa
vaihe-eron ollessa ¢. Tarkastellaan muutamaa erikoistapausta pisteessa r =
0. (Piirré itse kuva kaikista tapauksistal)

1. Komponentit samassa vaiheessa (¢ = 0). Télloin
E(0,t) = (Epp + Ess) cos wt (10.23)

Séhkokentté virihtelee \/E2 + E2 :sta —,/E2 + E2 :een osoittaen ko-
ko ajan suuntaan E,p + E s. Tdmé on lineaarinen polarisaatio.
Myds 180 asteen vaihe-ero antaa lineaarisen polarisaation (E, — —E)).

2. Vaihe-ero ¢ = +x/2. Tillin
E(0,t) = £E,psin wt + Esscos wt (10.24)

Nyt sdhkokenttévektori pyorii ps-tasossa piirtéden ellipsin joko myo6té-
tai vastapéivain riippuen katselusuunnasta. Tédmé on elliptinen po-
larisaatio.

3. Vaihe-ero ¢ = +7/2 ja E, = E,. Talloin ellipsi palautuu ympyréaksi
ja kyseessd ympyréipolarisaatio.

Jos vaihe-ero on jotain muuta kuin ¢ = +7/2, kyseessd on aina elliptinen
polarisaatio (mahdollisesti surkastunut lineaariseksi).

Tarkastellaan sitten sdhkokentdn pyorimissuuntaa rajoittuen yksinker-
taisuuden vuoksi ympyrépolarisaatioon. Jos ylld ¢ = +7/2, pyorii aal-
lon sdhkokenttd myotapédivadn, kun katsotaan kohti saapuvaa aaltoa. Op-
tiikassa tédtd kutsutaan oikeakitisesti polarisoituneeksi aalloksi. Jos
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pyorimisté tarkastellaan aallon etenemissuuntaan, se kuitenkin nayttias to-
teuttavan vasemman kéden kiertosdinnon. Tarkasteltaessa sdhkomagneet-
tisten aaltojen ominaisuuksia magnetoituneessa johtavassa viliaineessa (ku-
ten plasmassa) téllaista aaltoa kutsutaankin vasenkitisesti polarisoitu-
neeksi. Tamé valinta on sikdli johdonmukainen, ettd néin polarisoitunut
aalto muodostaa avaruudessa vasenkitisen ruuvin. Aallolla sanotaan ole-
van negatiivinen helisiteetti ja voidaan puhua negatiivisesti polarisoitu-
neesta aallosta. Vastaavasti ¢ = —m/2 antaa péinvastaiset nimitykset. T&ll4
kurssilla ei tarvitse murehtia oikea- tai vasenkitisyyksien sekamelskasta,
mutta asia on hyva tietdd vastaisen varalta.

Mielivaltainen elliptinen polarisaatio voidaan hajottaa eri vaiheissa vé-
rahtelevien oikea- ja vasenkitisesti polarisoituneiden aaltojen summaksi.
Esimerkiksi lineaarinen polarisaatio on summa kahdesta eri suuntiin pyori-
vastd samanamplitudisesta komponentista.

10.3 Sahkoémagneettisen aallon energia

Kompleksisen sihko- tai magneettikentédn reaaliosa on fysikaalinen mitat-
tava kenttd. Koska Maxwellin yhtélot ovat lineaariset kenttien suhteen ja
toteutuvat siten erikseen reaali- ja imaginaariosille, téstd ei tullut edella
ongelmia. Kenttien energiat ja Poyntingin vuo ovat kuitenkin vektoreiden
tuloja, jolloin reaali- ja imaginaariosat sekoittuvat toisiinsa eli Re (A - B) #
Re A - Re B. Niinpé on syytd ottaa ensin suureiden reaaliosat ja kertoa ne
vasta sitten keskenéén.

Tarkastellaan aaltoa pisteessd r = 0. Télloin E(0,t) = E,p cos(wt —¢) +
Esscos(wt) ja

2 2.2 2.2
E* = E,cos"(wt — ¢)+ E cos™(wt) (10.25)
B? = (n/c)’E? = eupE? (10.26)

Koska D = €E ja B = ygH, on B- H = D - E, ja tasoaallon energiatiheys

on )
1
Uy = B2 = — (”) E? (10.27)
Mo \ €
Toisaalta E x H = FH u, joten Poyntingin vektori osoittaa aallon etenemis-

suuntaan ja on suuruudeltaan
S = ——F> (10.28)

Tasoaaltojen energiatiheys ja energiavuo pinta-alayksikkoa kohti saavat siis
hyvin yksinkertaiset lausekkeet ja liséksi

S = Suy, (10.29)

n
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Jos vaihenopeutta kisitelldén aallon etenemissuuntaisena vektorina v, voi-
daan kirjoittaa
S = uyvy (10.30)

Tasoaallon Poyntingin vuo voidaan siis tulkita energiatiheyden etenemisené
vaihenopeuden mukana. Kentélld on energian lisaksi litkemé&éaraé ja litkemé&éa-
rimomenttia. Aallot kuljettavat my6s néitd suureita mukanaan.

Tasoaallon energiatiheys u,, ja energiavuo S ovat verrannollisia suuree-
seen E2. Ympyripolarisoituneelle aallolle (¢ = +7/2)
2 _ 22 2 o2 2
E* = E,sin”wt + B, cos” wt = E, (10.31)
joka on vakio. Lineaarisesti polarisoituneella aallolla puolestaan
E? = (Ez + E%) cos® wt (10.32)

vaihtelee nollan ja maksiminsa vélilld kaksi kertaa aallon taajuudella.

Séahkomagneettisen aallon mukanaan viemé4 energiaa tarkastellaan usein
korkeataajuisten aaltojen tapauksessa. T#lloin E?:n aikakeskiarvo on tiir-
kedmpi suure kuin sen ajallinen vaihtelu. Koska cos?(wt — ¢):n keskiarvo
yhden jakson aikana on 1/2, kaikilla polarisaatioilla

1
(E?) = 5(Ef, + E?) (10.33)
Téamén voi kirjoittaa myos kompleksisen E-vektorin avulla

1
(E?) = g Re(E" - E) (10.34)
missd * viittaa kompleksikonjugaattiin. Ongelma voidaan siis késitelld alus-
ta loppuun kompleksisena, mutta silloin mitattavat suureet on késiteltava

jakson yli otettuina keskiarvoina.

10.4 Tasoaallot johteessa

Lineaarisessa homogeenisessa viliaineessa, jossa ei ole vapaita varauksia (pu,
€ ja o vakioita) aaltoyhtilot ovat (HT)

0’H OH
2 — — —_— =
V°H — eu 52~ Th g, 0 (10.35)
I’E OE

V?E —epi—n —0pi— = 0 10.36
Muistutetaan taas, ettd ndmé ovat seurausta Maxwellin yhtédloista. Niilla on
my0s ratkaisuja, jotka eivét toteuta Maxwellin yhtéloitd, joten ratkaisujen

fysikaalisuus on tarkastettava erikseen kiytinnon ongelmissa.
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Séhkokentédn aaltoyhtélod kutsutaan lennédtinyhtéloksi. Se on perusesi-
merkki osittaisdifferentiaaliyhtéiloiden ratkaisemisesta Fourier-muunnosten
avulla. Oikaistaan nyt olettamalla suoraan tasoaaltoratkaisu ja ldhtemalld
liikkkeelle Maxwellin yhtéloisté, jolloin

k-E = 0
k-H = 0
kxE = wuH (10.37)

ikxH = (0—iwe)E
Koska k 1 E, k 1 H ja E L H, niin aalto on jélleen poikittainen.
Valitaan koordinaatisto siten, etti k || e, E | e, ja H || e,. Télloin
kE, = wpH,
ikHy, = —(0—iwe)l, (10.38)
Tésté (tai suoraan aaltoyhtilosti) saadaan dispersioyhtilo k = k(w):
k? = epw? + iopw (10.39)

Aaltoluku k£ on nyt kompleksiluku, joka voidaan kirjoittaa muodossa k =
|k|e' ja dispersioyhtilosta voidaan ratkaista

Kl = wV e2w? + o2
\ i/

1
a = 5a]rctan(%) (10.40)

Kéytdnnossd numeerisia laskentaohjelmistoja kéytettéiessa ei useinkaan tar-
vitse kirjoittaa erikseen aaltoluvun reaali- ja imaginaariosia, vaan voi kayttaé
kompleksilukua k = /euw? + iopuw. Nelisjuuren vaiheen oikea valinta on
kuitenkin syyté tarkastaa huolellisesti.

Lenn&tinyht&dlon ratkaisu harmonisille aalloille on siis
E — Bye,ci(Ret)z—wt)~Im(k)z
= FEpeyexpli(|k|z cos a — wt)] exp[—|k|z sin o] (10.41)
Téssé valitaan c:n vaihe siten, ettd Im(k) > 0 eli sina > 0 (HT: piirrd kuva

kompleksitasossa). Télloin aalto vaimenee edetessidén véliaineeseen (tekijd
e_|k|zsma), miké on fysikaalisesti mielekés ratkaisu. Vaihenopeus on

w w

B Re(k) - |k| cos a

vy (10.42)

Etéisyys, jolla aallon amplitudi vaimenee tekijélla e, on véliaineen tunkeu-
tumissyvyys (skin depth):

. 1
Im(k)  |k|sina

5= (10.43)
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Viliaineen impedanssi (aaltovastus) médritelldin

E; pw Lw 1 o
J="—"="= | — —— arctan(— 10.44
=k L expl— g arctan( ) (10.44)

Impedanssin yksikko on sama kuin resistanssilla: [Z] =  (kertaa impedanssin,
admittanssin ja reaktanssin késitteet esimerkiksi KSII:sta).

Esimerkkeji

1) Hyvi johde (mitétén siirrosvirtatermi): o >> ew = a = 45°;
§ = v2/(pow)
vp = dwtana = dw

f=50Hz d~1lcm wv,~3m/s

fuparite { f=50MHz §~10pm vy~ 3x10°m/s

7 = JH e=im/4 o 450 vaihe-ero Em ja H:n valilla.
o

2) Eriste: 0 =0, € >0, u = o

= a = 0 eli aalto ei vaimene tunkeutuessaan eristeeseen!

Z = \/uo/e = Zo\/eo/€, missé Zy on tyhjon impedanssi: /puo/ep =~
376,73 Q.

Fourier-komponenttien yhtédléryhmistd saadaan aaltoluvun ja kenttien
vilille yhteydet

k-E
k-B =

kxE = wB (10.45)
kxB = —%érE

missé on otettu kiyttoon kompleksinen dielektrisyysvakio €,
o
€& =€ +1— (10.46)
(3192
ja oletettu, ettd p = po. Nyt myos taitekerroin kannattaa mééritelld kom-
pleksilukuna
n? =é (10.47)

T&ll6in aaltoluku k toteuttaa yhtdlon

f2w?

E* = (10.48)

c2
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10.5 Druden ja Lorentzin oskillaattorimalli

Dispersiivisessi viliaineessa dispersioyhtélo on yksinkertaista lineaarista
relaatiota w = (¢/n)k monimutkaisempi. Aineen eristeominaisuudet voivat
riippua taajuudesta ja aaltoluvusta: € = €(w, k). Tarkastellaan véliainetta,
jossa ei ole vahvoja sisdisid voimia, ja jidtetddn aineen magneettiset omi-
naisuudet huomiotta (@ = o). Tarkastellaan yhté elektronia, joka on sidot-
tu atomiin harmonisella voimalla

Fj, = —muwir (10.49)

misséd r on poikkeama tasapainoasemasta. Oletetaan liséiksi, ettéd elektronin
liikettéd vastustaa voima J
r
Fg=-my— 10.50
d my dt ( )
missd alaindeksi d (damping) viittaa siihen, ettd voima vaimentaa har-
moniseen voimaan liittyvééd vardhtelyd. Ulkoisessa sihkokentéassa E(r, t) lii-
keyhtéloksi tulee
Pr o E(r, t) (10.51)
m|— — +wir | = —eE(r, .
az " Vag 0
Oletetaan harmoninen aikariippuvuus (o exp(—iwt)), jolloin liikeyht#&lon

ratkaisu on
—eE

—w? —iwy)

r=—— (10.52)

m(w§

Elektronin poikkeama tasapainoasemasta aiheuttaa dipolimomentin p
e’E

— w? —iwy)

p=—er= (10.53)

m(wg
Oletetaan, ettd yksikkotilavuudessa on n molekyylid ja jokaista molekyy-
lid kohti on Z elektronia. Oletetaan, ettd f; kappaleella jokaisen molekyylin
elektroneista on ominaistaajuus wp; ja vaimennustekija ;. Tekijoitd f; kut-
sutaan oskillaattorivoimakkuuksiksi ja ne normitetaan elektronien luku-
médrdén -, f; = Z. Nyt séhkéinen polarisoituma (dipolimomenttien ti-
heys) on
2
ne“E j
P = > — /i (10.54)

w2 _ .
mo Wy - W iwy;

Séhkovuon tiheydestd yksinkertaisessa aineessa D = eE = ¢gE + P saadaan

2 _ .
meog S Wiy — W — iwy;

W) = eo(1 + x(w)) = o (1 4 o S /i ) (10.55)

Siis permittiivisyys on taajuudesta riippuva kompleksiluku.
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Oletetaan sitten, ettd aineessa on jonkin verran vapaita elektroneja (fo
kappaletta molekyyli&d kohti), mutta ettd muuten véliaine on samanlainen
kuin edelld. Vapaille elektroneille wgg = 0, jolloin

e(w) = € <1+ ne’ S /s ) _net o (10.56)

2 iy ;
meg SZoWo —w W mw w + 17y

Merkitdéan oikean puolen ensimméisté termié e, ja kdytetddn Ohmin lakia
(J = oE). Tillsin Maxwellin neljinnesti laista saadaan

V xH = (0 —iwey)E = —iweE (10.57)
joten
e=¢€+io/w (10.58)
Vertaamalla tdtd lausekkeeseen (10.56) saadaan
2
oo Jone (10.59)
m(yo — iw)

Johtavuus o on nyt taajuuden kompleksiarvoinen funktio. Jos vy > |w| ja
fo =1, téstd tulee luvusta 5 tuttu staattisen johtavuuden lauseke

n62

o= — (10.60)
my0

missé g on térméysajan 7 kddnteisluku.
Esimerkki: Kuparilla on huoneen lampétilassa ominaisuudet
c=>56-10" (Qm)~!, n=8-108% m™3, fo=1
= y=4-10185"1

Oletus staattisesta johtavuudesta on siis hyvi taajuuksilla |w| < 4-10'3 s71,

miké on varsin korkea taajuus verrattuna esimerkiksi tyypilliseen radioase-
maan w = 96,2 MHz - 27 ~ 6 x 108 s*

Taajuuksia wp; kutsutaan resonanssitaajuuksiksi. Monissa kédytiannon
ongelmissa v; < wo;, joten €(w) on melkein reaalinen paitsi resonanssitaa-
juuksien ldhelld eli

e(w) =~ e (1 n Ne? Z . fi wQ) (10.61)

meg 0 woj —

Dispersiota kutsutaan normaaliksi, jos d(Re €(w))/dw > 0 ja anomaali-
seksi, jos d(Re €(w))/dw < 0. Normaalin dispersion alueella permittiivisyys
kasvaa taajuuden myotd. Anomaalista dispersiota ilmenee ainoastaan ldhelld
resonanssikohtaa, missi Im e poikkeaa nollasta (HT: piirrd kuva).
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Tarkastellaan energiabudjettia resonanssikohdan ldhelld. Sdhkovirta on
nyt polarisaatiovirtaa Jp = OP /0t ja sihkokentén tekemé ty6 on

W=E-Jp=E-0P/ot (10.62)

Yhden jakson aikana tehty keskimé#rédinen tyo on
1 1
(W) = §Re(E-(—z’wP)*) = iRe(iw(e*—eo)E-E*) = %]E[QIm e(w) (10.63)

Jos Im € > 0, energia siirtyy sihkokentéltd elektroneille eli aalto vaimenee.
Té&téa kutsutaan resonanssiabsorptioksi.

Tassd mallissa Im € > 0, kun w > 0. On olemassa térkeitéd fysikaalisia
prosesseja, joissa aalto saa energiaa hiukkasilta, mutta tdmaé malli ei sovellu
niihin tapauksiin. Tésséd yhteydesséd on opettavaista todeta merkinvalinnan
vaikutus. Jos aikariippuvuudeksi valittaisiin exp(+iwt), muuttuisi Im emn
merkki. Tilanteen fysiikka on tietenkin riippumatonta merkkisopimuksista.

Viliaineen taitekerroin ja aallon aaltoluku ovat

B e |e(w)
n(w) = MGOMON“ o (10.64)

k(w) = %% (10.65)

Téstd saadaan vaihenopeus
vp =w/k =c/n(w) (10.66)

T&ama4 ei kuitenkaan ole energian etenemisnopeus dispersiivisessé véliaineessa.
Sen antaa ryhménopeus, joka mééritellddn vy, = dw/dk ja on siten (ks.

Jackson)

dw 1 c
= — = = 1 .
Y9 =k dk /dw n(w) + wd—n (10.67)
dk

Samaan aikaan ldhtevét eritaajuiset aallot saavuttavat vastaanottajan eri
aikaan, mikéli ne etenevit dispersiivisesséd viliaineessa.

10.6 Palloaallot

Tasoaalto on erittdin kiyttokelpoinen matemaattinen idealisaatio. Todelli-
suudessa sihkomagneettinen aalto kuitenkin synnytetédin esimerkiksi darel-
lisen kokoisella antennilla. Antennin ldhelld kenttien rakenne on hyvinkin
monimutkainen ja riippuu antennin geometriasta. Kun aalto ldhtee ete-
neméin avaruuteen, se laajenee ja tarkasteltaessa aaltorintamaa riittdvan
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pienelld alueella se ndyttéd tasoaaltorintamalta. Joskus on kuitenkin tarpeen
ottaa huomioon aaltorintaman globaali muoto. Tarkastellaan esimerkking
origosta joka suuntaan etenevid pallonmuotoisia aaltorintamia. Periaatteessa
ongelma ratkaistiin jo luvussa 9, jossa johdettiin viivistyneet potentiaalit ja
myos palloaallon Greenin funktio. Kenttiéd ei laskettu, silld derivointi vii-
véstyneistd potentiaaleista on aika tyolésta.

Tyhjossé etenevian SM-aallon sdhkokentén aaltoyhtélé on

1 0°E
VE- 5> =0 10.68
c2 Ot? ( )
josta monokromaattiselle aallolle tulee vektorimuotoinen Helmholtzin yht&lo

V2E(r) + <5>2 E(r) =0 (10.69)

C

Ongelmaksi tulee termin V2E = —V x V x E 4+ VV - E kirjoittaminen pal-
lokoordinaateissa. Termin —V x V x E radiaalikomponentissa ovat mukana
myos muut pallokoordinaatiston muuttujat ja vastaava pétee kulmakompo-
nenteille. Lopputulos on kolmen osittaisdifferentiaaliyhtdlon ryhmé, joissa
kaikissa ovat mukana kaikki sihkokentéin komponentit. Vektorimuotoinen
Laplacen yhtdlé voidaan separoida kunkin muuttujan erillisiksi differenti-
aaliyhtéloiksi vain karteesisissa koordinaateissa.

Tarkastellaankin skalaarimuotoista Helmholtzin yht&loa

W\ 2
V2 + () V=0 (10.70)
c
Suoraviivainen harjoitustehtdva on osoittaa, etta
E=rxVy (10.71)

on (10.69):n ratkaisu, ja V- E = 0. Magneettikenttd on valittava siten, etti
se yhdessd sdahkokentdn kanssa toteuttaa Maxwellin yhtédlot. Kirjoitetaan
Faradayn laki muodossa

V x E = iwB (10.72)

jolloin

B = —gv x (r x Vi) (10.73)

miki toteuttaa loput Maxwellin yhtilot tyhjossd (HT).

Yhté hyvin voitaisiin ldhted liikkeelle B-kentén aaltoyhtélosté ja 10ytéaé
ratkaisu

B = %rwi (10.74)

E = Z—Cv x (r x V1)) (10.75)
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Ratkaisuparissa (E, B) sihkokenttd on jokaisessa pisteessé tangentiaalinen
origokeskisen pallon pinnan kanssa. Téta aaltoa kutsutaan joskus transver-
saaliseksi sihkdiseksi (TE) moodiksi. Ratkaisuparissa (E’, B’) magneet-
tikentélld on puolestaan sama ominaisuus ja aaltoa kutsutaan transver-
saaliseksi magneettiseksi (TM) moodiksi. (HT: piirrd kuvat!)

Nyt on vield 16ydettéava ¢ Helmholtzin skalaariyhtélon ratkaisuna. Téssé
kéaytetddn Laplacen yhtdlon ratkaisemisesta tuttua muuttujien separointia
pallokoordinaatistossa (luku 2). Ratkaistava yhtélo on pallokoordinaateissa

10 (.09 1 aw) 1 0%
r28r< 8r>+r2sin930 (Sm989 Jr7“25111 93¢2+k¢_0 (10.76)

Erona Laplacen yhtdlo6n on siis termi k2.
Sijoitetaan separointiyrite ¢ = R(r)O(0)®(¢) yllédolevaan yhtiloon. Jae-

taan tulos :1l4 ja kerrotaan tekijilld 72 sin? @, jolloin
. d odR 1 . d . d@+1d2®
i T ——

R dr dr © de do @ de¢?
¢-riippuvuuden osalta separointi antaa saman yhtélon kuin Laplacen yhtéalon
tapauksessa:

+ E*2sin?0 =0 (10.77)

d*®,,

2 _
0- ja r-riippuvat yhtélét ovat puolestaan
1 d d@lm m2
- 1 = 10.
sind df sin 0 do + 1) - sin? 9] Oum 0 (10.79)
d’rr o l+1)—Ek*r“]R; = 0 (10.80)

Yht#lon (10.78) ratkaisut ovat muotoa ®,, = €= ja yhtilon (10.79)
ratkaisut ovat tutut Legendren liittofunktiot (luku 2). Termi k?y) muuttaa
siis ainoastaan radiaalista yht#lod (10.80), jonka ratkaisut saadaan tekemélld
ensin muuttujanvaihdos & = kr, jolloin

dR,
2 l 2
— [+1)— = 10.81
6 G ) - @R =0 (10.81)
Tisti saadaan Besselin yht#ld sijoituksella R; = £€71/27;:

d?Z dZ

284 l 2 2

— — 1/2)* —&°)2, = 10.82

Tamaé on yksi matemaattisen fysiikan tarkeimpié yhtaloité, jonka ratkaisuina
ovat Besselin ja Neumannin funktiot Ji/o(kr) ja Niyq/o(kr). Pallokoordi-
naatistossa néistd muodostetaan erityisid pallobesseleité

gilkr) = \f7/2kr Jiqq o(kr) (10.83)
ny(kr) = \/m/2kr Nipq2(kr) (10.84)
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Pallobesselit ovat alkeisfunktioita, joten niité ei tarvitse peldti: esimerkiksi
jo(r) = sinr/r, no(r) = —cosr/r. Jaakoon enempi pohdiskelu kuitenkin
FYMM II:n huoleksi.

Nyt meilld on koossa yleinen ratkaisu skalaarimuotoiselle Helmholtzin
yhtélolle muodossa

Vim = \/7/2kr Z;(kr) P (cos §) e=m? (10.85)

Sijoittamalla tdm& TE- tai TM-moodin kenttien lausekkeisiin saadaan niiden
paikkariippuvuus. Yksinkertaisin fysikaalisesti mielenkiintoinen valinta on

P10 = % et {1 + é] cos 0 (10.86)
josta saadaan TE-moodille
E =r x Vip1g = —Fpe'*" {% + #] sin 6 e, (10.87)
ja
B = —%v x E (10.88)

i g (11 i : i1
:;Eoe {[W+W}2COSQ%_[;_W_W]Smeee}

Myo6hemmin ndhdaén, ettd tdmé on magneettisen dipoliantennin séteileméa
aaltokentté.
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Luku 11

Aaltojen heijastuminen ja
taittuminen

Tésséd luvussa kasitellddn sihkomagneettisten aaltojen heijastumista ja tait-
tumista véliaineiden rajapinnalla. Rajoitumme monokromaattisiin aaltoihin
ja oletamme viliaineet lineaarisiksi ja magnetoitumattomiksi (1 = o) koko
luvun ajan, ellei toisin mainita.

11.1 Kohtisuora saapuminen kahden eristeen ra-
japinnalle

Tarkastellaan ensin heijastumista kahden eristeen rajapinnalla, kun aalto
saapuu kohtisuoraan pintaa vastaan eli aaltovektori on pinnan normaalin
suuntainen (kuva 11.1). (Ej, B1) kuvaa +z-akselin suuntaan etenevii saa-
puvaa aaltoa, (E},B}) —z-akselin suuntaan etenevii heijastunutta aal-

E

> > >z
! B, E,Y »
y

Kuva 11.1: Heijastuminen ja ldpé&isy kohtisuoraan zy-tasolle saapuvalle aal-
lolle.

E,
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toa ja (Eg,Bg) rajapinnan lipaissyttd aaltoa. Rajapinta on xy-tasossa.
Oletetaan, ettéd aallon sdhkokenttd on lineaarisesti polarisoitunut x-akselin
suuntaan, jolloin

E1 — exElxei(k‘lszt)
E/ = —e,E| e hztwt) (11.1)
E2 _ ewEQ:Eei(kzszt)

missé k1 = njw/c, ko = now/c. Magneettikenttd saadaan Faradayn laista
seuraavasta relaatiosta B = (n/c)ux E, missi u = e, tulevalle ja lipéisseelle

aallolle ja u = —e, heijastuneelle aallolle. Magneettikenttd on y-akselin
suuntainen:
B, = eynlElxei(klszt)
B = eyn B e kiztet) (11.2)
cBy = eyangxei(kzszw

Kaikilla aalloilla on oltava sama kulmataajuus w, jotta reunaehdot rajapin-
nalla toteutuisivat kaikilla ajanhetkilld ¢. Sihkokentédn tangentiaalikompo-
nentti on jatkuva, joten

By — B, = Ea, (11.3)

Sama pétee epimagneettisessa viliaineessa (1 = o) myos magneettikentille.
Jatkuvuusehdoksi saadaan

ni1(E1x + E1,) = noEoy (11.4)

Oletetaan saapuvan aallon amplitudi Fj, tunnetuksi ja ratkaistaan hei-
jastuneen ja ldpéisseen aallon amplitudit:

By = By 5 By = Eiy (11.5)

Maiaritelladn Fresnelin kertoimet kohtisuoraan tulevalle aallolle:

El, no—m
ry = 27 11.6
12 FEi; no + N1 ( )
Es, 2nq
t = = 11.7
2 Ei, no+m (11.7)

missd r viittaa heijastumiseen (reflection) ja t ldpéisyyn (transmission).
Kéytdnnon ongelmissa mitataan yleensd kunkin osa-aallon mukana kulke-
vaa keskimé#ariisté energiavuota pinta-alayksikkod kohti eli intensiteettii.
Se saadaan Poyntingin vektorista luvun 10.3 mukaisesti

(5)

_n
© 2upc

(E; + E2) (11.8)
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Téssé késiteltdvissd tapauksessa on B, = F,; ja E, = 0. Méaéritelliin hei-
jastussuhde R, ja ldpéisysuhde 7T, (n viittaa normaalin suuntaiseen saa-
pumiseen) seuraavasti:

H N9 —n

R R G (11.9)
<SQ> no 2 4712711

T, = W2l _T2p f2m 11.1
S = m 2T k2 (11.10)

Mille hyvansé eristeparille R,, + T;, = 1, miké& ilmaisee energian sdilymisen.

Elliptiselle polarisaatiolle on tarkasteltava erikseen z- ja y-komponentte-
ja. x-komponenteille pétee ylla oleva tarkastelu sellaisenaan ja y-komponen-
teille tulee samat Fresnelin kertoimet. Myos y-komponentit pysyvét samassa
vaiheessa kesken&én, vaikka ne ovatkin eri vaiheessa kuin x-komponentit.
My®os heijastus- ja ldpédisysuhteet pysyvit ennallaan, silléd intensiteetti (S)
on eri polarisaatiokomponenttien intensiteettien summa.

Esimerkkejia
1. Ilman (n; = 1) jalasin (ng = 1.5) rajapinnalla R,, = 0.04 ja T}, = 0.96.

2. Puhtaan veden taitekerroin nikyvéan valon aallonpituudella on no =
1.33, joten R, = 0.02. Kun w on alle 10 s™!, veden suhteellinen
permittiivisyys on kuitenkin suuri (81), joten no = 9 ja R, = 0.64.
Vesi siis heijastaa huomattavasti tehokkaammin radioaaltoja kuin va-
loa. Paremmin séhkoé johtavalle suolaiselle merivedelle heijastussuhde
on paljon suurempi.

11.2 Saapuva aalto mielivaltaisessa kulmassa

Tarkastellaan sitten mielivaltaista saapumiskulmaa. Kuvan 11.2 tilanteessa
rajapinta on xy-tasossa ja saapuvan aallon aaltovektori xz-tasossa (saa-
pumistasossa). Valitaan jokaiselle osa-aallolle jilleen {p,s, u}-kanta, jol-
loin kuvan tilanteessa kullakin aallolla on vain sihkokentén p-komponentti.

El — plElpei(kl-rfwt)
E| = piEj et (11.11)
E2 — p2E2pei(k2-r—wt)

Koska kunkin osa-aallon magneettikentté on kohtisuorassa seké k- ettd p-
vektoreihin ndhden, magneettikentilld on vain s-komponentti ja se on téssi
geometriassa kaikilla osa-aalloilla y-akselin suuntainen.
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Kuva 11.2: Heijastuminen ja taittuminen p-polarisaatiolle.

Vaikka kuva 11.2 néyttéé erikoistapaukselta, kyseesséd on toinen kahdes-
ta perustilanteesta. Olkoon n = e, rajapinnan yksikkonormaali. Jotta aal-
tokentté olisi jatkuva rajapinnalla, tdytyy aaltojen taajuuden liséksi myos
vaiheiden olla samat missd hyvénsé rajapinnan pisteessi rg, joten

kl-I‘O :kll 4 4] :kQ-I‘O (1112)
Téstd on helppo (HT) néyttdd, ettd
nxk; =nxkj=nxko (11.13)

Siis kaikki k-vektorit ja n ovat kohtisuorassa vektoria (n xk;)/Inxk;| = e,
kohtaan, joten kaikkien osa-aaltojen aaltovektorit ovat samassa tasossa.

Muistisddntoné p-komponentti viittaa saapumistasossa olevaan kompo-
nenttiin (parallel). Kdytdmme téllaisesta polarisaatiosta nimitysti p-pola-
risaatio. Radioaaltojen yhteydesséd tatd kutsutaan myds vertikaaliseksi
polarisaatioksi, silla tarkasteltaessa radioaallon heijastumista ionosfaéristé
néin polarisoituneen aallon séhkokentélld on pystykomponentti.

Toinen peruspolarisaatio on s-polarisaatio tai horisontaalinen po-
larisaatio, jossa sdhkokentilld on vain s-komponentti. s viittaa saksankie-
len sanaan senkrecht (kohtisuora). T4ll6in puolestaan osa-aaltojen magneet-
tikentilla on erisuuntaiset p-komponentit. Koska kaikki muut polarisaatioti-
lat voidaan ilmaista eri vaiheissa vériahtelevien s- ja p-polarisoituneiden aal-
tojen summana, riittda tarkastella naita kahta perustapausta

Ehdosta (11.12) seuraa kaksi muutakin térke#dé tulosta. Ensinnékin
ki - n = kjicost
ki -n = —kjcosb (11.14)

ko-n = kycosby
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joten
‘kl X n| = k‘l sin01
ki xn| = Fkjsin6] (11.15)
‘kg X Il| = ]-6‘2 sin92
Niinpé on oltava
k‘l sin (91 = k‘ll sin (9,1 = k‘g sin (92 (1116)

Koska saapuva ja heijastunut aalto etenevit samalla taajuudella samassa
viliaineessa, k1 = k] ja saadaan heijastuslaki

sin = sin 6] eli 6, = 0} (11.17)

Aaltolukuja eri viiliaineissa puolestaan sitoo dispersioyhtilo k = nw/c, mista
seuraa Snellin laki
n1sin @] = ngsin Oy (11.18)

Huom. Niissa relaatioissa ei ole kdytetty Maxwellin yhtdloistd seuraavia
reunachtoja, vaan ne riippuvat aaltoliikkeen yleisistd geometrisista omi-
naisuuksista ja Snellin lain osalta viliaineen taitekertoimesta.

Fresnelin kertoimien ma#rittdmiseksi tarkastellaan kenttien tangentiaa-
likomponenttien jatkuvuusehtoja. Normaalikomponenttien jatkuvuusehdot
toteutuvat automaattisesti. Vektorikentté voidaan hajottaa normaali- ja tan-
gentiaalikomponentteihin kirjoittamalla E = (n- E)n —n x (n x E). Tan-
gentiaalikomponentin jatkuvuus tarkoittaa, ettéa

nx (Ei+E)) =nxE (11.19)
Magneettikentélle puolestaan (kun p = o)
n x (Bl + Bll) =n x By (1120)

Jos aaltovektorin suuntainen yksikkévektori on u, niin B = (n/c)u x E,
joten magneettikentéin jatkuvuus edellyttia, etta

nin X (111 x E1 + ll/1 X Ell) = non X (UQ X EQ) (1121)

Kirjoittamalla vektorikolmitulot auki ja tarkastelemalla s-komponenttia saa-
daan osa-aallolle E; yht&lo

nx (u; x Ejg) = —cos61Ey4 (11.22)
ja vastaavasti muille osa-aalloille. Néin (11.21) saadaan muotoon

n1(cos 01 E1s — cos 01E) ) = no cos O Eog (11.23)
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Koska 6 = 67, timi sievenee muotoon
N1 COS (91 (Els — Ells) = N9 COS 92E25 (1124)

Sahkokentéin tangentiaalikomponentin jatkuvuudesta saadaan suoraan s-
komponenteille ehto

Eis +Ej, = Eg; (11.25)
Niista yhtéloistd saadaan Fresnelin kertoimet s-polarisaatiolle
Ej, = r12sE1s , Bos = t125E1s (11.26)
missi
ny cos B — ny cos by
= 11.27
M2 ny cos 01 + ngy cos by ( )
2n1 cos 01

t195 (11.28)

n1 cos 01 + no cos Oy

p-polarisaatio ndyttdd geometrialtaan hankalammalta, koska sihkokentté
ei ole rajapinnan tasossa. Nyt kannattaa tarkastella magneettikenttds, joka
on rajapinnan tasossa. Ndin saadaan yhtélopari

1 1
—cost(Bys —Bi,) = — cosfBag (11.29)
ni n2
By +Bi, = B (11.30)
ja Fresnelin kertoimet tulevat ehdosta
n
B/, = ri,B1s , Bos = n—f t12,B1s (11.31)
missé
N9 cos 01 — nq cos O
= 11.32
"2p ng cos 01 + ny cos b ( )
2 0
ti2p il (11.33)

ng cos 01 + ny cos 6

Koska Snellin laki sitoo taitekertoimet saapumis- ja taittumiskulmiin

cos by = \/1 — (n1/n2)%sin? 6 (11.34)
voidaan taittumiskulma eliminoida Fresnelin kertoimista.

Intensiteettien véliset relaatiot saadaan keskiméériisten Poyntingin voi-
den avulla, mutta nyt tdytyy késitelld s- ja p-polarisaatiot erikseen:
<S2S>

n-(8},)
R = 5 T, =
Sls

n-(Si;)
n-(S,)
<Slp>

(11.35)

n-(Sy)
) <52p>
R, = (S1) (11.36)
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jotka Fresnelin kertoimien avulla saavat muodon

79 oS O
RS = T’%QS TS = m t%ZS (1137)

ngcosth o

R,=1%y, Tp,= (11.38)

nycosfy ‘2P

ja lisdksi Ry +Ts =1 ja R, + T, = 1.

Kayttamalls hyvéksi Snellin lakia Fresnelin kertoimet voi muuntaa puh-
taasti trigonometrisiksi (HT)

sin(92 — 91)

s = SEE (11.39)
2 cos 01 sin 0

, = ceosvismbs 11.4

f12 sin(02 1 0) (11.40)
tan(0; — 6

Ti2p = tan(fy — b2) (11.41)

tan(91 + 92)
2 cos 07 sin Oy
sin(6; + 62) cos(6 — 02)

t12p (11.42)

Tarkastellaan nédiden avulla paria esimerkkié.

Brewsterin kulma

Milla kulmilla aalto ei lainkaan heijastu rajapinnalta? Molemmilla polari-
saatioilla tdmé tapahtuu, kun 6; = 63, mutta tdma ei ole mielenkiintoinen
tapaus, koska silloin molemmilla véliaineilla on oltava sama taitekerroin.
p-polarisaation kyseessé ollen myds tapaus ) + 60y = /2 tekee heijastusker-
toimesta nollan. Taittuneen ja heijastuneen séiteen vélinen kulma on silloin
suora. Merkitéén sisddntulokulmaa 6 ja kirjoitetaan 0y = 7/2 — 6, jolloin
Snellin laista saadaan ratkaistuksi Brewsterin kulma

tanfp = na/ny (11.43)

Koska tdmé ehto on voimassa vain p-polarisaatiolle (vertikaaliselle polarisaa-
tiolle), sen avulla voidaan tuottaa polarisoitunutta valoa. Esimerkiksi ilman
(n =1) ja lasin (n = 1.5) rajapinnalla O = 56° ja téssé kulmassa rajapin-
nalle tulevasta polarisoitumattomasta (tai mielivaltaisesti polarisoituneesta)
valosta heijastuu vain s-polarisoitunut komponentti.

Kokonaisheijastus

Aalto heijastuu kokonaan, jos #y = 7/2. Sitd vastaava sisdédntulokulma
saadaan jilleen Snellin laista

sinf, = ny/ny (11.44)
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Téata kutsutaan kriittiseksi kulmaksi. Se on reaalinen vain, jos no < ng.
Tarkastellaan jélleen lasin ja ilman rajapintaa, mutta nyt lasin suunnasta,
jolloin 0, = 42°. Jos kulma on tétd suurempi, Snellin laki antaa ehdon

sin fy > 1 (11.45)

jolla ei ole reaalisia ratkaisuja. Tarkastelemalla kompleksisia Fresnelin ker-
toimia voidaan ndyttéd, ettd R, = R, = 1 kaikille 6; > 0.. Fysikaalisesti
tdma merkitsee, ettéd kriittistd kulmaa suuremmilla saapumiskulmilla kaik-
ki aallon energia heijastuu. Téstd on hyotyd kidytdnnon optiikassa, kuten
prismakiikareissa ja valokaapeleissa.



Luku 12

Aaltoputket ja
resonanssikaviteetit

Tésséd luvussa tutustutaan ohjattuun aaltoliikkeeseen. Kerrataan ensin ajas-
ta riippuvan sidhkémagneettisen kentén kéiyttdytyminen ideaalijohteessa ja
sen pinnalla. Adrettomin hyvin johteen sisilld ei ole sihkokenttiis, kos-
ka vapaasti liikkkuvat varaukset luovat pinnalle sellaisen varauskatteen og,
ettd kokonaiskenttd johteen sisdlld on nolla. Samoin ajasta riippuva mag-
neettikenttd hévidé ideaalijohteen sisdllda. Varaukset liikkuvat pinnalla luo-
den sellaisen pintavirran K, ettd kokonaiskentté on nolla johteessa. Muut
reunaehdot ovat B:n normaalikomponentin ja E:n tangentiaalikomponentin
jatkuvuus. Koska B ja E ovat nollia ideaalijohteessa, niin aivan johteen
ulkopuolella sdhkokenttd on kohtisuorassa ja magneettikenttd yhdensuun-
tainen pintaan n&hden. Todellisuudessa ideaalijohteita ei ole, mutta malli
antaa kuitenkin hyvén peruskésityksen aaltoputkista. Kaytéinnon esimerkki
aaltoputkesta on optinen kuitu ja resonanssikaviteetista mikroaaltouuni.

12.1 Sylinteriputki

Tarkastellaan onttoa poikkileikkaukseltaan mielivaltaista metallisylinterié,
jonka seindmét oletetaan ideaalijohteiksi. Sylinterin sisdlld aine oletetaan
johtamattomaksi (permittiivisyys ey, permeabiliteetti pg). Kenttien aika-
riippuvuus olkoon harmoninen (e~*?). Maxwellin yht#lot sylinterin sis#lli

ovat
V-E=0 (12.1)
V-B=0 (12.2)
VXE—-iwB=0 (12.3)
V x B + iweguoE =0 (12.4)

155
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Kenttien Helmholtzin yhtélét ovat

2 2

(V2 + ‘2—2)E =0, (V2+ j—Q)B =0 (12.5)

Valitaan koordinaatisto siten, ettd z-akseli osoittaa aallon etenemissuun-
taan. Sylinterigeometrian vuoksi tehdédén yritteet

E(z,y,2) = E(z,y)e/** ) | B(z,y,2) = B(xz,y)e**+! (12.6)

(z-akselin negatiiviseen suuntaan etenevi aalto e~ %% kisitellisin vastaavalla
tavalla.) On huomattava, ettd nyt ei enidé yleensé ole k = w/c. Sijoittamalla
yritteet aaltoyhtél6ihin saadaan

g, W 2 g, W 2
(Vt+67—k)E=0,(Vt+67—k)B:0 (12.7)
missé 9
0 9 9y O
— Ve, V2=v2_ L 12.
Vi=V—e.o, Vi=V'— (12.8)

Jaetaan kentét pitkittédiseen ja poikittaiseen osaan, esimerkiksi

E=E. +E, (12.9)
missé,
E. = (E-eye,
(12.10)
E, = (e;xE)xe,

Nyt Maxwellin yhtdlot saadaan muotoon (HT)

OF,
E, = — = —ikE, 12.11
Vi t 02 ? ( )
0B, .
B, = — = —ikB, 12.12
Vi By 5% i ( )
e, - (Vt X Et) = iWBZ (1213)
E
VtEZ — % = vth — ’LkEt = iwez X Bt (1214)
z
e. (V, x By) = —%EZ (12.15)
B
VtBZ — @ = VtBZ — Z]CBt = —i%ez X Et (1216)
0z c

Jos B, ja E, tunnetaan, voidaan poikittaiset kentét ratkaista yhtéloista
12.14 ja 12.16. Yhté&loitd 12.11-12.16 ei pida opetella ulkoa, vaan on ymmér-
rettiva kasittelyn perusideat.
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TEM-moodit

TEM-moodit (transverse electromagnetic modes) ovat sihkomagneettisia
aaltoja, joiden kentét ovat kohtisuorassa etenemissuuntaan nahden (siis B, =
0, E, = 0). Talloin yhtiloistd 12.11-12.16 seuraa V; - E; = 0,V, - B; =
0,V x E; =0,V x By = 0 ja kenttien laskeminen palautuu muodollisesti
kaksiulotteiseksi statiikan ongelmaksi:

VE; =0,ViB; =0 (12.17)

Havaitaan seuraavat seikat:

1) Aaltoluku % on
k=w/c=wy/ e (12.18)

2) Kentilld on 12.16:n mukaan samanlainen yhteys kuin tyhjon tasoaalloissa:
1

Bt = —€e, X Et (1219)
c

3) TEM-moodi ei voi edetd, jos sylinteri on ontto (sidhkokenttd sisdlld on
tdsmailleen nolla). Jos sylinteripintoja on useampia kuten koaksiaalikaapelis-
sa, TEM-moodit voivat edeté.

4) TEM-moodilla ei ole katkaisutaajuutta (cut-off frequency) eli taajuutta,
jolla aaltoluku héavidisi.

TM- ja TE-moodit

Tarkastellaan onttoa sylinterid, jossa ei siis ole TEM-moodeja. Oletetaan
nyt, ettd kentilld on etenemissuuntaiset (z-)komponentit. Kentéit voidaan
jakaa kahteen toisistaan riippumattomaan moodiin:

1) TM-moodit (transverse magnetic modes):
B, = 0 kaikkialla
E, = 0 sylinterin pinnalla

2) TE-moodit (transverse electric modes):
FE, = 0 kaikkialla
0B,/0n =n-V,B, = 0 sylinterin pinnalla (HT).

Huom. Kirjallisuus on moodien nimityksessd varsin sekava.

Tarkastellaan ensin TM-moodeja ja oletetaan z- ja t-riippuvuus e*(F#—«t)
Lausutaan By ja E; E,:m avulla (vrt. 12.11, 12.14, 12.16):
w
B, e; x Ey (12.20)

Tk
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ja ,
E;, = ;—IZVtEZ (12.21)
misséd on merkitty
72 = ‘Z—j — K (12.22)
FE, ratkaistaan yhtédlosta 12.7:
(VZ+~4HE, =0 (12.23)

Samalla tavalla késitelliin TE-moodeja, ja saadaan (HT)

E; = %Bt X e, (12.24)
ik
B, = ;—QVtBZ (12.25)

missd B, toteuttaa yhtélon 12.7:

(Vi+~%)B, =0 (12.26)

Suureen v2:n on oltava positiivinen, jotta E. ja B, ovat virihtelevii ja
reunachdot voivat toteutua. Yhtéloiden ratkaisuja vastaa joukko ominaisar-
voja 7p, joita puolestaan vastaavat aaltoluvut k,. Katkaisutaajuus saadaan
midritelmin mukaan asettamalla k2 nollaksi, jolloin

wp = Yp = Yp/V/Ho€o (12.27)
Aaltoluku on t&lloin
w? — w]%
=+ F (12.28)
c

Jos taajuus on alle katkaisutaajuuden, aaltomoodi on eksponentiaalisesti
vaimeneva, eiké siis etene.

12.2 Suorakulmainen aaltoputki

Erikoistapauksena tutkitaan suorakulmaisessa aaltoputkessa etenevid TE-
moodeja (kuva 12.1). Ratkaistaan ensin B,:n Helmholtzin yht#lo

4+ =5 +7")B, =0 (12.29)

reunaehdoin 9B, /0n =0, kun 2 =0, z = a,y =0, y = b.
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AY

ideaalijohde

re

A
\/

Kuva 12.1: Aaltoputki, jonka poikkileikkaus on suorakaide.

Tehdé#n separointiyrite B,(z,y) = X (x)Y (y), jolloin saadaan
X"+ p’X =0,Y"+ Y =0 (12.30)
missd p? on separointivakio ja ¢ = 72 — p?. Ratkaisu on
B.(x,y) = By(e?® 4+ Ce™ %) (e + De™'Y) (12.31)
misséd By, C' ja D ovat vakioita. Reunaehdot toteutuvat, jos
C=D=1
sinpa =0=p=mn/a,m=0,1,2, ... (12.32)
singb=0=q¢=nn/b,n=0,1,2, ...
Yhtalon ominaisarvot ovat siis
Vo =02+ ¢ =12 (m?/a® + n?/b?) (12.33)
joita vastaavat ratkaisut ovat

L (12.34)

mm
Bz,mn($a y) = By cos

Katkaisutaajuudet ovat

Wimn = CYmn = Te\/m?2/a? + n2 /b2 (12.35)

Jos a > b, niin matalin katkaisutaajuus on wig = me/a. Tamén T Ejp-moodin
B.-komponentti on
B, = By cos T2 gilhz—wt) (12.36)
a

ja muut komponentit saadaan yhtéloista 12.24 ja 12.25:

ika CTT .
B, = —— By sin — ¢!(kz—wt)
T a

e, (12.37)
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wa T i(kz—wt)

E, = —Bysin — 12.38
t=——DBosin——e ey ( )
/2 — W2
k:\/w2/0277r2/a2:710 (12.39)
c

Vastaavalla tavalla késitellddn z-akselin negatiiviseen suuntaan etenevi aal-
to (e~=),

12.3 Resonanssikaviteetit

Tarkastellaan dérellisen pituisia sylinteriméisié aaltoputkia (kaviteetteja, on-
kaloita), joiden péissd on téydellisesti johtavat seinit. Sisdlld oleva aine
on johtamatonta sihkémagneettisin parametrein pg, €g. Resonanssikaviteet-
ti on onkalo, jonka pituus on jonkin aaltoputken moodin aallonpituuden
monikerta. Kenttien z-riippuvuus on muotoa Asinkz + Bcoskz (seisovat
aallot eli e¥™* ja e~ aaltojen summa). Jos pésdyt ovat tasoilla z = 0 ja
z = d, niin reunaehdot voivat sekd TM- ettd TE-moodeille toteutua vain,
jos k=mp/d, p=0,1,2,... Silloin

2 2,2
2 W Tp
eli jokaisella p ominaisarvoa 7, vastaa ominaistaajuus we,:
2.2
2 2,2 TP
wgp = (75 + 7) (12.41)

Ominaisarvot ma#raytyvit systeemin geometriasta. Havaitaan seuraava ero
aaltoputkien ja resonanssikaviteettien vililla: aaltoputkissa taajuus w voi
saada minké& tahansa katkaisutaajuutta suuremman arvon. Kaviteetissa taa-
juus saa vain diskreettejd arvoja.

TM- ja TE-moodit voidaan késitelld kdyttdméalld suoraan aaltoputkille
saatuja tuloksia laskemalla sopivasti yhteen et ja e~**_aaltoja. Esimer-
kiksi TM-moodilla sdhkokentdn tangentiaalikomponentin hévidminen pin-
noilla z = 0 ja z = d vaatii, etta

E, = ¢(x,y) cos % (12.42)

koska silloin - pz
E;=———5sin—V 12.43
== i T a,) (12.09

Funktio ¢ toteuttaa Helmholtzin yhtdlon

(V2 +7")(z,y) =0 (12.44)
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Magneettikenttd saadaan lausekkeesta

Y ocos e, x Vi(z, y) (12.45)

B, =
P22 d

Hydodyllinen HT on osoittaa, ettd ndmé lausekkeet toteuttavat kaikki Max-
wellin yhtélot. Reunaehdoista seuraa puolestaan lisdehtoja i:1le.

Esimerkkini tarkastellaan ympyrisylinterié (sdde R). TM-moodissa E:n
on hévittava sylinterin pystyreunoilla eli sylinterikoordinaateissa (R, ¢) =
0. Separointimenetelmélld saadaan fysikaalisesti kelvolliseksi ratkaisuksi

7!)(7"7 ¢) = d)mn(ry Qb) = AJm(’YmnT)e:tim¢ ,m=20,1,2, ... (1246)

missé Jp, on Besselin funktio ja vy, = Tmn/R ja Ty on yhtélon J,,(z) =0
n:s juuri. Ominaistaajuudet ovat nyt

T | TV

Alin TM-moodi on T'My1g, jossa wpip =~ 2.405¢/R. Tamé& on riippuma-
ton sylinterin korkeudesta. Vastaavalla tavalla kisitelladn TE-moodit (yksi-
tyiskohdat sivuutetaan). Niiden ominaistaajuuksissa on aina myos d-riippu-
vuus, joten taajuuksien sddtdminen on helpompaa kuin TM-moodilla.

Mikroaaltouuneista

Mikroaallot ovat sihkomagneettista séteilyd aallonpituuksilla 1 mm-0.3 m
(taajuus 10° — 3-10'! Hz). Mikroaaltouunin kiiytté ruuanvalmistuksessa pe-
rustuu siihen, ettd mikroaallot saavat ruoka-aineiden polaariset molekyylit
pyordhtelemédn. Kitkan takia osa pyordhdysenergiasta muuttuu lammoksi.
Mikroaaltouuneissa kiytetdén tyypillisesti aallonpituutta 12.2 cm (taajuus
2450 MHz), jolloin saavutetaan hyvi absorptio erityisesti vesimolekyylille.
Oleellista on, ettd ruoka-aineiden pitdé siséltdé polaarisia molekyylejéa. Po-
laarittomat aineet lapéisevit mikroaaltoja, ja metallit taas heijastavat niité.
Tyypillinen tunkeutumissyvyys ruoka-aineissa on muutaman senttimetrin
luokkaa. Kypsennys tapahtuu siis suoraan ruuan siséllé, ellei annos ole kovin
paksu, jolloin sisdosissa kuumennus tapahtuu johtumalla. Mikroaaltouunin
tarkein osa on luonnollisesti uunitila, jossa ruoka kuumennetaan ja joka
siis on resonanssikaviteetti. Mikroaaltokenttd synnytetddn magnetronissa,
josta kentté johdetaan aaltoputkea pitkin uuniin. Magnetroni koostuu use-
asta resonanssiontelosta (sihkoisesté virdhtelypiiristd). Erillinen uunitila on
tarpeen, koska néihin onteloihin ei saada mahtumaan ruokaa.
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Luku 13

Liikkuvan varauksen kentta

Téssé luvussa tutustutaan liikkuvan varauksen aiheuttamaan kenttéaén. Jo-
kaisen sihkddynaamikon on laskettava ainakin kerran elamésséan Liénardin
ja Wiechertin potentiaalit ja kentét.

13.1 Liénardin ja Wiechertin potentiaalit

Tarkastellaan yksittéistd varauksellista hiukkasta, jonka rata on r = r,(¢).
Varaus- ja virrantiheys ovat t&lloin

t go(r —ry(t)) (13.1)
t) = qigo(r —ry(t)) (13.2)

Kayttokelpoisten potentiaalien laskeminen ei ole aivan helppo tehtédvi. Hah-
motellaan tésséd ratkaisumenetelmé Greenin funktioita kdyttden (yksityis-
kohdat HT).

Tehtavana on ratkaista epdhomogeeniset aaltoyhtilot

1 02
<V2 - g@) ¢ = —ple (13.3)
1 0%

Kuten luvussa 9 todettiin, ndiden ratkaisut ovat Greenin funktion avulla
lausuttuina

W (r 1) = / / G (r, 0!, ) f (2, 1) AV dt! (13.5)

missd ¢F (r, t) ovat viiviistyneet (+) ja edistyneet () skalaaripotentiaalit tai
vektoripotentiaalin karteesiset komponentit ja f(r’,¢') vastaa lihdetermeji

163
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(p/€o, mod). Nyt riittad kdyttad viiviistyneen potentiaalin Greenin funktiota

Glr.t:x! ) i&t’— (t = |r —r'|/c)) (13.6)

v — /|

Tekija 47 on otettu Greenin funktion mééritelméén, kun se luvussa 9 oli
G:n aaltoyhtélossé.

Ensin integroidaan paikkaintegraalit lahdetermien J-funktioiden avulla.
Sen jilkeen aikaintegraalia laskettaessa kéytetdén hyviksi tulosta

|9/ (i)]

[ f@stgta)dz =3

missd g(z;) = 0. Lopputuloksena saadaan Liénardin ja Wiechertin po-
tentiaalit:

plr.t) = 4:@ {(1 - n1 : ,B)R]m N 47:'160 [R - 1R : ,6} et (13.8)

Alr,t) = 47quoc {(1 - 1118 B)R]Tet - 47quoc {R —12{ . B]ret (13.9)

missi R =r —r,, n = R/R ja 8 = v/c. Alaindeksi ret viittaa lausekkeen
laskemiseen viiviistyneelld ajalla ¢/, joka on ratkaistava ehdosta

t'+|r—ry(t)|/c=1t (13.10)

Havaitsija siis mittaa kentdn pisteessé r hetkelld t.

Kaikkein eleganteinta (7), joskaan ei sen helpompaa, on tehdi yllédoleva
lasku relativistisessa formalismissa, missé ¢ ja A ovat nelipotentiaalin A
komponentit ja

A%(z) = / Glw — o) (') d'a’ (13.11)

(ks. Jackson tai CL luku 13.3).

13.2 Kenttien laskeminen

Kun potentiaalit tunnetaan, kentéit saadaan derivoimalla, joka vaatii nyt
kérsivallisyyttd. Hankaluuden aiheuttaa viivistyneen ajan implisiittisesti
médrittelevd yhtdlo 13.10. Aluksi kannattaa selvittéa itselleen koordinaatis-
to (kuva 13.1). Séhkokentté saadaan lausekkeesta

dA ¢ [V<R—5-R>] g [a B

E=-— - = — _
Ve ot  4dmeg [ (R—B-R)? drege [OtR—B-R

] (13.12)
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) e )

R(t') = 1 (")

Kuva 13.1: Varauksellisen hiukkasen liiketila hetkelld ¢ méirdd kentén
mydhempénd hetkend ¢. Kenttd etenee pisteesté ry(t') havaintopisteeseen
r ajassa R(t')/c, jolloin hiukkanen on ehtinyt radallaan pisteeseen ry(t).

Hakasulku viittaa lausekkeen laskemiseen viivistetylld ajalla (jatetdén sulut
pois vilivaiheissa).

Aloitetaan R(t'):n derivoinnista: koska ¢’ riippuu paikkavektorista r, niin
VR(t") = —cVt'. Derivoidaan lauseketta 13.10 puolittain, jolloin esimerkiksi
gradientin x-komponentti on

o w—zg—cB-(r—ry)(0t/0)

i 13.13
Ox clr —rgl ( )

Téssd on kéytetty derivoinnin ketjusédéntod 0/0x = (0t'/0x)(0/0t). Nyt
voidaan ratkaista

ot —(z —zq)
AT 5 a2 o 13.14
dxr ¢(R—-pB-R) (13.14)
joten
R
= 13.1
VI="{®-B R (13.15)
ja
R
VARG R (1316)
Tarvitaan myos V(3 - R). Lasketaan taas z-komponentti:
ot . _
(VB R))w = o+ 5-(B-R=B-1) (13.17)

Taten

(R-B-R)B+(-B-R/)R
R-B R

V(BR) = B+(B-R—B-1,)VH = (13.18)
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Kokoamalla tulokset saadaan skalaaripotentiaalin gradientiksi

¢ [R-(R-B-R)B— (-8 R/OR

V= —
? A7eg (R—B-R)3

(13.19)

Vektoripotentiaalia varten tiytyy laskea OR/0t = ¢(1 — 0t'/0t). Nyt

ot’ B-Rot

— =14 —— 13.2
o TR w (13.20)
josta ratkaistaan
ot R
—_——= 13.21
ot R-—3B-R ( )
Vastaavalla tavalla saadaan
R t' OR
OR _OFOR _ __cRB (13.22)

ot oto R-B-R

Vektoripotentiaalin lausekkeessa esiintyvé aikaderivaatta on siis

{6’ B ] _ lR(R—ﬁ-R)M (Rﬁ-R+cﬂ-R—cRﬁQ)ﬂ]
OtR—[(B-R (R-—B-R)3

(13.23)
Séhkokentéiksi saadaan lopulta

— )R — _ 3)/c
Bl = L [(1 PR R(ﬂéf?x R()(gR RB)xﬁ)/Lt (13.24)

Samanlaisten veivausten (luonnollisesti HT') jélkeen saadaan magneettiken-
télle lauseke

1! [%}t < E(r, 1) (13.25)

Vilittomésti todetaan, etti staattisen varauksen (3 = 0) sihkokenttd on
Coulombin kentté. Silloin séhkokenttd on yhdensuuntainen vektorin R kans-
sa, joten staattinen varaus ei odotetusti aiheuta magneettikenttad. Vakiono-
peudella liikkuvan varauksen kentté on selvisti tekemisissi Lorentzin muun-
noksen kanssa. Séteilykentiksi kutsutaan kiihtyvyyteen ﬁ verrannollista
termié, joka pienenee kaukana varauksesta kuten 1/R eli kertalukua hitaam-
min kuin Coulombin kenttéd. Téstéd seuraa erityisesti se, ettd séteilykentén
Poyntingin vuo ei mene nollaan &irettomyydessdkaén. Tarkastellaan nidita
tilanteita seuraavassa yksityiskohtaisemmin.
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Ay
(xy.2)

R=r—,(t")

Y X

rq(t’) : rq(t-R/c)
=(vt’,0,0)

Kuva 13.2: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen kentéin
laskeminen.

13.2.1 Vakionopeudella liikkuvan varauksen kentta

Tarkastellaan z-akselia pitkin vakionopeudella v liikkuvan varauksen kent-
tdéd (kuva 13.2). Kentté pisteessi (x,y, z) lasketaan hetkelld ¢, jolloin varaus
on ehtinyt pisteeseen (vt,0,0) (varaus on ohittanut origon hetkelld ¢ = 0).

Koska R = /(z —vt')? +y%2 + 22 = ¢(t — /), niin viiviistynyt aika ¢’
saadaan lausekkeesta

(1— B3 =t — fr/c— (/e (@ —vt)? + (1 - B2)(y2 +22)  (13.26)

jolloin
[R—R-fl=/(x— vt +(1- B2 +22)  (13.27)
Skalaaripotentiaali voidaan nyt esittdd muodossa
q v
z,Y,2,t) = 13.28
Py, 2,1) dmeg /2 (x — vt)2 + y2 + 22 ( )
missd v = 1/4/1 — 32. Vektoripotentiaalilla on vain z-komponentti

Varauksen lepokoordinaatistossa potentiaalilla on tuttu lauseke

q 1

PEVE) = e VT T

Liikkuvan varauksen potentiaali saadaan (melkein) koordinaattimuunnok-
sella, jossa y ja z pysyvit ennallaan ja z:sti tulee y(x — vt). Vield ja4 mie-
tittaviksi, mistéd tekija v ilmestyy kertomaan potentiaalia. Liséksi taytyisi

(13.30)
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selvittdd, misté vektoripotentiaali saadaan, kun se on nolla lepokoordinaatis-
tossa. Téhédn palataan suhteellisuusteoriassa, jossa A:n ja (:n havaitaan
yhdessd muodostavan nelivektorin.

Kentét saadaan derivoimalla (tdlld kertaa helposti):

q v(z — i)
E t) = 13.31
2(2, 9, 2,1) dmey (V2(x — vt)2 + y2 + 22)3/2 ( )
q Y
FE t) = 13.32
y(@,y,21) dreg (V2 (z — vt)2 + y2 + 22)3/2 ( )
q vz
E t) = 13.33
Z($7y727 ) 47760 (72(:L'—Ut)2+y2+z2>3/2 ( )
B(z,y, 2,t) = C% x E(z,y, 2, ) (13.34)

Namaé lausekkeet pétevit kaikilla nopeuksilla. Kaukana varauksesta kentté
heikkenee kasintden verrannollisesti etdisyyden neliéon. Suurellakaan nopeu-
della liikkuva hiukkanen ei siis séteile.

Kenttda on mukavinta tarkastella varauksen kulloisenkin paikan suhteen.
Kohtisuorassa suunnassa (x — vt = 0) sihkokentén voimakkuus on

/ q Y

Témé on Coulombin kentté tekijilld v suurennettuna (aina y > 1). Varauk-
sen edessé ja takana y = z =0 ja

q 1

F—FE. —
T dmeg 2 (z — vt)?

(13.36)

Tam# on puolestaan Coulombin kentt# tekijilli 1/4% pienennettyni.

Kenttéaviivat saadaan piirtdmalla ensin staattisen varauksen kenttaviivat
ja sitten liikuttamalla kuviota suurella nopeudella silmien ohi, jolloin havai-
taan Lorentz-kontraktio (ei onnistu kotioloissa kovin helposti). Vaihtoehtoi-
sesti puristetaan z-akselia kasaan tekijén v verran (kuva 13.3). Kannattaa
kuitenkin muistaa, ettd kenttédviivat eivit ole todellisia fysikaalisia olioita.
Magneettikentéin hahmottaminen jaa lukijan mietittdvéiksi samoin kuin hi-
taasti liikkkuvan varauksen magneettikentén osoittaminen samaksi kuin lu-
vussa b.

13.2.2 Kiihtyvissé liikkeessi olevan varauksen kenttia

Tarkastellaan aluksi epérelativistista rajaa (§ < 1), jolloin 1/R-séteilyken-
tiksi tulee

E, 44(r,t) nx (nxv)/R (13.37)

 Adweyc?
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Kuva 13.3: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen sdhkokentéan
kenttaviivat. Vasemmalla staattinen varaus, oikealla liikkuva varaus.

1R q .
Biu(r,t) =—-—=xE=—— R 13.38
a(r,t) = — 5 % Tnegd U n/ (13.38)

missd n = R/R. Niistd saadaan Poyntingin vektoriksi

1 ?  |Rxv?
S=—E; 4w X By =
110 rad rad 167’(26003 RS

R (13.39)

Tam# vaimenee etdisyyden funktiona kuten 1/R?, joten Poyntingin vuo ei
1/ R-séteilykentilld mene nollaksi kaukanakaan varauksesta.

Séteilyteho avaruuskulmaan df2 on siis

P %2

.2
TV Gn%g 13.40
A0~ 1672 (13.40)

missd € on v:n ja n:n vilinen kulma. Suorittamalla kulmaintegroinnit saa-
daan Larmorin kaava
q2v2

~ 6mepc

P (13.41)
Tésté on oleellista ymmiirt#ii, mistd verrannollisuus tekijisn (gv)? on peréi-
sin.

Relativistisille hiukkasille #:n ja t":n vilinen ero on tirkeid. Aikavililli
t1 =t + R(t))/c...ta = th + R(th)/c siiteilty energia on

t2 th dt
W = [S-n],dt = S-n—adt' (13.42)
t1 t/1 dt
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On siis mielekéistd médritelld hiukkasen séteilyn intensiteetti S - n dt/dt’ =
S-n (1 —n-B) sen omassa ajassa ja omassa paikassa:
.2

Py ¢ |nx(m-B8)xB)

= 13.4
ds) 1672¢qc (1—n-pB)° (1343)

Kun # — 1, niin dP/d:n nimittdjin merkitys kasvaa ja siiteilykeila alkaa
venyé hiukkasen liikkeen suuntaan. Maksimi-intensiteetti saavutetaan, kun
Omaz — 1/(27) ja keilan leveys on ~ 1/+. Koska laskuissa ei ole tehty oletuk-
sia kiihtyvyyden suunnasta, saadut kaavat kuvaavat seké jarrutusséiteilya
ettd syklotroni- ja synkrotroniséteilyd. Séteilyn kokonaisteho saadaan in-
tegroimalla kulmien yli (siis ei helposti) tai tekemélld Larmorin kaavalle
Lorentzin muunnos (jos osataan suhteellisuusteoriaa). Lopputulos on

2

P=_1_ 53— (8xp3? (13.44)

~ 6mepe




Luku 14

Siteilevit systeemit

Edellisessé luvussa késiteltiin vain yhden varauksellisen hiukkasen séteily-
kenttid. Nyt tutustutaan esimerkinomaisesti yksinkertaisiin antenneihin ja
varausjoukon aiheuttamaan séteilyyn.

14.1 Viaridhtelevin dipolin kentta

Tarkastellaan tyhjossé olevaa sdhkoistéd dipolia, joka muodostuu kahdesta z-
akselilla pisteisséd z = +L/2 sijaitsevasta pallosta (kuva 14.1). Ne on yhdis-
tetty johdolla, jonka kapasitanssi voidaan jéattda huomiotta. Ylemmén pallon
varaus olkoon ¢(t), alemman —q(t).

Varauksen sdilyminen antaa virrantiheydeksi

J(r,t) = I()5(z)8(y)0(L)2 — 2)0(z + L/2) e, (14.1)
y4
qILQ
y
A
> X
—qe -L/2

Kuva 14.1: Yksinkertainen dipoliantenni.
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missé [ = +dq/dt. Viivistyneelld vektoripotentiaalilla

wo [ It —r/e)
A(r,t) = — d 14.2
=42 [ E—- v (14.2)

on nyt ainoastaan z-komponentti
L2 I(t —|r — 2'e,|/c)

Ho z /
A(r, ) = H0 / d 14.3
e e e e R (14.3)

Katsotaan dipolia kaukaa (L < r), jolloin
Ir—Ze,| = (r?—27e, v+ 2*)2 ~r — 2 cos (14.4)

misséd 6 on katselupisteen paikkavektorin r ja z-akselin vélinen kulma. Vek-
toripotentiaalin nimittéjéissi 2’ cos# voidaan jéattdd huomiotta, kun dipo-
lia katsotaan kaukaa. Viivéstystermissi se voidaan jattdd huomiotta, jos
2’ cos@/c on pieni verrattuna virran muutoksen aikaskaalaan, esimerkiksi
harmonisesti virdhteleviin virran jaksoon T'. Koska 2’ cos < L/2, voidaan
2 cos @ /c jattad huomiotta vain, jos

L/2 < T =\ (14.5)

Oletetaan, ettd ndin on eli ettd syntyvin aallon aallonpituus A on paljon
dipolin pituutta suurempi ja tarkastellaan dipolia kaukaa. Talloin

A(r,t) = Z—i%](t /) (14.6)

Skalaaripotentiaalin laskeminen on yksinkertaisinta kidyttden Lorenzin mit-
taehtoa

1 0p
A T o 14.
\Y% +02 9t 0 (14.7)
mista saadaan
dy L 01
v _ — | ZI(t - 14.
ot ey 0z [7’ (t T/C)} (14.8)
L z z
= —I(t— =TIt -
— Lg (t=r/e) + 5T r/c)]

missd I’ on I'n (t — r/c):n suhteen laskettu derivaatta. Koska toisaalta I =
+¢', missé ¢’ on saman argumentin suhteen otettu derivaatta, saadaan

L z qit—r/c) I(t—r/c)
T

o(r,t) = (14.9)

- dmeg r2
Rajataan tarkastelu harmonisesti vardhtelevédén dipoliin

q(t—r/c) = qocosw(t—r/c)
I(t—r/c) = Ipsinw(t—r/c) = —wqosinw(t —r/c) (14.10)
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Kirjoitetaan A pallokoordinaatistossa

_ MohL gsinw(t
A = py— cos@sinw(t —r/c)
Ay = —Z—i% sinfsinw(t —r/c) (14.11)

Ay = 0
Nyt V x A:lla on vain ¢-komponentti, joten
18(7&49) B laAr

B, = 14.12
¢ r  Or r 00 ( )
e _ L it — }
= i s sin 0 [c cosw(t —r/c) + . sinw(t —r/c)

Séhkokenttd on E = —0A /0t — Vo

21yL cos 0 [Sinw(t—r/c) cosw(t—r/c)}
E, = _
4dmeg r2c wr3
IpLsin® 1 w 1 .
E@ = 7% |:(('d7‘37‘c2) COSW(tr/C)”%SIHW(tr/C)}
E, = 0 (14.13)

Koska B on kaikkialla tangentiaalinen dipoli keskipisteené piirretylle pallon
pinnalle, kyseessé on TM-moodi (HT: totea, ettd suurilla 7:n arvoilla E =
B x e;).

Lasketaan dipolin séteilemé energia integroimalla Poyntingin vektorin
normaalikomponentti R-séteisen pallon pinnan yli.

1 ™
]f S -nda=—R? / EyBy2msin 6 df (14.14)
Ho 0

Kun R — oo, ainoastaan 1/r:én verrannolliset termit antavat nollasta
poikkeavan osuuden. Rajoittumalla néihin tulee tehoksi

InL 2,2
?{S-nda: (60 ) %COSZw(t—R/c) (14.15)
e

Tamé& on siis dipolin hetkellisesti sdteilemé& teho. Integroimalla jakson yli
saadaan keskimé&édrdinen sateilyteho

Pw? 12 21 [;o (LN\? I3
P) — o _ 22 /BU (=) 0 14.16
(P 6megcd 2 3V e (A) 2 ( )

Tamén voi tulkita siten, ettd vastus R, jossa kulkee sinimuotoinen virta
Iy coswt, kuluttaa energiaa keskiméiiriiselld teholla (P) = RIZ/2. Suuretta

R.=—,/—|— ] =789 — Q 14.17
3 Ve \A A ( )
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kutsutaan sédteilyvastukseksi. Mikéli dipoli ei ole tyhjossd, on permittii-
visyys ja permeabiliteetti korvattava véliaineen vastaavilla suureilla.

Magneettinen dipoli kisitellidn aivan samaan tapaan. Se voidaan
esittdd ympyrasilmukkana, jossa kulkee sinimuotoinen virta. Dipolivektori
on kohtisuorassa silmukan tasoa vastaan. Koska virralla on vain ¢-kompo-
nentti, on vektoripotentiaalin ainoa nollasta poikkeava komponentti

I 21 - t— _
— Ho ”“/ coswlt = |r = x1/¢) oo s do (14.18)
0

A t) =
o(r1) 47 Ir — /|

missd a on virtasilmukan sidde. Nyt dipoliapproksimaatio edellyttéé, etta
r > a ja wa K c. Téastd eteenpéin lasku etenee samalla reseptilld kuin
edelld (HT). Erona virihtelevidin sihkodipoliin on, etti tilld kertaa aallon
sahkokenttd on dipolikeskisen pallon tangentti eli kyseesséd on TE-moodi.

Huom. Oletettaessa harmoninen aikariippuvuus (e~**) skalaaripotenti-
aalia ei valttamaétta tarvitse laskea. Magneettikenttd méaaraytyy pelkastdan
virrasta vektoripotentiaalin kautta. Toisaalta lihdealueen ulkopuolella

V x B = —iwppeE (14.19)

josta saadaan

E=—VxB (14.20)

14.2 Puoliaaltoantenni

Edellé saatu tulos ei anna oikeaa séteilytehoa oikealle radioantennille, koska
yleenséd antenni ei ole lyhyt verrattuna aallonpituuteen eikd sitd yleensé
syoteté péistd vaan keskelta.

Tarkastellaan tasan puolikkaan aallonpituuden mittaista antennia. Ta4maé
on realistinen esimerkki, koska esimerkiksi 100 MHz aallon aallonpituus
on 3 m. Antennin voi ajatella koostuvan infinitesimaalisista osista, joihin
kuhunkin sopii edelld ollut tarkastelu. Olkoon antenni z-akselilla valilla
(—A/4, +2/4) ja kulkekoon siind virta

2 /
I(2',t) = Iysinwt cos ( 7;2 > (14.21)

Taméi on nolla antennin molemmissa péissi. Nyt pisteen 2/ ympérilld oleva
elementti dz’ tuottaa tyhjossi sihkokentin #-komponenttiin

sin 6
dEy = Ip——————
6=70 4dmeqRc?

2 /
wcosw(t — R/c) cos ( 7;2 ) dz' (14.22)
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Tissid R on etiiisyys dz":sta katselupisteeseen ja kertalukua 1/R? olevat ter-
mit on jatetty huomiotta. Magneettikenttéén tulee puolestaan osuus

Tow 2
dBy = Ho 20% sinf cosw(t — R/c) cos (

w2 ,
s & ) dz (14.23)

Eg:n ja By:n laskemiseksi on integroitava lauseke

w/2
= / —cosw(t — R/c) cosudu (14.24)
w/2 R
missd v = 272'/\. Nyt jidlleen R = r — 2/cosf ja riittdvin suurella r

nimittéjiassd voidaan korvata R — r. Kosinitermissé taytyy kuitenkin ol-
la varovainen ja kirjoittaa

1 rm/2
K = 7/ cos(w(t —r/c) + ucos ] cosudu (14.25)
rJ—m/2

Tamén voi esittdd muodossa

1 A /2 .
K = —Re (ezw(t—r/c) / du ezucos@ Cos u)
r —7/2

jolloin lopputulos on

cos|(m/2) cos 0]

2
K =- t—
" cosw(t —r/c) 20

(14.26)

Sijoittamalla tdmé& sdhko- ja magneettikenttien lausekkeisiin saadaan

B Iy cos[(/2) cos 6]

Ey = Smeqre cosw(t —r/c) p— (14.27)
~ polo B cos|(m/2) cos 0]

By = oy €O w(t r/c)—sine (14.28)

Keskiméaéariiseksi sateilytehoksi tulee

2)
1/'UJOI2/ cos” W/ cos ] sin @ dO (14.29)
47T sin? 6

Integraalin numeerinen arvo on 1,219, joten puoliaaltoantennin séteilyteho
on

12
(P)=173,1Q 50 (14.30)

Téstéd eteenpéin antennilaskut kdyvét pian hankaliksi. Jo se korjaus, etté
antennia syotetddn usein keskeltd sinimuotoisella virralla tai jinnitteelld ai-
heuttaa teknisii monimutkaisuuksia.
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14.3 Liikkuvan varausjoukon aiheuttama kentti

Tarkastellaan sitten mielivaltaisen varausjoukon séteilyd. Oletetaan, etté va-
rausjoukko on etéélld tarkastelupisteesté siten, etté joukko pysyy tilavuu-
dessa V] sen ajan, joka aallolta kuluu saavuttaa tarkastelupiste ja Vi:n mitat
ovat pienet verrattuna etéisyyteen tarkastelupisteesté (siis v < ¢). Olete-
taan liséksi, ettd tilavuuden pituusskaalat ovat pienis hallitseviin sdteilyn
aallonpituuksiin verrattuina ja etté varaukset ovat tyhjossa.

Valitaan origo tilavuuden Vj sisélle, merkitdéan varauksien koordinaatteja
r’:114, tarkastelupiste olkoon r ja R =r —r’. Nyt

/

R=|r—v|~r— T (14.31)
Viivéstynyt skalaaripotentiaali tarkastelupisteessid on
1 [ op(t—RjS)
t) = av
(p(r7 ) 47T€0 Vl R
~ L[ phtorjetrexfen) (14.32)
dmey Jvy r—(r-r)/r
Kayttden binomisarjaa
(r—r-v'/r)y b =rt g2 r) + . (14.33)
ja Taylorin kehitelméé
o o
p(r',t—r—i—rr>:p<r/,t—r>+rrp o (1430)
c cr c cr Ot
r',t—r/c

saadaan

1 1
p(r,t) = / P <r',t — C) dv’ + 5T / r'p <r',t — C) av’
dmegr Jv; c dmeor Vi c

1 d , , T ,
—7Tr — t—— | dV ...
+ 47reor2cr dt /v1 £P <r ’ c) +

Ensimméinen integraali antaa jakautuman kokonaisvarauksen, toinen dipoli-
momentin ja kolmas dipolimomentin aikaderivaatan ja loput ovat korkeampia
multipolimomentteja, jotka havidvit etdilla nopeammin. Siis

1 [Q+r-p(t—r/6)+r‘f’(t—r/6)} (14.35)

r rs cr?

)=
o(r,t) Treg

Viivastynyt vektoripotentiaali on puolestaan

@/ J(r’,t—r/c+r-r’/cr)dv,
A Jw, r—(r-r)/r

- ﬂ/ J (r’,t—f) v’ + ... (14.36)
drr Jw, c

A(r,t) =
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Airelliselle tilavuudelle V pétee Jy JdV =dp/dt (HT), jolloin
Ar,t) = L0 p(t —r/c) (14.37)
’ 4mr

Olisimme yht& hyvin voineet johtaa tdmén ensin ja laskea sitten ¢:n kiyttéden
Lorenzin mittaehtoa.

Rajoitutaan jatkossa séteilykenttiin, jotka siis pienenevit etéisyyden funk-
tiona kaikkein hitaimmin (r~1). Laskettaessa V¢:ta todetaan, etti koska p
on (t — r/c)m funktio, d9p/0r = —(1/c)P, joten

1 r-p(t—r/ec)
r
4d7eq c2r3

E(r,t) = — %ﬁ(t —r/e) +

(14.38)

Samoin laskettaessa vektoripotentiaalin roottoria tdytyy huomioida se, etti
A on (t —r/c):n funktio. Pieni vektoriakrobatia (HT) antaa siteilykentéksi

B(r,t) =V x A(r,t) = — 4:;21' X P (14.39)

Edelld saatu sihkokenttd on (HT)
E(r,t) = — “r x B(r,t) (14.40)
r

Kaikissa laskuissa dipolimomentin aikaderivaatta on laskettava viivistetylld
ajanhetkelld ¢t —r/c, joka on sama koko varausjakaumalle pieniksi oletettujen
nopeuksien vuoksi.

Séteilykenttd on poikittainen SM-aalto, jonka Poyntingin vektori on

cB? )
S = ,u07’r = T672eacr (r x p)°r (14.41)
Jos z-akseli valitaan p:n suuntaiseksi, niin
) . 2 9
pon ot (14.42)

© 16m2epc3r2

Séteilyn maksimisuunta on kohtisuoraan p:td vastaan. Séteilytehon Pp las-
kemiseksi tarkastellaan pallonkuorta, joka on kokonaan séteilyalueessa:
1 p?

Pr S -nda=—

- — (14.43)

Varausjoukko siis séteilee, mikéli siithen liittyvilld dipolimomentilla on
"kiihtyvyyttd”. Edelld késitelty dipoliantenni on esimerkki téllaisesta tilan-
teesta. Niinkin voi kdydé, ettd vaikka varausjoukossa olisi kiihtyvéssa liik-
keessé olevia varauksia, niiden muodostama dipolimomentti voisi olla ajasta
riippumaton, mutta varaukset siteilisivit siitd huolimatta. T&lloin edelld
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olevissa sarjakehitelmissd on mentédva korkeampiin kertalukuihin. Seuraa-
vana tulee kvadrupolitermi ja itse asiassa kvadrupoliantenni on aivan kiytto-
kelpoinen vehje. Sen etuna on se, etté kentti pienenee kuten 2, joten se
ei héiritse kaukana ldhteesté olevia vastaanottimia.

Téssé esitetty tarkastelu soveltuu myos yksittédiseen kiihtyvéaén varauk-
seen, jolloin Pp = ¢V ja saadaan tuttu Larmorin kaava
2 o2
v
Pp= 1 (14.44)

 6meg 3

Se on voimassa hitaasti liikkkuvalle (ei-relativistiselle) kiihtyville varaukselle.



Luku 15

Elektrodynamiikka ja
suhteellisuusteoria

Tdmén luvun esitietoina oletetaan modernin fysiikan alkeista tai muual-
ta tutut perustiedot Lorentzin muunnoksista jne. Koska tensorilaskenta ei
ole kaikille ennestddn tuttua, tdsséd luvussa esitellddn joitain kaytdnnon
laskuissa tarvittavia perusasioita. Johdatus tensoreihin 16ytyy CL:n lisdksi
kirjoista Honkonen, Pitkinen, Perko: Fysiikan matemaattiset apuneuvot
(Limes, 1994) tai Arfken, Weber: Mathematical Methods for Physicists (Aca-
demic Press, 1995) seké useista suhteellisuusteorian oppikirjoista.

15.1 Lorentzin muunnos

Suhteellisuusteoria ja elektrodynamiikka liittyvit liheisesti toisiinsa, miké
on tullut esiin useampaan kertaan. Koordinaatistomuunnosten merkitys elek-
trodynamiikassa ilmenee esimerkiksi tilanteessa, jossa on varauksia levossa
tarkastelijan suhteen. Han nékee niistéd aiheutuvan sdahkoékentén, mutta ne
eivit aiheuta hénen koordinaatistossaan magneettikenttaéd. Jos tarkasteli-
ja kuitenkin liikkuu varauksiin ndhden, varaukset kuljettavat tarkastelijan
nikokulmasta sdhkovirtaa ja aiheuttavat magneettikentén. Niinpa sahko- ja
magneettikentdt muuntuvat jollain tavoin toisikseen liikkeen seurauksena.

Ehké vieldkin tdrkedmpi esimerkki liittyy lukuun 7.1, jossa kuljetettiin
johdetankoa magneettikentéssd ja saatiin aikaan sdhkokenttd. Sielld olen-
naista oli, ettd siirrettiinpi sitten tankoa magneettikentéssé, kestomagneet-
tia tangon suhteen tai muutettiin magneettikenttdd ajan suhteen, kaikissa
tapauksissa pétee sama Faradayn laki V x E = —9B/0t. Siis vaikka kentét
itsessédn riippuvat liiketilasta, niitd toisiinsa sitova fysikaalinen laki on liik-
keesté riippumatta sama.

179
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1800-luvun lopulla sihkomagneettisen aallon olemassaolo oli kokeellisesti
varmistettu tosiasia, mutta kysymys, missé koordinaatistossa sen nopeus oli
tasan c, oli ongelmallinen. Tédhé&n liittyi kysymys eetteristd, johon mm. Max-
well oli itse uskonut ja joka oli hénelle ilmeisestikin térkein syy kentdnmuu-
tosvirran kayttoonottoon. Tamaé pelasti myos jatkuvuusyhtdlon, miké oli
tietenkin hyvé asia sinédnsé. Vuosisadan loppupuolen havainnot tdhden néen-
néisen paikan pienesté siirtymisestd Maan rataliikkeen suuntaan sekéd kuu-
luisa Michelsonin ja Morleyn koe, jolla pyrittiin méasrittdmaan Maan lii-
kenopeus eetterin koordinaatistossa, kuitenkin viittasivat siihen, ettd valo
etenee tyhjossé vakionopeudella havaitsijan koordinaatistosta riippumatta.

Klassisessa Galilei-muunnoksessa koordinaatisto K lilkkkuu koordinaatis-
ton K suhteen z-suuntaan vakionopeudella v siten, ettd koordinaatistojen
akselit ovat samansuuntaisia ja origot yhtyvét nollahetkelld. Téall6in muun-
nos K — K'ona’ =z —wt,y =y,2 = 2,/ = t. Newtonin lait ovat samat
molemmissa systeemeissd. Aaltoyhtil ei ole kuitenkaan ole sama (HT).

Vuonna 1904 Lorentz huomasi, etté varsin erikoinen koordinaatistomuun-
nos jatti Maxwellin yhtdlot samoiksi. Asian yksinkertaistamiseksi tarkastel-
laan homogeenista skalaarimuotoista aaltoyhtéloé, joka kuvaa valon nopeu-
della (x,y, z)-koordinaatistossa K etenevéé aaltoa

0? 0? 0? 1 0%
LA R (15.1)
oz y 0z c? Ot
Olkoon K’ toinen koordinaatisto, joka liikkuu tasaisella nopeudella v -
akselin suuntaan. Lorentzin muunnos on

1
¥ = ———(z —t)

V1—v?/c?

/

2 = 2z (15.2)

1 v
po= —————G——w)
V1—02/c? c?

Osittaisderivaatat muuntuvat muotoon

9 _ oo oo

ox Ox 0z’ Ox Ot

o oy o

oy — oyoy

0 07 0

92 = 95 97 (15.3)
0 oxr' o ot o

ot~ otow | ator

Sijoitetaan niaméi aaltoyhtéloon (HT), jolloin saadaan koordinaatistossa K’
Po  Pp P 1

9z 2 or?

(15.4)
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eli aalto etenee samalla nopeudella ¢ my6s koordinaatistossa K.

Lorentz ei ilmeisesti ymmértdnyt muunnoksen merkitystd. Ehképd se
soti vastoin hanenkin késitystdin eetterin olemassaolosta. Suhteellisuusteo-
rian merkityksen oivalsivat ensimméisind Poincaré ja Einstein. Poincaré oli
jo vuonna 1899 esittinyt suhteellisuusperiaatteen, jonka mukaan fysii-
kan lakien pitdéd olla samat toistensa suhteen tasaisessa liikkeessi
olevissa koordinaatistoissa. Vuonna 1905 Einstein lisasi tdhén postu-
laatin, ettd valon nopeus tyhjossi on sama kaikissa koordinaatistois-
sa ja riippumaton valoa ldhettivin kappaleen liikkkeesti. Suppeampi
suhteellisuusteoria oli syntynyt.

Tarkastellaan Lorentzin muunnosta neliulotteisessa avaruudessa, jonka
paikkavektori on X = (ct,z,y, z). Sen koordinaatteja merkitdin =%, missi
a = 0,1,2,3. Jatkossa kéytetddn kreikkalaisia indeksejé osoittamaan neli-
avaruuden komponentteja ja latinalaisia indeksejé tavallisen kolmiulotteisen
kotiavaruuden komponenteille (1,2,3 tai z,y, z). Otetaan lisdksi kiyttoon
merkinnit 3 = v/c seki v = /1 - 32 = /1 - (v/c)?. Kaikilla vekto-
reilla (nelinopeus, nelivoima, nelilitkemééra jne.) on nyt neljia komponenttia.
Esimerkiksi nelinopeus u on

_ax
- dr

missi dr = dt\/1 — (32 on liikkeess# olevan olion itseisaika eli aika mitat-
tuna sen omassa lepokoordinaatistossa.

u (15.5)

Sellaiset muunnokset, jotka jattavit neliomuodon
I=c* —a? —y? = 22 (15.6)

invariantiksi (I = I’) koordinaatistomuunnoksessa K — K’ ovat Lorentzin
muunnoksia. Tadmé&n voi todeta esimerkiksi SM-aallolle tilanteessa, jossa
koordinaatistojen origot ovat samat hetkelld ¢ = 0 ja ¢ = 0. Jos origosta
lihtee tuolla hetkelld SM-aalto, I = 0 aaltorintaman mukana kummassakin
koordinaatistossa.

Lorentz-muunnoksen johtaminen

Esitetédén téssa tdydellisyyden vuoksi yksi hyvin yleisiin periaatteisiin perus-
tuva tapa johtaa Lorentz-muunnoskaavat (K. ja R. Kurki-Suonio, Vuorovai-
kuttavat kappaleet). Liikkukoon koordinaatisto K’ koordinaatiston K suh-
teen vakionopeudella v. Havaitsijat O ja O’ havaitsevat saman tapahtu-
man ja médrittéivit sen paikan ja hetken: (z,vy, 2,t) ja (2/,y/, 2/, t'). Lisiiksi
oletetaan, etté heilld on yhteinen fysikaalisiin ilmi6ihin perustuva standardi,
jonka perusteella he kiyttavit samoja mittayksikoitd. Etsitddn havaintojen
vilinen yhteys kiyttien neljad yleistd ehtoa.
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Ehto 1. Aika ja avaruus ovat homogeenisia. Kahden infinitesimaalisen ldhek-
kédisen tapahtuman siirtymien ja aikavilien vélinen muunnos (dr,dt) <
(dr’,dt’) on silloin sama aina ja kaikkialla eli niiden viililld on lineaarinen
yhteys. Téasté seuraa, ettd myos koordinaattien vélinen yhteys on lineaari-
nen:

= amx+bhyt+cz+dit+er
agx + bay + caz + dat + €2
asx + by 4+ c3z + dst + e3
= aqx + byy + c4z + dyt + €4

~

~

-~ N <y
I

missé a4, b;, ¢;, d;, e; ovat vakioita.

Yleisyytta rajoittamatta voidaan sopia, ettd koordinaatistojen origot
yhtyvéit kummankin nollahetkelld. Voidaan my6s sopia, ettd koordinaatti-
akselit ovat samansuuntaisia ja ettd K’ liikkkuu K:n z-akselia pitkin positii-
viseen suuntaan. Télloin yhtdloryhmé yksinkertaistuu muotoon

2 = axr+bt
/ — y

Z = z

t' = hx+kt

Ehto 2. Koordinaatistojen suhteellinen nopeus on kummankin havaitsijan
mielestd sama. Talloin K”:n origossa hetkelld ¢’ sattuva tapahtuma havaitaan
K:ssa hetkelld t pisteessi x = ot tapahtuvaksi: (vt,t) < (0,t'). Vaadi-
tun symmetrian mukaan pitee vastaavasti (0,t) < (—ovt’,t’). Sijoittamalla
muunnoskaavoihin saadaan

0 = avt+bt

t' = hvt+kt
—t' = bt

t = kt

Muunnos siis pelkistyy muotoon

7 = k(z—ovt)
y o=
/ —
Z = z
t k(t — ax)

missd o = h/k.
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Ehto 3. Valon nopeus c on absoluuttinen. Tdm4 on ratkaiseva ero klassiseen
Galilei-muunnokseen verrattuna. Ajatellaan, etté yhteiselld nollahetkell yh-
teisessé origossa tapahtuu valonvildhdys. Valon saapuminen mielivaltaisessa
pisteessi olevaan ilmaisimeen havaitaan hetkilld ¢ ja t’. Tapahtumien vas-
taavuus on (x = ct, t) < (2/ = ct’,t'), koska ¢ on sama kummankin havait-
sijan mielestd. Tésté seuraa, etté

ct' = k(ct—t)
t = k(t—act)
ja voidaan ratkaista o = v/c?.

Ehto 4. Kiinteismuunnos saadaan symmetrisesti vaihtamalla nopeuden
etumerkki eli molempien inertiaalikoordinaatistojen on oltava samassa ase-
massa (vrt. ehto 2). Talloin

r = k(z'+ot)
t = k(' 4wva'/c?)

Néiin voidaan ratkaista k = 1/4/1 — (v/c¢)?.

Lorentz-muunnoskaavat ovat siis

;o Tz — vt _ .
@ = —1—(11/0)2_7@_0)
/ — y
2 = 2z
‘ 2
t = tovwje = y(t — vz /c?)

1—(v/c)?
15.2 Tensorilaskentaa

Edellé ollut z-akselin suuntainen Lorentzin muunnos voidaan kirjoittaa mat-
riisiyhtalona

v v =8 0 0 a2V
z -3 v 0 0 x!
22 17| o 0 10 22 (15.7)
z3 0 0 01 x3

Merkitsemélld kerroinmatriisia A:lla tdmé voidaan kirjoittaa tensorimuodos-

sa
't = A a (15.8)
missé on kiytetty Einsteinin summaussaintod eli toistetun indeksin yli sum-

mataan:

't = ZA“VQC” (15.9)
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Téssé luvussa kdytettévissa tensoriformalismissa indeksien paikka ja jérjes-
tys ovat térkeitd. Toisen kertaluvun tensoreilla indeksien jérjestys kertoo,
onko kyseesséd tensorin matriisiesityksen vaakarivi vai pystyrivi. Vektoria,
jolla on yldindeksi, kutsutaan kontravariantiksi vektoriksi ja alaindeksilld
varustettua vektoria puolestaan kovariantiksi vektoriksi. Summaus tapah-
tuu aina ylé- ja alaindeksin vélilld. Jos tensoriformalismi muotoillaan ilman
yla- ja alaindeksejé, siitd tulee laskuteknisesti jonkin verran hankalampaa.

Kahdesta kontravariantista vektorista u* ja v muodostetaan toisen ker-
taluvun tensori TH suorana tulona, jonka komponentit muodostavat mat-
riisin u*v”. Tensori T* muuntuu siis seuraavasti:

T = AM AV 3T (15.10)

Kahden kontravariantin nelivektorin pistetulo mééritelldin puolestaan

A-B=g,sA°B° (15.11)
missé
1 0 0 0
0 -1 0 0
995=| 0 o0 -1 o (15.12)
0 0 0 -1

on metrinen perustensori. Se on symmetrinen (go3 = gga) ja silld on
kidnteismatriisi ¢*° eli g*? g3y = 0%, missé 6“, on yksikkétensori eli Kro-
neckerin deltan neliulotteinen vastine, jolle 6%, = 1, kun a = 7 ja muulloin
0%y =0.

Metriselld perustensorilla on téirkeé laskutekninen rooli. Koska summaus
tapahtuu aina ylé- ja alaindeksin valillé, tdytyy esimerkiksi kahden kontra-
variantin vektorin pistetuloa laskettaessa toinen muuntaa kovariantiksi eli
laskea sen indeksi alas, miké tapahtuu seuraavasti:

0P = g%Fv,; vg = gapv® (15.13)
Edelli oleva pistetulo (15.11) on siis
A-B = g,3A°B’ = A3B° = A°B, (15.14)

Samalla tavoin nostetaan ja lasketaan toisen tai korkeamman kertaluvun
tensoreiden indeksejas:
To° = g T (15.15)

Huom. Metrisen perustensorin komponenttien £-merkit mééritellddan joko
néin tai pdinvastoin. Valinnalla ei ole fysikaalista merkitystd, mutta lasket-
taessa on pidettdva kiinni tehdystd valinnasta. Lisdksi indeksit on syyté
kirjoittaa selvésti perdkkéin, etteivat vaaka- ja pystyrivit mene sekaisin.
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Invariantti neliomuoto I ennen Lorentzin muunnosta on

I = gopral (15.16)
ja Lorentzin muunnoksen jilkeen (x# — 2/# = A", z%)
I' = g AP o N gzl (15.17)
Vaatimus I = I’ antaa ehdon
GuaN s = gap (15.18)
tai
g A AP, = g (15.19)

Vain sellaiset muunnokset, jotka toteuttavat tdmén yhtélon, ovat Lorentzin
muunnoksia. Yleisessi lineaarisessa muunnoksessa on 16 vapaata parametria
ja ehdossa (15.19) on 10 eri yhtilsé, joten Lorentzin muunnoksessa on kuusi
vapaata parametria: pusku jokaisen (kolmiavaruuden) koordinaattiakselin
suuntaan ja kierto jokaisen akselin ympéri.

Méidritetdan vield (A‘l)a,y. Merkitisin M®., = g*?A¥ 59, ja kerrotaan
puolittain A*,:lla:

AuaMa'y = gaﬁAﬂaAy,ngy = guygu*y = 5#7

joten
(A™H™, = g\ 39,y = A (15.20)

HT: laske A~! z-akselin suuntaisen Lorentz-muunnoksen tapauksessa.

15.3 Lorentzin muunnokset ja dynamiikka

Vaikka suhteellisuusteorian fysikaalinen perusta onkin elektrodynamiikas-
sa — valon nopeushan on nimenomaan sdhkoémagneettisen aallon nopeus,
Lorentzin muunnokset, ajan venyminen jne. ovat useille tutumpia mekaani-
sen liikkeen avulla annetuissa esimerkeissa.

Valon nopeus on rajanopeus, jolla vain massaton hiukkanen voi edeté.
Niin ollen sité ei voi saavuttaa laskemalla yhteen nopeuksia, jotka ovat alle
valon nopeuden, eli esimerkiksi tekemélld kaksi Lorentz-muunnosta perik-
kiin. Yht#lot (15.2) kuvaavat muunnosta koordinaatistoon K’, joka litkkuu
nopeudella v koordinaatiston K suhteen. Liikkukoon sitten koordinaatisto
K" nopeudella v’ koordinaatiston K’ suhteen, jolloin

€T =

2= 2 (15.21)
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Sijoittamalla téhéin systeemin K’ (yhdelld pilkulla merkityt) koordinaatit
muunnoksen (15.2) mukaisesti saadaan yhdistetty muunnos

1
= (x — wt)

V1—w?/c?

/!

2= 2z (15.22)

. ;(t—ﬂx)
V1—w?/c? c?

missé
v+

v 14+ vv'/c?

(15.23)
Tédméi on nopeuksien yhteenlaskukaava. Olivatpa v ja v’ kuinka lihelld
valon nopeutta tahansa, niiden summa j&a kuitenkin alle valon nopeuden.
Taméa on itse asiassa seuraus siitd, ettd Lorentzin muunnokset muodosta-
vat matemaattisesti ryhmén. Yhdistdméalld kaksi muunnosta saadaan uusi
Lorentzin muunnos, téssa tapauksessa koordinaatistosta K koordinaatistoon
K", joiden suhteellinen nopeus on w.

Suppea suhteellisuusperiaate voidaan ilmaista sanomalla, ettéd kaik-
ki Lorentzin muunnosten yhdistdmdt inertiaalijirjestelmdt ovat samanar-
voisia kaikkien fysikaalisten tapahtumien kuvailussa. Taméa jattasd kiihtyvat
koordinaatistot tarkastelun ulkopuolelle. Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti
tavallista massapistemekaniikkaa suhteellisuusperiaatteen valossa.

Kutsutaan massapisteen (hiukkasen) liikerataa neliavaruudessa sen maa-
ilmanviivaksi ja merkitdéin sen koordinaatteja x*. Differentiaalit dz* mé&a-
rittédvit hiukkasen differentiaalisen siirtymén pitkin maailmanviivaa. Muo-
dostetaan sitten Lorentz-invariantti skalaarisuure

ds? = g, datdz” (15.24)

joka on sama kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa. Tarkastellaan nyt hiukkas-
ta koordinaatistossa, jossa se on hetkellisesti levossa. T&lloin

da’ = (dz'°,0,0,0) (15.25)
eli téssé koordinaatistossa vain aika kuluu. Nyt
ds® = goo(dz™)? = c2(dt')? (15.26)

Ajanlaatuinen suure ds/c on invariantti aikavili hiukkasen hetkellisessé lepo-
koordinaatistossa eli se on hiukkasen mukana liikkuvan kellon mittaama
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aikavali. Madritellddn kiintedstd maailmanpisteestd s, laskettu hiukkasen
ominaisaika integraalina

_l/sds—/tdt A [ N A N LA "
[ e A 2 |\ dt dt dt

(15.27)
Téssd kaavassa esiintyy kolminopeus v koordinaatistossa K

de' dx? da?
= —,—,— 15.28
M < it dt dt (15.28)
ja ominaisajan differentiaalinen muoto on sama kuin luvussa 15.1 mainittu
dr

VI—o?E

joka kuvaa ajan venymisti liikkeessé olevassa koordinaatistossa.

dt (15.29)

Hiukkasen nelinopeus u mééritelladn sen nelipaikan derivaattana omi-
naisajan suhteen. Sen komponentit ovat

_dzt

T

Kolminopeuden avulla ilmaistuna tdmé on u = (ye¢,yv). Suoralla laskulla
nahdéédn, ettd nelinopeuden nelié on invariantti:

u? = g utu’ = c (15.31)
Vastaavasti lasketaan nelikiihtyvyys

dut B d2zH

b= = 15.32
“ dr dr? (15.32)
Tarkastellaan sitten Newtonin liikeyht&loa
dp
— =F 15.33
7 (15.33)

misséd p = mv on lilkkemédéra. Tdmé on kuitenkin Galilei-invariantti yhtélo,
missd mikéddn ei rajoita nopeutta alle valon nopeuden. Muodostetaan neli-
vektoriyhtilo
d
mo—ut = K# 15.34

Odr ( )
missé mg on massanlaatuinen vakiosuure ja K* nelivoima. Jotta tdm4 olisi
kelvollinen liikeyht#l6 pienen nopeuden rajalla (sama asia kuin raja ¢ — 00),
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sen avaruusosasta on saatava Newtonin liikeyhtdls. Kéyttden koordinaatti-
aikaa t kirjoitetaan yhtédlon avaruuskomponentit muodossa

d movt
i A J1-8 (15.35)

Jos ulkoinen voima on nolla, lilkemééré on vakio, joten liikem&#rian magritel-
maksi tulee

%
i mOU

P=/—p

joka rajalla § — 0 vastaa Newtonin mekaniikan litkem&éras. Néin kolmivoi-
man ja nelivoiman viélinen yhteys on

F'= K'%/1 -2 (15.37)

Liikeyhtélon (15.34) nollannen komponentin mé#érittdmiseksi kirjoitetaan se
nelikiihtyvyyden a* avulla

(15.36)

moat = K (15.38)
Laskemalla nelikiihtyvyyden ja nelinopeuden pistetulo saadaan

1d 1d
guat'u” = 27 —(guutu’) = =—c*=0 (15.39)

eli nelikiihtyvyys ja nelinopeus ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten
myos

guuKuuy =0 (15.40)

Sijoittamalla t&hén nelinopeuden komponentit (v = (ye¢, yv)) ja nelivoiman
avaruusosa jaa jaljelle

Fi

15.41
= Zw—ﬁ? Vo= (1541

eli L F.

v

K=~ 15.42
T (15.42)

Liikeyhté&lon nollas komponentti on siis

2

d_mc gy (15.43)

dt /1 — 32

Hiukkasen liike-energia maééritelldin Newtonin mekaniikassa siten, etté sen
aikaderivaatta (teho) on F-v. Tarkastellaan sitten energianlaatuista suuretta

mo 62

T V/1F

(15.44)
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Kirjoittamalla ~ sarjaksi saadaan

W = moc2

112 U4
1455 +0 <0—4>] (15.45)

Epirelativistisella rajalla (8 — 0) tésta tulee
1
W = moc® + §m0v2 (15.46)

eli Newtonin mekaniikan mukainen mg-massaisen hiukkasen liike-energia ja
suure moc?, jota kutsutaan mg-massaisen hiukkasen lepoenergiaksi.

Nyt neliliikemééra voidaan kirjoittaa muodossa

W mgv
= —, — 15.47
p= () (15.47)
tai
p" = mout (15.48)
Tamén invariantiksi nelicksi saadaan
Gup"p” = (moc)2 = I/V2/c2 —p? (15.49)
Relativistiset liikeyhtélot voi tiivistdd muotoon
Ao e (15.50)
dr

Huom. Hiukkasen massa on mg. Sitd kutsutaan joskus lepomassaksi, mutta
sithen ei ole mitaéin syyté, silld massa mg on itseasiassa Lorentz-invariantti
suure, joka mééarittelee lepoenergian kaavalla

Wo = lim W = moc? (15.51)

15.4 Elektrodynamiikan kovariantti formulointi

Tarkastellaan seuraavaksi Lorentzin voiman lauseketta muodossa
F' = q(E" + ¢, v/ BY) (15.52)

missé €, on permutaatiotensori ja oletetaan summaus toistettujen indek-
sien yli (HT: kertaa €;;,:n ominaisuudet). Varaus ¢ oletetaan invariantiksi
sdilymislain perusteella.

Edella saatiin hiukkasen liikeyht&lé muotoon
dp*

= K* (15.53)
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missé nelivoiman komponentit ovat
K'=TF.v, Ki=~Fi (15.54)
c

Oletetaan nyt, ettd kyseisen voiman avaruusosa on juuri Lorentzin voima.
Kirjoitetaan liikeyht&lé komponenteittain. Aikakomponentista tulee

dO
di:Kole-v:%E-v (15.55)
T C &

eli kentén tekema ty6. Paikkakomponenteille saadaan

dp* Et
dizvq(El—i—(vQB?’—v?’BQ)):q<—u0+u233—u332>
T C
dp? E?
di =g (B*+ (v*B' = v'BY)) = ¢ (—uo +uB' — u133> (15.56)
T C

dp? B3
2o iomem) oo
dr -

Aika- ja paikkakomponentit voidaan koota yhtaléiksi

2 quaFBH 15.57
o = dup ( )

missé (FO', F2, F0%) = (1/c)(E", E?, E®), (F?, F?', F'?) = (B!, B?, B%) ja

F# = —FYF, Tasté saa suoralla laskulla liikeyhtédlén komponentit.
Osoitetaan sitten, ettd (F*) on kelvollinen toisen kertaluvun tensori eli

ettd se muuntuu oikein Lorentzin muunnoksissa. Muunnettu liikeyhtélo on

dp'™*
dr

= qupF' "
& A“V% = qAg"uoF’ A — gA* jug B
= Ag™F'Pr = Ar, F
& (A_l)o‘ﬁF’ Pr— Ar, FV

& No(AH)GF Pl = N A, F

& FH = NV A, FOY (15.58)
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Tensoria (F*) kutsutaan sihkomagneettiseksi kenttitensoriksi ja sen
komponentit ovat

0 El)c E?/c E3/c
—E'c¢ 0 B3 -B?
~E%*/c -B> 0 B!
-E3/c B* -BY 0

(FH) = (15.59)

Kirjoitetaan sitten Maxwellin yht&lot kenttatensorin komponenttien avul-
la. V- E = p/ey = poc?p tulee muotoon

ONF + 0, F"% 4 95 F% = jigep (15.60)
Amperen ja Maxwellin lain kolme komponenttia ovat puolestaan
F0 £ 8,F12 £ 9,F13 = o5t
DF® + 01 F?t + 05FB = ppj° (15.61)
BoF30 £ 9 F3L £ 9,F32 = 8

Ottamalla kiyttoon nelivirta J = (j#) = (¢p,J) voidaan ndmé yhtilot
kirjoittaa muodossa
O, F* = pgj* (15.62)

Vastaavasti homogeeniset yhtélot (V-B =0, V x E + 9;B = 0) saadaan
muotoon (HT)

8aFﬁ7 + aﬁFw + &yFag =0 (15.63)
Koska Maxwellin yhtilot voidaan kirjoittaa tensoriyhtéloiné, ne sdilyttavat
muotonsa Lorentzin muunnoksissa. Niin siis Maxwellin 1860-luvulla ke-
hittdméa teoria on osoittautunut ensimméiseksi suppeamman suhteellisuus-
teorian kanssa sopusoinnussa olevaksi fysiikan kuvailuksi.

15.5 Kenttien muunnokset

Elektrodynamiikan Lorentz-kovarianssi tarkoittaa siis sité, ettd Maxwellin
yhtdlot ovat samat inertiaalikoordinaatistosta riippumatta. Sitédvastoin séh-
ko- ja magneettikentét riippuvat havaitsijan liiketilasta. Muunnosten taytyy
olla sellaiset, ettd sijoitettaessa muunnetut kentat Maxwellin yhtéloihin, tu-
loksena ovat alkuperiiset yhtélot. Kaikki tdmé on jo edellisen kappaleen for-
malismin sisdlld, mutta johdetaan téssé vield kenttien E ja B muunnoskaa-
vat.

Valitaan koordinaattiakselit siten, ettd koordinaatistojen vélinen suh-
teellinen nopeus v on x-akselin suuntainen. Muunnosmatriisi on talléin

v =B 00

uy_| =8 v 00
M%) =1 0 0 1 o (15.64)
0 0 01
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Muuntumaton sihkokentén 1-komponentti on FO' = El/c. Lasketaan F” 01
01 0 Al
F' = A, AN PP
AO(]Al(]FOO + A00A11F01 + A01A10F10 + A01A11F11
1 1
= PB4 (-1 BY)
c c
=
E" =421 - B*)E' = E' (15.65)

Siis puskun suuntainen sidhkokentté siilyy ennallaan. Lasketaan seuraavaksi
F%2 = E? /e muunnos

F'02 = A0 A2, Fhv
— AOOAQOFOZ + AOOA22F02 4 A01A22F12
= 1B~ BB’
N
E? =~yE? - ywB? (15.66)

Vastaavat laskut komponentille E3 ja magneettikentin komponenteille an-
tavat muunnoskaavat

/H (") =E(r,t) ; E (@, t')=~yEL(r,t)+vxB(rt))
(15.67)
Bh (', t") =By(r,t) ; B (,t')=~BL(rt) - c%v x E(r,t))

missé || ja L viittaavat v:n suuntaisiin ja sitd vastaan kohtisuoriin kompo-
nentteihin.

Esimerkki. Liikkuvan varauksen kenttia

Kasitelldan luvun 13.2.1 esimerkki suhteellisuusteorian keinoin. Pistevaraus
liikkkuu nopeudella v z-akselia pitkin pilkuttomassa tarkkailijan koordinaatis-
tossa, jossa halutaan méairittda kentét. Olkoon pilkullinen koordinaatisto
sellainen, ettd se lilkkuu varauksen mukana ja sen origo olkoon varauksen
kohdalla. T&ll6in

B =0
qr’

E = — 15.68
dreg(r')3 ( )
Kéytetédédn edelld johdettuja muunnoskaavoja (kddnteisesti!)

/

qz

dreg(r')3
yaqr'y

dreg(r')3

E, = E| = E, =

E, = 1E/ (15.69)
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Vektorin r’ komponentit ovat

' = (y(z —vt),y,2)

Maaritellaan suure
’7R* = (’Y(:B - Ut)a Y, Z)

jolloin sihkokentéin komponentit ovat

~q (@ —wvt)
dmeg 3 (R*)3
q 7Y
dreg v3(R*)3
I
dmeg 3 (R*)3

i
I

5
[

eli koottuna vektoriksi

g R
E—
dmey (R*)3

(1-5%)

missid R = (z — vt,y, 2z). Taimé on luvusta 13.2.1 tuttu tulos.

Magneettikentéiksi tulee puolestaan

B, = Bj=0
1 1 1
B, = 7—2v><E’:fy—2v><E' = 5vxE]
c c c
eli
1
B:?VXE
c

15.6 Potentiaalien muunnokset

Homogeeniset Maxwellin yhtalot ovat luvussa 15.4 opitun mukaan

8aFg7 + a/gF,ya + 87Fa3 =0

193

(15.70)

(15.71)

(15.72)

(15.73)

(15.74)

(15.75)

(15.76)

Namé yhtélot ovat valttamattomia ja riittéavia ehtoja sille, ettd on olemassa

nelipotentiaali A,,, jolle

F,, =0,A,-0,A,

(15.77)

Suoralla laskulla néhdéén, ettd ndin esitetty F),, toteuttaa homogeeniset
Maxwellin yhtélot eli valttdméttomyysehto on voimassa. Riittdvyysehdon

todistaminen sivuutetaan (ks. CL).
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Nostamalla indeksit saadaan
FH = g¥ A* — gH AY (15.78)

Muistamalla kenttétensorin méaritelmé ja kenttien esitys potentiaalien avul-
la saadaan nelipotentiaali

(A%) = (p/c, A) (15.79)
joka toteuttaa aaltoyhtédlon
0,07 A" — 0" (0 AY) = pog” (15.80)

Valitsemalla Lorenzin mittachto (0,A% = 0) tdmé palautuu tutuksi aalto-
yhtaloksi.

Todetaan lopuksi, ettd nelipotentiaali yleenséd ajatellaan nelivektoriksi.
Tamé& on oikeutettua, vaikkakaan ei valttdméatonta. Voidaan osoittaa, etté
nelipotentiaali muuntuu mittamuunnosta vaille nelivektorina (ks. CL).

15.7 Sailymislait

Luvussa 9 esitettiin energian, lilkemé&éran ja impulssimomentin séilymislait
kolmiavaruuden Maxwellin jannitystensorin avulla. Esitetdin ndmaé sdilymis-
lait nyt kovariantissa muodossa.

Lorentzin voimatiheys on
f=pE+J xB (15.81)
Olkoon f = (f1, f2, f3). Tallsin

fl — pEl +j2BB_j3B2
— C,OFOl —l—j2F12 _ j3F31
= joF — joF12 4 js 3t (15.82)
_ jOFOl +j2F21 +j3F31

silla (59, 51, 52, 7°) = (jo, —j1, —j2, —j3). Olemme saaneet siis yhtilon
fl=joF*;  (F*=0) (15.83)

Lorentzin voimatiheys on siten nelivektorin f# = j,F*" avaruusosa. 0-
komponentti on puolestaan

1
fU=Jal® = —F = "E-J (15.84)
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eli tehoh&vio tilavuusyksikossa. Koska
. g 1 a1 Y
Ja = 9ap)” = —GapO F’" = —0,F, (15.85)
Ho Ho

voidaan nelivoima kirjoittaa muodossa

fﬂ = %(&/Fau)Fa,u (1586)

Madritellaan (jalkiviisaasti) symmetrinen tensori (T"*)

1 1
T = %[FJFW - ZQV“FaﬁF“ﬂ] =T (15.87)

Nyt pieni indeksijumppa antaa tuloksen
1
O,T"" = —(0,F,")F* = f# (15.88)
Ho

(T*) on siis sellainen tensori, jonka divergenssi antaa Lorentzin nelivoimati-
heyden. Tensori on Maxwellin jadnnitystensorin yleistys neliavaruudessa. T&-
mén toteamiseksi lasketaan tensorin komponentit. Tensorin méaéritelméssé
on mukana invariantti —(1/4)F,gF*® = (1/2)((E/c)? — B?), joka tulee
mukaan diagonaalisiin termeihin. Nyt

1 1 1 E2 32
TOO - = |:Fa0Fa0 + 5 (_2E2 _ B2>:| = — (EO -+ ) (1589)
C

1o 2 2410
eli kentéin energiatiheys wen, = —1%.
0i L 0 i 1 i L i
"= —F, F"=...=—(ExB)'=—--F8 (15.90)
Mo c c

ovat puolestaan Poyntingin vektorin komponentit. Pelkéstdéin avaruusosia
sisaltavit komponentit ovat

= Llgspo gl (Lpeo )
Ho 2 \¢c?
E? 1 B?
= EFE' + MO 4 Zpkply g (15.91)
Ho 210
= TH+T)

eli luvussa 9 johdetun Maxwellin jénnitystensorin 7 sihkdiset ja magneet-
tiset komponentit. Tensori T on kuitenkin Maxwellin jéannistystensorin
laajennus koska sen Oa-komponentit antavat suoraan seké siéhkémagneetti-
sen energiatiheyden ettd Poyntingin vektorin.
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Tuloksista fH = jo, FF* ja fH = 85Tﬁ“ saadaan yhtalo
DTPH = jo FoH (15.92)
Téamén nollas komponentti 9zT B0 — j,F°0 antaa

OWerm,

otV 8=-I1.E (15.93)

eli differentiaalisen energian siilymislain (Poyntingin teoreeman). Avaruus-
komponentit ﬁgTﬁi = joF* puolestaan antavat liikemidran siilymislain

0
5 (0B B)! + 0, (TH + T = pE' + (J x B)! (15.94)
Olemme siis onnistuneet kirjoittamaan olennaisesti koko klassisen mikro-
skooppisen elektrodynamiikan kovariantissa muodossa, kun véliaineeksi ole-
tetaan tyhjo.

Luvussa 13 késitelty liikkuvan varauksen séteily voidaan esittdéd hie-
man tyylikkd&dmmin téssd luvussa késitellyssd formalismissa. Asiasta kiin-
nostuneita kehoitetaan tutustumaan CL:n lukuun 13 tai Jacksonin séteily-
teoriaa kisitteleviin lukuhin.



Luku 16

Varatun hiukkasen liike
SM-kentassa

Tarkastellaan lopuksi varatun hiukkasen liikettd séhkdomagneettisessa ken-
tdssd. Liikeyhtdlo on tullut esiin useaan otteeseen kurssin aikana aiem-
minkin. Yleisesti asetettuna tehtédvané on ratkaista relativistinen liikeyht&lo

dp/dt = q(E+v x B) (16.1)

missi p = mv/y/1 — (v/c)?. Lisiksi muistetaan, etti kenttd tekee tyotd
teholla dW/dt = ¢E - v. Liikeyht&l6 on hankala integroitava yleisille ajasta
ja paikasta riippuville kentille ja se on usein ratkaistava numeerisesti. Jos
aika- ja paikkariippuvuuksien voi olettaa olevan riittdvén hitaita ja laakeita,
on mahdollista kiyttdd héirioteoriaa ldhtien vakiokentistd ja tehd&d niihin
pienid korjauksia.

16.1 Siteilyhédvididen vaikutus

Liikeyhtélon kasittelyyn sisdltyy hyvin vaikea ongelma. Jos hiukkasella on
kiihtyvyytté, se séteilee ja séteily kuljettaa mukanaan energiaa, liitkem&aaraa
ja lilkkeméddramomenttia. Varatun hiukkasen séteilyé kuitenkin tarkastellaan
tyypillisesti kaksivaiheisesti. Ensin ratkaistaan liikeyhtalostd hiukkasen ra-
ta annetussa ulkoisessa kentéssid. Sen jélkeen lasketaan séteilyhéviot olet-
taen, ettd hiukkanen pysyy ratkaistulla radallaan. Kédytdnnossd monessa
tilanteessa séteilyn vaikutus voidaankin jattad huomiotta.

Séteilyn merkitystd voidaan arvioida tutkimalla tilannetta, jossa hiukka-
sen (varaus ¢) kiihtyvyys on suuruusluokkaa a ajan T verran. Jos nopeus on
paljon valon nopeutta pienempi, niin Larmorin kaavan perusteella hiukkasen
siteilemé energia on

¢?a’T

Wiad ~ —=
e 6megc?

(16.2)

197



198 LUKU 16. VARATUN HIUKKASEN LIIKE SM-KENTASSA

Jos kyseessd on levosta ldhtenyt hiukkanen, niin silloin sen liike-energia on
luokkaa Wy, ~ m(aT)?. Siten

Wrad ~ q2 _ 1
ka 67T60mC3T T

(16.3)

missi 7 = ¢%/(6megmc3) on karakteristinen aika. Varauksellisista hiukka-
sista se on suurin elektroneille (~ 10723 s), missi ajassa valo etenee matkan
cr ~ 107" m. Jos taas kyseessi on jaksollinen liike amplitudilla d ja kul-
mataajuudella w, niin Wy, ~ mw?d?, a ~ w?d ja T ~ 1/w. Silloin

Wiad)Wiin ~ wT (16.4)

Yhteenvetona voi todeta, ettd séteilyhédviot ovat lyhytkestoisessa liik-
keessd merkittavid vain, jos hiukkasen liike muuttuu ulkoisten voimien takia
merkittavisti aikaskaalassa 7 tai pituusskaalassa cr. Pitkdkestoisessa liik-
keessd kumuloituvat sdteilyhdviot on puolestaan aina otettava huomioon.

16.2 Homogeeninen ja staattinen B

Oletetaan aluksi, ettd E = 0 ja B = vakio. Rajoitutaan liséiksi epérelativisti-
seen tapaukseen v << ¢, jolloin

m% =q(v x B) (16.5)

Ottamalla tésté pistetulo v:n kanssa saadaan
dv d [ mv? 0 (16.6)
m_ . 'V' - — _— = .
dt dt 2

Hiukkasen liike-energia ja nopeuden itseisarvo ovat siis vakioita. Valitaan
koordinaatisto siten, ettd B = Be,. Talloin

mi, = qBuv,
mv, = —qBu, (16.7)
mv, = 0

Magneettikentéin suuntainen nopeus on siis vakio (v)).

Ratkaistaan liikeyht&lo alkuehdoillar(t = 0) = 0 ja v(t = 0) = (vo, 0, v))).
Merkitaén
we = qgB/m (16.8)
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missé w. on pyoridhdystaajuus, syklotronitaajuus tai Larmorin taaju-

us. Koska §j = —w,.Z, niin integroimalla ja alkuehdot huomioimalla saadaan
vy = —wcx. Télloin yhtélostd & = w.y seuraa
i+wlr=0 (16.9)

Yhtdlo kuvaa harmonista vérdhtelyé, jonka kulmataajuus on w.. Ratkaise-
malla hiukkasen rata néhdédén, ettd ratakéiyrén projektio xzy—tasossa on

ympyré, jonka side on
vy muy

we|  lalB

rL (16.10)

Tésséd vy = (/v2 + v2 on hiukkasen nopeus kohtisuoraan magneettikenttia

vastaan. Sadettd rp kutsutaan pySriéhdysséteeksi (Larmorin séteeksi).
Pyorimisliikkeen keskipistettd kutsutaan johtokeskukseksi (guiding cen-
ter, GC). Yhteen kierrokseen kuluva aika, pydrihdysperiodi (Larmorin
aika), on

7L = 27 /|w,| (16.11)

Katsottaessa magneettikentéin suuntaan myotipaivaan pyorivan hiukkasen
varaus on negatiivinen (HT).

Néin hiukkasen litkke on jaettu kahteen komponenttiin: vakionopeus v
kentén suuntaan ja pyorimisliike v; kenttédéd vastaan kohtisuoraan. Néiden
summa on ruuviviiva. Ruuviviivan nousukulma maéaéritelladin kaavalla

tana = vy /v (16.12)

joten
o = arcsin(v /v) = arccos(v||/v) (16.13)
Koordinaatistoa, jossa v = 0, kutsutaan johtokeskuskoordinaatistoksi

(GCS) ja hiukkasen liikkeen jakamista GC:n liikkeeseen ja pyorimisliikkee-
seen GC:n ympéri kutsutaan johtokeskusapproksimaatioksi.

GCS:ssé varaus aiheuttaa sihkovirran I = ¢/7p, johon liittyvd mag-
neettinen momentti on
1¢°r?B 1 mvi W,

B L= ~ 2B B (16.14)

Vektorimuodossa magneettinen momentti on

1
B=5qrL X vy (16.15)
Koska pyorahdysséddevektorissa on mukana varauksen merkki, p:n suunta on
varauksesta riippumatta vastakkainen taustan magneettikentélle eli vapaat
varatut hiukkaset muodostavat téssd mielessé diamagneettisen systeemin.
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Kuva 16.1: Sahkoinen kulkeutuminen.

Myo6s relativistinen litkeyhtédlo on tésséd tapauksessa helppo ratkaista.
Koska liike-energia on vakio (p - dp/dt = 0), niin « on vakio. Liikeyht&lon
komponentit ovat siis

ymi, = qBwv,
ymv, = —qBu, (16.16)
ymv, = 0

eli vakiotekijas v lukuunottamatta samat kuin edelld. Pyorahdystaajuus on
nyt w. = ¢B/(ym).

16.3 Homogeeniset ja staattiset B ja E

Oletetaan nyt, ettd vakiomagneettikentéin lisdksi hiukkasiin vaikuttaa myos
vakiosihkokenttd E. Magneettikentéin suuntaiseksi epérelativistiseksi liike-
yhtéloksi tulee

mv” = qE” (16.17)

Téamé kuvaa kiithdytystd magneettikentdn suuntaan. Tarkastellaan sitten
poikittaista sihkokenttis ja valitaan se x-akselin suuntaiseksi, jolloin

Vp = wcvy+ng
m

Uy = —Wly (16.18)

Ratkaisun yksityiskohdat jatetddn harjoitustehtaviksi. Téassédkin tapaukses-
sa hiukkanen kieppuu GC:n ympaéri, mutta nyt GC kulkeutuu y-akselin su-
untaan nopeudella F, /B. Vektorimuodossa kulkeutumisnopeus on

_ExB

VE =~ (16.19)

Tata kutsutaan sdhkoiseksi kulkeutumiseksi tai £ x B-kulkeutumiseksi
(kuva 16.1). Kulkeutumisnopeus ei riipu varauksesta eiké hiukkasen massas-
tal
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16.4 Liikeyhtilo kanonisessa formalismissa

Hiukkasliike voidaan késitelld elegantisti kdyttéen mekaniikasta (toivotta-
vasti) tuttua kanonista formalismia. Koska elektrodynamiikan esitietoina ei
kuitenkaan oleteta mekaniikan kurssia, seuraava jaé yleissivistavéksi tarkedksi
tiedoksi.

Sijoitetaan sdhko- ja magneettikentét Lorentzin voiman lausekkeeseen
skalaari- ja vektoripotentiaalien avulla:

F=q(-Vy—-—0A+1x(VxA)) (16.20)

Muunnetaan tdmé kanoniseen muotoon ilmaisemalla se riippumattomien
muuttujien r ja & = v avulla. Kédytetdin seuraavassa merkintéja 0/0r; =
0; = V; ja oletetaan summaus toistetun indeksin yli. Suorilla laskuilla
niahd&ian, ettd

[I" X (V X A)]z = fjaiAj — fjain = 81(1‘ . A) — (I" . V)A

Yhtéloiden dA/dt = O;A + (- V)A ja 7;0;A; = 0;(F - A) avulla voiman

lausekkeesta saadaan

F—g {—w RN %A} (16.21)

Koska ¢ ei riipu nopeudesta, voidaan kirjoittaa

d d /o, d (9 :
= (g m) = g (G o)

mink& avulla voiman 4:s komponentti saadaan muotoon

0 . d (0 .
Fi_—a—ri(qu—qr-A)—I—a (a—h(—QS@—qu'A)) (16.22)

Lorentzin voima on nyt ilmaistu Lagrangen mekaniikassa yleistetyn poten-
tiaalin

U=qp—qr-A (16.23)
avulla
N ou d oU

Lagrangen funktion L = m12/2 — U avulla liikeyht:l6 saa muodon

oL d OL

o G 0 (16.25)
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Namé Lagrangen liikeyhtilot ovat toista kertalukua. Niistd voidaan muo-
dostaa ensimmaéisen kertaluvun yhtéloité siirtymélla kanonisiin muuttu-
jiin 7; (kanoninen koordinaatti) ja m; = 0L/0r; = mr; + qA; (kanoninen
liikkeméérd). Muodostetaan ndiden muuttujien Hamiltonin funktio

1
H(m,r,t) = 7m— L(r,r,t) = f‘imfﬁmqungofqi'-A
1
= —(m—qA)? 16.26
5 (M= aA)” +ap (16.26)

Kanoniset liikeyhtilot ovat nyt

oH 1
i o, —(mi —qy) (16.27)
. oOH dp ¢ 0A  ¢? 0A
= ori qari + mﬂ-' or; mA or; (16.28)

joista alkuperdisen liikeyht#lon johtaminen on suoraviivainen HT.

Kvanttimekaniikan Schrodingerin yhtdlé voidaan ilmaista Hamiltonin
funktion avulla yleistamalld se kvanttimekaaniseksi operaattoriksi. Kun elek-
trodynamikkaa vieddin kvanttitasolle, se tehddédn nimenomaan téssé for-
malismissa, missé olennaista on kappaleen mekaanisen liikkem&aran p = mv
korvaaminen sen sihkomagneettisella litkeméérilla mv + ¢A.



Luku 17

Ihan oikea esimerkki

17.1 Avaruussaasta

Esitelldén lopuksi yleissivistivisti geomagnetismiin liittyvé sovellutus. Ky-
seessé ovat geomagneettisesti indusoituvat virrat (GI-virta, geomagnetical-
ly induced current, GIC). Ilmid liittyy avaruussidihén (space weather; kuva
17.1), joka on viimeisten 15 vuoden aikana ollut nopeasti kehittyvé tutkimus-
ala.

Vakiintuneen mégritelméan mukaan avaruussii tarkoittaa Maan ldhiava-
ruuden vaihtelevia sdhkomagneettisia ja hiukkasolosuhteita, jotka voivat
vaikuttaa haitallisesti avaruudessa ja Maan pinnalla oleviin teknologisiin
laitteisiin ja joissain tapauksissa myos ihmisten terveyteen. Avaruussiiilmi-
oiden aiheuttajina ovat auringon purkauksista perdisin olevat varauksel-
liset hiukkaset, jotka kulkevat aurinkotuulen mukana. Maan magneettikentté
muodostaa suojan aurinkotuulta vastaan, ja kentidn vaikutuksesta hiukkaset
pyrkiviat ohjautumaan napa-alueille, jossa ne synnyttavéit revontulia. Au-
ringon aktiivisuuden yhdentoista vuoden pituinen auringonpilkkujakso né-
kyy tilastollisesti my6s avaruusséddilmicissé. Edellinen maksimi saavutettiin
kesélld 2000. Auringon aktiivisuus vaikuttaa myds Maahan kohdistuvaan
kosmiseen séteilyyn, ja aktiivisuuden pitkédaikaisilla vaihteluilla on ilmeinen
yhteys ilmastoon.

Maanpinnalla avaruussédiriski on suurin revontulialueiden ldhelld, mis-
sé ionosfddrin sihkovirrat ovat voimakkaimpia ja nopeasti vaihtelevia. En-
simmaiset GIC-havainnot tehtiin lennétinlaitteissa jo 1800-luvun puolivélis-
sd Englannissa, mutta merkittdvimmét haitat esiintyvéit sihkoverkoissa, jois-
sa GIC voi héiritd sidhkonjakelua ja jopa vaurioittaa muuntajia pysyvasti.
Tunnetuin tapaus sattui maaliskuussa 1989, jolloin Kanadassa oli usean tun-
nin sdhkokatkos ja Yhdysvalloissa tuhoutui suurjannitemuuntaja.

Ilmatieteen laitos on tehnyt korkeajénniteverkkoa ja maakaasuputkea

203
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cosmic rays
@
S/C anomalies
N air drag
\_/ ~ Q’f’l
ges n(r,t)
()
particle radiation

B(r,t)

Kuva 17.1: Avaruussidiilmioitd. Kuva: Antti Pulkkinen, Ilmatieteen laitos.

koskevaa GIC-yhteistyota suomalaisen teollisuuden (Fingrid, Gasum) kanssa
yli 25 vuoden ajan. Tutkimuksessa on kehitetty mallit, joiden avulla GIC
voidaan laskea johdinjérjestelmissé, kun geofysikaaliset olosuhteet tunnetaan.
Suomalaisten yliopistojen (Helsinki, Turku, Oulu) ja Ilmatieteen laitoksen
tutkimusaiheet kattavat auringosta maan pinnalle ulottuvan avaruussisket-
jun monta osa-aluetta.

17.2 GIl-virran laskeminen sihkoverkossa

Gl-virran laskeminen sdhkoéverkossa on kitevd jakaa kahteen osaan. En-
sin madritetddn maanpinnan sdhkokentté, joka aiheutuu maan magneet-
tikentén nopeista vaihteluista Faradayn lain mukaan. Sen jdlkeen lasketaan
siahkokentdn synnyttdma virta tarkasteltavassa johdinjérjestelméssé.

Séhkokentdn mallintamisessa tarvitaan kuvaus ionosfidrin ja magne-
tosfadrin virroista, jotka ovat GIC-ilmion ensisijaiset aiheuttajat. Lisdksi
sdhkod johtava maa on otettava huomioon. Koska avaruusvirrat ovat mo-
nimutkaisia ajan ja paikan funktioita ja maan johtavuus paikan funktio,
tarvitaan kaytdnnossé runsaasti yksinkertaistavia oletuksia.

Suoraviivaisimmassa mallissa maan magneettikentén vaihteluja kuva-
taan tasoaallolla, joka etenee maanpintaa vastaan kohtisuorassa suunnas-
sa. Voidaan rajoittua paikalliseen tarkasteluun, jossa maanpinta on #Hire-
ton taso. Maan séhkdmagneettisten parametrien oletetaan riippuvan vain
syvyydestd, ja maa kuvataan koostuvaksi homogeenisista kerroksista. Nyt
on mahdollista ratkaista sihkomagneettinen kentté kaikkialla, kun kokonais-
magneettikentti oletetaan tunnetuksi maanpinnalla. Aaltoyhtilo palautuu
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maassa diffuusioyhtéloksi, koska geomagneettisten vaihteluiden tapauksessa
siirrosvirtatermi on hévidvédn pieni verrattuna johtavuusvirtaan. Tasoaal-
tomallissa maanpinnan sdhkokenttd voidaan ilmaista pintaimpedanssin ja
magneettikentdn tulona. Vaihteluiden hitaus on myo6s perussyy sille, etté
GIC voi olla haitallinen sdhkoverkoille: muuntajat on suunniteltu toimi-
maan vaihtovirralla (50 Hz), mutta tyypilliset GIC-taajudet ovat alle 1 Hz
luokkaa. GIC on siis séhkoverkon kannalta tasavirtaa.

Kun sdhkokenttd on mééritetty, mallinnetaan sihkoverkko tasavirtapii-
riné, jonka solmupisteet ovat maadoitettuja muuntajia. Solmupisteiden vali-
nen jénnite saadaan integroimalla sdhkokenttéd pitkin johdinten méérittele-
maé tietd. Téssé on tdrkedd huomata, etté tasavirtatarkastelusta huolimatta
sihkokenttd ei yleensé ole pyorteeton, joten jannite riippuu tiestd. Ohmin
ja Kirchhoffin lakien suoraviivainen soveltaminen johtaa matriisiyhtdloon
maadoitusvirroille. Vastaava mallinnus on mahdollinen maahan haudatulle
putkiverkolle (esimerkiksi Suomen maakaasuputki), mutta laskennallisesti
ongelma on monimutkaisempi, koska maadoitus on jatkuva eiké diskreetti.

Todellisuudessa tasoaaltomalli ei sellaisenaan toimi hyvin revontulialueen
ldhelld, missd ionosfadrivirrat aiheuttavat hyvin epdhomogeenisen sdhko-
magneettisen kentin. Kédytannolliseksi on havaittu ratkaisu, jossa mitatun
magneettikentdn avulla ensin mallinnetaan ionosfadrin ekvivalenttivirrat.
Taméi on virtajarjestelmé, joka selittds tdysin ionosfiadrin alapuolella havait-
tavan magneettikentén (todistus potentiaaliteorian avulla). Kun ekvivalent-
tivirrat tunnetaan, voidaan maanpinnan magneettikenttd laskea missd ta-
hansa pisteissi. Sen jédlkeen sovelletaan paikallisesti tasoaaltomallinnusta
sihkokentéan laskemiseksi.

Esimerkkinéd on magneettinen myrsky huhtikuussa 2001. Pohjoismaiden
alueella mitataan maan magneettikenttdd yli 20 paikassa ja kentdn poh-
joiskomponentin vaihtelut on esitetty kuvassa 17.2. Havainnoista voidaan
maarittdd ionosfidrin ekvivalenttivirrat ja niistd puolestaan interpoloida
kenttd maanpinnalla. Kuvassa 17.3 esitetdin maanpinnan horisontaalikentta
yhtend ajanhetkena. Kenttavektorit on ionosfadritutkimuksen tavanomaisen
kdytannon mukaan kddnnetty 90 astetta myotapaivadan. Talloin ne antavat
karkean kuvan ionosfdérin horisontaalivirroista (HT: miksi ndin?).

Séhkokentén laskemiseksi tarvitaan maalle johtavuusmalli, joita Suomes-
sa on kehitetty erityisesti Oulun yliopistossa. Yksinkertainen Eteld-Suomelle
sopiva malli on kuvassa 17.4. Tasoaaltomenetelméé sovellettaessa tarkastelu
on helpointa taajuusalueessa. Aikasarjana mitattu magneettikenttd Fourier-
muunnetaan (FFT), mink4 jilkeen se kerrotaan taajuudesta riippuvalla pin-
taimpedanssilla. Ndin mééritetty taajuusalueen sihkokenttd kddnteismuun-
netaan lopuksi aika-alueeseen (kuva 17.5).

Gl-virran laskemiseksi tarvitaan tiedot sihkoverkon geometriasta ja vas-
tusarvoista. Tarkastelu voidaan rajoittaa 220 kV ja 400 kV verkkoihin Suo-
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IMAGE magnetometer network 2001-04-11
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Kuva 17.2: Maan magneettikentdn pohjoiskomponentin vaihtelut 11.4. 2001
Fennoskandian manneralueella IMAGE-magnetometrin verkon mittaamana.
Asemat ovat jirjestyksessi etelidstia (UPS) pohjoiseen (SOR).
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Kuva 17.3: Maan magneettikentén interpoloitu horisontaalikomponentti
maanpinnalla 11.4. 2001. Vektorit on k&édnnetty 90 astetta myotapaivasan.
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5000 ohmm Q 3km
500 ohmm I 6 km
100 ohmm I 5km
10 ohmm I 7km
A
|
|
20 ohmm : 23km
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Kuva 17.4: Yksinkertainen maan johtavuusmalli Eteld-Suomessa. Kuvassa
annetaan resistiivisyyden eli johtavuuden kédnteisluvun arvot. Maan per-
meabiliteetti voidaan suurella tarkkuudella olettaa samaksi kuin tyhjossé.
Permittiivisyyden tarkalla arvolla ei ole merkitystd matalataajuusapproksi-
maatiossa (HT: totea tdméd kuvan lukuarvoilla, kun taajuudet ovat alle 1

Hz).

21:29:00 21:30:00 21:31:00 21:32: OO

i RNNER T S
max =87 mV/km max =67 mV/km max = 239 mV/km max = 561 mV/km

21:33: 00 21:34:00 21:35: 00 21:36:00

max = 550 mV/km max = 387 mV/km max = 261 mV/km max = 178 mV/km

Kuva 17.5: Kuvasarja lasketusta horisontaalisesta sdhkokentéasta 11.4. 2001.
Kuvan 17.4 johtavuusmallia on sovellettu koko alueelle.
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RAU 20010411 (finet_2000x.m)

measured GIC [A]

-10 -

_127 Il Il Il Il Il Il Il Il
15:00 16:00 17:00 18:00 l9:(ES)T[§f):OO 21:00 22:00 23:.00

Kuva 17.6: Mitattu (musta) ja laskettu (sininen) GIC Rauman 400 kV muun-
tajalla. Positiivinen arvo tarkoittaa verkosta maahan kulkevaa virtaa.

messa, koska alempijinnitteisten verkkojen suuremmat vastukset rajoittavat
tehokkaasti virran kulkua. Mitattua ja laskettua virtaa verrataan kuvassa
17.6 Rauman 400 kV muuntajalla. Kéaytetyt oletukset huomioon ottaen tulos
on erinomainen. (HT: Laskettu virta on systemaattisesti hieman pienempi
kuin mitattu. Miten yhteensopivuus saataisiin vield paremmaksi johtavuus-
mallia muuttamalla?)

Yhteenvetona todetaan, ettd GIC osataan laskea sédhkoverkossa, jos kéy-
tettdvissd on magneettikentin mittauksia maanpinnalta, maan johtavuus-
malleja ja sdhkoverkon tasavirtamalli. Tutkimuksella on silti vield paljon
haasteita. Suuria GIC-tapahtumia aiheuttavat ionosfdérin virrat tunnetaan
huonosti eiké erilaisia tapahtumatyyppejé ole luokiteltu kovinkaan tarkasti.
Vield suurempi ty6 on sellaisten ennusteiden kehittdminen, ettd aurinko-
tuulihavaintojen perusteella pystyttéisiin ennustamaan tarkasti magneet-
tikentdn kidyttdytyminen maanpinnalla. Avaruussié tarjoaa siis huomatta-
van paljon tyotd puhtaassa perustutkimuksessa.
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