Luku 2

Staattinen sihkokentta

Tésséd luvussa tutustutaan sihkovarausten aiheuttamaan staattiseen sahko-
kenttdan. Materiaali on periaatteessa tuttua fysiikan peruskurssilta, mutta
laskennallinen késittely on huomattavasti jareampad. Kannattaa olla kérsi-
véllinen, silld hyvin opitun sédhkdstatiikan jélkeen magnetostatiikka on ”help-

b

poa”.

2.1 Siahkovaraus ja Coulombin laki

Maailmankaikkeudessa on tietty mééré positiivisia ja negatiivisia sdhkova-
rauksia. Nykytietdmyksen mukaan niitd ei voida hivittda eikd luoda. Min-
k#dn suljetun systeemin varausten méaéra ei siis voi muuttua. Kéytdnnossé
useimmat systeemit ovat neutraaleja, eli niissd on yhtd paljon positiivisia ja
negatiivisia varauksia. Makroskooppisen kokonaisuuden varauksella tarkoite-
taan yleensé sen nettovarausta, joka on poikkeama varausneutraalisuudes-
ta. Nettovaraus sdilyy, ellei systeemi ole vuorovaikutuksessa ympéristonsa
kanssa.

1700-luvun lopulla oli opittu, ettd varauksia on vain kahta lajia, joi-
ta nykyisin kutsutaan positiivisiksi ja negatiivisiksi. Charles Augustin de
Coulomb muotoili kokeisiinsa perustuen lain:

e Kaksi pistevarausta vaikuttavat toisiinsa voimilla, joiden suunta on
niitd yhdistdvédn suoran suuntainen ja k#édntden verrannollinen va-
rausten vilisen etéisyyden nelioon.

e Voimat ovat verrannollisia varausten tuloon siten, ettd samanmerkkiset
varaukset hylkivat toisiaan ja erimerkkiset vetéivét toisiaan puoleensa.
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Coulombin laki nykyaikaisin merkinndin kertoo, ettd varaus go vaikut-
taa varaukseen ¢; sihko6staattisella voimalla

142
F1 =k %I‘lg (2.1)
T12
misséd rio = ry{ — ro on varauksesta ¢o varaukseen ¢; osoittava vektori.

Séhkostaattinen vuorovaikutus noudattaa voiman ja vastavoiman lakia. Jos
varaukset liikkuvat, tilanne muuttuu ratkaisevasti, mutta siihen palataan
myShemmin. Jos varauksia on useita, varaukseen ¢; vaikuttaa voima

N
qi4;
g U
miké ilmaisee voimien kokeellisesti oikeaksi todetun yhteenlaskuperiaatteen.

Coulombin laki edellyttds vuorovaikutuksen valittymista dérettomén no-
peasti koko avaruuteen. Téamé on tietysti approksimaatio, koska mikéan tieto
ei levid suuremmalla kuin valon nopeudella. Toisaalta valon nopeuden suu-
ren arvon vuoksi staattisuus on aivan kelvollinen oletus monissa kaytdnnon
tilanteissa.

Verrannollisuuskerroin k riippuu kiytetystid yksikkojirjestelmésta. Séh-
koopissa kiytetain yhi usein cgs-yksikoitd (Gaussin yksikoitd), joissa k =
1. Talloin varauksen yksikkoé mééaritellddan siten, ettd se aiheuttaa 1 cm
etdisyydelld 1 dynen voiman (1 dyn = 1075 N) toiseen yksikkovaraukseen.
Me kdytamme ”virallisempia” SI-yksikoitéd eli MKSA-jéirjestelméé, jossa

1

k= 2.3
4dmeg (2:3)

missid €9 ~ 8,854 - 1072 F/m on tyhjén permittiivisyys. Titen ker-
toimen numeroarvo on k =~ 8,9874 - 10 Nm?C~2 (muistisdéints: 9 - 10°
SI-yksikkod). Niissd yksikoissd sdhkovirta on perussuure. Palaamme siihen
tuonnempana, mutta todettakoon téssé, ettd virran SI-yksikké on ampeeri
(A) ja varauksen yksikkoé coulombi (C = As). €p:n yksikko on faradi/metri
(F/m = C2N~1lm™1).

Coulombin laki perustuu kokeellisiin havaintoihin ja voisi siten olla esi-
merkiksi r~2-riippuvuuden osalta vain likim&éridinen tulos. Modernin fy-
siikan teoreettiset perusteet ja erittdin tarkat mittaukset viittaavat siihen,
ettd r~2-riippuvuus on tésmiéllinen luonnonlaki. Myds painovoima riippuu
etiisyydestd kuten 72, mutta on olemassa vain yhdenmerkkisti gravitaatio-
ta. Lisdksi se on paljon séhkostaattista voimaa heikompi (HT: vertaa kahden
elektronin vilistd sdhkostaattista ja gravitaatiovuorovaikutusta.).

Tarkastellaan sitten varausta itsedén. Mitattavissa oleva varaus on kvan-
tittunut yhden elektronin varauksen suuruisiin kvantteihin. Makroskoop-
pisessa mielessi alkeisvaraus on erittiin pieni (e ~ 1,6019-1071° C). Kvarkeil-
la on +£1/3 ja £2/3 e:n suuruisia varauksia, mutta ne niyttévét olevan aina
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sidottuja toisiinsa siten, ettd kaikkien alkeishiukkasten varaukset ovat +e:n
monikertoja ja elektronin varaus on siten pienin luonnossa vapaana oleva
varaus.

Yksikkovarauksen pienuudesta johtuen makroskooppinen varausjakau-
tuma muodostuu yleensé suuresta joukosta alkeisvarauksia ja varaustihey-
den késite on hyodyllinen. Kolmiulotteisen avaruuden varaustiheys mééari-
tellddan

Aq
= i — 2.4
N 24)
ja pintavaraustiheys vastaavasti
Ag
=1l — 2.5
7T As50 AS (2:5)

misséd V' on tarkasteltava tiheys ja S tarkasteltava pinta. Jos tilavuudessa V'
on varausjakautuma p ja V:té rajoittavalla pinnalla S pintavarausjakautuma
o, niin pisteessd r olevaan varaukseen g vaikuttaa voima

r—r q r—r
F,= 47’(’60/ \r—r’\3p (r')dV' + o(r')ds’ (2.6)

4rey Js v — /|3

2.2 Sihkokenttia

Séhkostaattinen vuorovaikutus ajatellaan kaksivaiheiseksi: staattinen sys-
teemi aiheuttaa kentin E(r), joka vaikuttaa pisteessi r olevaan varauksel-
liseen hiukkaseen (varaus ¢) voimalla

F(r) = ¢E(r) (2.7)

joka voidaan mitata. Sdhkostatiikalle tyypillinen kokeellinen ongelma on
se, ettd kenttdin tuodaan télloin ”ylima#rdinen” varattu kappale. Se voi
vaikuttaa huomattavasti sithen varausjakaumaan, joka aiheuttaa kentén:
kappaleet polarisoituvat. Tamén vuoksi useat oppikirjat puhuvat ”pienisté
testivarauksista”, jotka eivit vaikuta kentén aiheuttajaan. Sihkokentén voi-
makkuuden maééaritelmé ei kuitenkaan valttamétta edellytd testivarauksen
késitettd. (HT: Kuinka painovoima eroaa téssd suhteessa sihkostaattisesta
voimasta?)

Yksittédisten varausten ja varausjakautumien yhteenlaskettu sdhkokentta
on voimien yhteenlaskuperiaatteen nojalla

1 X r—r; 1 r—r
E(r) = > + /V‘r_r/|3p(r/)dvx

47reo ‘ r—r;?  dme
=1

r—r ,
drey / \r—r’\3 (") ds (28)
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Periaatteessa sdhkokentts voidaan siis méarittad laskemalla kaikkien varaus-
jakautumien ja yksittédisten hiukkasten aiheuttamat kentéit. Kéytdnnossa
tdma on usein tdysin ylivoimainen tehtdva. Myoskédidn mielikuvan luominen
sahkokentésté ei ole aivan yksinkertaista. Faraday otti kiyttoon kenttavii-
van késitteen. Vektorikentédn kenttéviiva on matemaattinen kayra, joka on
jokaisessa pisteessd kyseisen vektorin suuntainen. Se on oikein kdytettyné
hyddyllinen apuvéline, mutta se on turvallisinta ymmértdd vain keinoksi
havainnollistaa sihkokenttdé, joka on varsinainen fysikaalinen suure.

2.3 Sidhkostaattinen potentiaali

Vektorianalyysin alkeistiedoilla osaamme todistaa, etté

o
A (2.9)

lr — /|3
eli staattisen séhkokentédn roottori haviaa:
VXxE=0 (2.10)
ja sdhkokenttd voidaan esittédd sihkodstaattisen potentiaalin ¢ avulla:
E(r) = —-Ve(r) (2.11)
Pisteessa r; sijaitsevan hiukkasen aiheuttama potentiaali on siten

_ 1 @
471'60 |I' *I'1|

o(r) (2.12)

kun sovitaan, ettd ddrettomyydessa potentiaali havidi. Vastaavasti mielival-
taiselle varausjoukolle

dmeg = [r — ;| 4meo Jv [r—1
Lo
ds 2.13
4meg /s |r — 1’| (2.13)

Sahkostaattinen kentté on esimerkki konservatiivisesta voimakentésté.
Se merkitsee sité, ettd potentiaalienergia U eli voiman F viivaintegraali
annetusta vertailupisteesti ref tarkastelupisteeseen r

Ur) = — / :fF(r’) dr! (2.14)

on riippumaton integrointitiestd. Koska itse fysikaalinen suure sihkokentta
riippuu vain potentiaalin derivaatasta, potentiaalin nollakohdan voi valita
mieleisekseen. Asettamalla ¢(ref) = 0 saadaan U(r) = qp(r).
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Potentiaalin késitteestd on suurta hyotya erilaisissa sdhkokenttddan liit-
tyvissé ongelmissa. Tamé johtuu osaksi siitéd, ettd sdhkokentédn integroimi-
nen varausjakautumista on monimutkaisempi tehtdva kuin yksinkertaisem-
man potentiaalin laskeminen. Potentiaali on vield derivoitava, mutta se on
helpompaa kuin integrointi. Kayténnollisempi syy potentiaalien kéyttokel-
poisuudelle on se, ettd matematiikan potentiaaliteoria tarjoaa koko joukon
hyodyllisid apuneuvoja.

SI-jarjestelmissi voiman yksikkd on newton (N) ja varauksen yksikko
on coulombi (C), joten sdhkokentdn yksikké on N/C. Energian yksikk6 on
puolestaan joule (J = Nm) eli sihkostaattisen potentiaalin yksikké on siten
J/C. Sahkoopissa potentiaalin yksikkod kutsutaan voltiksi (V = J/C) ja
sihkokentén yksikko ilmaistaan yleensi muodossa V/m.

2.4 Gaussin laki

2.4.1 Maxwellin ensimmaéiinen yhtalo

Tarkastellaan origossa olevan pistevarauksen ¢ kenttda

g r
dmeg 13

E(r) (2.15)

Olkoon V jokin tilavuus varauksen ympérilla ja S sen reuna. Integroidaan
sdhkokentdn normaalikomponentti reunan yli

q r-n
ng nds = fg s (2.16)
Nyt (r/r) - ndS on dS:n projektio r:dd vastaan kohtisuoralle tasolle ja
tdmé pinta-ala jaettuna r2:lla on avaruuskulma-alkio df2, joka pallokoor-
dinaatistossa on sin 8 df d¢. Valitaan V:n sisépuolelta origokeskinen pallon-
muotoinen alue, jonka reuna on S’. Infinitesimaalinen pinta-alkio dS’ kattaa
yhté suuren avaruuskulman df2 kuin elementti d.5, joten

/

r-n B oo _
fg 3 dS = , 3 dsS s dQ) = 4w (2.17)
misté seuraa
f E.-ndS = q/e (2.18)
S

Jos varaus on tilavuuden V ulkopuolella, se ei vaikuta pintaintegraaliin.
Téamén nékee tarkastelemalla varauksen kohdalta kohti tilavuutta V avau-
tuvaa avaruuskulmaelementin df2 suuruista kartiota. Tamé& kartio ldpéisee
tilavuuden V' seké sisdédn- ettd ulospéin ja pinta-alkioiden integraalit sum-
mautuvat nollaan (piirrd kuva).
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Tulos yleistyy N:n varauksen parvelle:

1 N
E-ndS=— i 2.19
i 52 (2.19)

Jos suurta varausjoukkoa tarkastellaan varausjakautumana, voidaan pdV
ajatella alkioksi, joka tuottaa osuuden pdV/ep eli integroituna tilavuuden V/

yli

]{E.ndszl/ pdV (2.20)
S €0 JV

miké on peruskurssilta tuttu Gaussin laki integraalimuodossa.

Vektorianalyysin divergenssiteoreeman eli Gaussin lauseen mukaan
riittdvan siistille vektorikentélle u pétee

j{u'ndS:/ V-udV (2.21)
S \%4

misséd n on tilavuutta V' ympéréivan pinnan S ulkonormaalivektori. Sovel-
letaan téitd Gaussin lain vasemmalle puolelle, jolloin

1
/V-EdV:—/pdV (2.22)
\% € JV

Taman tdytyy olla riippumaton tilavuuden V valinnasta, eli
V-E=p/e (2.23)

ja olemme saaneet Gaussin lain differentiaalimuodossa, joka on Maxwellin
ensimmaéinen yht&lo.

2.4.2 Gaussin lain soveltamisesta
Pallosymmetrinen varausjakautuma

Pallosymmetrisessd tapauksessa varaustiheys on muotoa p = p(r), jolloin
sihkokenttd on radiaalinen ja riippuu ainoastaan etéisyydestd origosta: E =
E(r)e,, mikd on helppo pédtelld suoraan Coulombin laista. Tarkastellaan
Gaussin lakia pallokoordinaateissa, kun pinnaksi S valitaan r-séteinen pallo:

T 27

7{ E.dS — 0/ 0/ E(r)er - (rsin0df dpe,) = 4mr2E(r) (2.24)

Toisaalta pallon sisdén jaa varaus

r 2

/pdV = // p(r") ("% sin Odr' dfd¢) = 4x /OT p(r')r"dr’ (2.25)
00

0
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joten pallosymmetrisen varausjakautuman sdhkokenttd on

1

E(r)= /OT p(r)r'?dr! (2.26)

607‘2
Sovelletaan téta sitten tasaisesti varatulle R-séteiselle pallolle, jonka sisdlld
varaustiheys on pp ja ulkopuolella nolla. Pallon kokonaisvaraus on @ =
47 R3po/3. Integrointi antaa sihkokentiksi

Qr
<R: E(r)=——
rsh (r) dmeg R3
Q
: E(r) = 2.2
r>R (r Ireor? (2:27)

Varausjakautuman ulkopuolella sihkdkentté on siis sama kuin origossa ole-
van pistevarauksen Q kentté.

Viivavaraus

Esimerkkiné sylinterisymmetrisesté tapauksesta tarkastellaan pitkdd tasai-
sesti varattua ohutta lankaa, jonka varaustiheys pituusyksikkod kohti on
A. Symmetrian perusteella siéhkokenttd on radiaalinen. Tarkastellaan lan-
gan ymparilla olevaa r-séteistd sylinterié, jonka pituus on [. Integroitaes-
sa sihkokentéin normaalikomponenttia sylinterin pinnan yli, sylinterin pa&t
eivit tuota mitdén. Vaipan pinta-ala on 277l ja sylinterin siséllé oleva varaus
AL, joten Gaussin laki antaa 27mrlE, = A /¢ eli
A

E, = 2.28
" 2megr ( )

Viivavarauksen kentti pienenee siis kuten r~!. Kentin potentiaali on

p=— In(r/ro) (2.29)

2meq
missd 79 on vakio. Téssd tapauksessa ei voida sopia potentiaalia nollaksi
ddrettomén kaukana.

Johdekappale

Kappaletta, jolla voi olla siséistd varausta, kutsutaan eristeeksi (engl. di-
electric). Johteissa on puolestaan tarpeeksi liikkuvia varauksia, jotka jatka-
vat liikettadn, kunnes sdhkokenttd kappaleen sisélla on nolla. Varaukset
joutuvat téilléin kappaleen pinnalle, eli sisélléa varaustiheys on nolla ja kap-
paleen mahdollinen nettovaraus on pintavarausta. Jotta tilanne olisi staatti-
nen, pinnalla olevan sdhkodkentéin tédytyy olla pinnan normaalin suuntainen:
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AE

Kuva 2.1: ”Pillerirasia” johdekappaleen reunalla.

E, = nE,, koska muuten varaukset liikkuisivat pitkin pintaa. Sovelletaan
Gaussin lakia tarkastelemalla sylinterinmuotoista ” pillerirasiaa” (korkeus h),
jonka ulompi pinta yhtyy tarkasteltavan kappaleen pintaan ja jonka tilavuus
on hdS (dS =ndS, dS pohjan pinta-ala) (kuva 2.1).

fE-dszEn-nds—Ei.nds+/ E - dS (2.30)

vaippa
missd E; on kenttd pillerirasian sisemmélld pinnalla, siis 0. Rajalla h — 0
integraali vaipan yli menee my6s nollaksi ja
odS
€0

1
En-ndS:—/pdV: (2.31)
€ Jv
Koska tamén taytyy péted kaikilla pinta-alkioilla, on sédhkékenttéd johdepal-
lon pinnalla suoraan verrannollinen pintavaraukseen

E="n (2.32)
€0
Harjoitustehtédvaksi jaa osoittaa, ettd mielivaltaisen johdekappaleen ympé-
roiméssé tyhjéssd onkalossa ei ole sdhkostaattista kenttdd. Samoin jé& mie-
tittdviksi, miksi tdmé on merkittdva tulos Coulombin lain kokeellisen tes-
taamisen kannalta.

2.5 Sahkoinen dipoli

Tarkastellaan kahden erimerkkisen varauksen muodostamaa paria. Olkoon
varaus —q origossa ja varaus ¢ pisteessd d (kuva 2.2). Télloin potentiaali
pisteessd r on

. q 1 1
dmeg [r—d| x|

o(r) ) (2.33)
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Kuva 2.2: Séhkodipoli muodostuu kahdesta ldhekkéisestd samansuuruisesta
vastakkaismerkkisesté varauksesta.

Tamé lauseke on tdysin yleinen riippumatta varausten etiisyydesta. Sahkoi-
selld dipolilla tarkoitetaan raja-arvoa d — 0, miké on sama asia, kuin dipolin
katselu kaukaa (|r| > |d|). Binomisarjan avulla saadaan

r—d|™t = [F2-2r-d+d} 2
1 r-d
= —(14+—+.. 2.34
O s ) (2.34)

Rajalla d — 0 potentiaali hiviéa, ellei ¢ kasva rajatta. Pistedipoli on ide-
alisaatio, jonka varaus on nolla, mutta jonka dipolimomentti p = gd on
ddrellinen. Origossa olevan sihkodipolin potentiaali on siis

1 p'r
= — 2.35
o) = 2 (2.35)
Ottamalla tdstd gradientin vastaluku saadaan sdhkokentéksi (HT)
1 3r-p P 1 3pcosf 9] }
Er)= _ Pl P 2.36
(x) d7e { . r3} drey { P (2:36)

missé 6 on dipolimomentin ja vektorin r vilinen kulma. MyShemmin saadaan
magneettiselle dipolille samanmuotoiset lausekkeet. Dipolikentéan kenttévii-
vat on hahmoteltu kuvaan 2.3.

2.6 Sihkokentin multipolikehitelméi

Tarkastellaan seuraavaksi mielivaltaista varausjakautumaa p(r’) origon ym-
péristossd. Sen aiheuttama potentiaali pisteessé r on

1 p(r')
o(r) = Treg /V Py av’ (2.37)
Kehitetdin |r — /|1 binomisarjaksi, kun r > 7/
r—r/|7t = (r—2r.r 2)71/2
1 1| 2r-v r? 3. 19
= “d1-=|= — — 2.
r{ 2[ r2 +r2 +8[]+ (2.38)
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Kuva 2.3: Dipolikentén kenttéviivat xz-tasossa. Dipoli sijaitsee origossa ja
on z-akselin suuntainen.

sijoitetaan potentiaalin lausekkeeseen, jétetisin r’:n toista potenssia korke-
ammat termit pois ja jérjestetiin termit r’n kasvavien potenssien mu-
kaan. Tamé antaa potentiaalin multipolikehitelmén kvadrupolimoment-
tia myoten

plr) = — {1 [ etyavie 5 [ xouyav

dmeg | 7

3 3
1x;x;
+2.D 5 ;5] / (Bl — 657" p(x') AV (2.39)
i=1j=1 4
missé x;:t ovat paikkavektoreiden karteesisia komponentteja ja d;; on Kro-

neckerin delta
_ )0, i#g
dij = { 1= (2.40)
Multipolikehitelmén ensimmaéinen tekijé vastaa origoon sijoitetun varaus-

jakautuman osuutta potentiaaliin. Toinen tekija vastaa origoon sijoitettua
dipolimomenttien jakautumaa. Kolmas termi on muotoa

3

3
12z
>3 555 (241)

i=1j=1

missé (;; on kvadrupolimomenttitensori. Potentiaalin multipolikehitel-
mé voidaan siis kirjoittaa sarjana

1 Q@ r-p .31 Ti%j
- A E E ———= )i + ... 2.42
() dmeg | tos Tt =2 rd Qij + (2:42)
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Kaukana varausjakautumasta potentiaali on likimain ensimméisen nollasta
poikkeavan termin aiheuttama potentiaali. Atomien ytimissi dipolimoment-
ti on nolla, mutta korkeammat multipolit ovat térkeitd ydinfysiikassa.

2.7 Pistevarauksen jakautuma

Yksittaiset pistevaraukset voidaan késitelld samalla tavalla kuin varaus-
jakautumat ottamalla kdyttoon Diracin deltafunktio d(r), jolloin

p(r) = qé(r) (2.43)

Deltafunktion tutuiksi oletettuja perusominaisuuksia ovat

o(r) = 0, josr#0 (2.44)
/ F(r)6(r —ro)dV = F(ro) (2.45)
Helppona esimerkkiné pisteessé r; olevan varauksen sihkokenttd on
1 gid(r' —r;) Nor_ @i T
E(r) = —r)dV' = —— 2.46
(x) 47e /V lr — /|3 (r=1) dreg v — 13 (2.46)

2.8 Poissonin ja Laplacen yhtilot

Sahkostatiikka olisi aika suoraviivaista, jos tietdisimme kaikkien varausja-
kautumien paikkariippuvuudet. Néin ei kuitenkaan ole monissa kdytdnnon
ongelmissa. Koska V-E = p/ey ja E = —V, Gaussin laki differentiaalimuo-
dossa vastaa matematiikan Poissonin yhtil6a

Vip = —p/eo (2.47)

Jos varaustiheys on nolla, niin Poissonin yhtélo yksinkertaistuu Laplacen
yhtéloksi
Vip=0 (2.48)

Laplacen yhtédlon toteuttavaa funktiota kutsutaan harmoniseksi.

Poissonin yht#lo voidaan ratkaista, jos varausjakautuma ja oikeat reuna-
ehdot tunnetaan. Tarkastellaan sdhkostaattista systeemié, joka koostuu N
johdekappaleesta. Kunkin johteen pinnalla potentiaali on ¢;, ¢ =1,..., N.
Reunaehtoja on kahta tyyppié:

1. Tunnetaan potentiaali ¢ alueen reunalla (Dirichlet’n reunaehto).

2. Tunnetaan potentiaalin derivaatan normaalikomponentti dp/dn alu-
een reunalla (von Neumannin reunaehto).
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Selvitetddn ensin, ovatko mahdollisesti l6ydettéivit ratkaisut yksikésitteisia.
On selvéd, ettd jos ¢1(r),. .., ¢n(r) ovat Laplacen yhtdlon ratkaisuja, niin

p(r) = Cipi(r)
misséd C;:t ovat mielivaltaisia vakioita, on Laplacen yhtélon ratkaisu.

Yksikésitteisyyslause: kaksi annetut reunaehdot tiayttéavaa Laplacen
yhtélon ratkaisua ovat additiivista vakiota vaille samat. Tarkastellaan tdmén
todistamiseksi johteiden pinnat Sy, ..., Sy sisdéinsd sulkevaa tilavuutta Vjp,
joka on pinnan S sisilld (pinta voi olla dédrettomyydessd). Olkoot @1 ja @9
kaksi Laplacen yhtélon toteuttavaa ratkaisua, jotka tayttdvit samat reu-
nachdot johteiden pinnalla Sy, siis joko @1 = @9 tai dp1/0n = Jpa/0n
n#illa pinnoilla seké pinnalla S. Tarkastellaan funktiota ® = 1 — 9. Tila-
vuudessa Vj on tietenkin V2® = 0. Reunaehdoista puolestaan seuraa, etti
kaikilla reunoilla

o
joko ® =0 tai n-Vq):a—:()
on
Sovelletaan sitten divergenssiteoreemaa vektoriin ®V®:
V. (V) dV = ]{ (@YD) -ndS = 0
Vo
S+S1+...+SN

koska joko ® tai V@ - n on pinnoilla 0. Toisaalta
V- (V) = &V + (VD)% = (VD)?

eli
/ (V®)2dV = 0
Vo

Koska (V®)? > 0 koko alueessa Vj, sen on oltava nolla kaikkialla. Té#st
seuraa, ettd ® on vakio koko alueessa Vj ja yksikésitteisyyslause on siten
todistettu.

Taméa ei ole todistus ratkaisun olemassaololle vaan sille, ettd mahdol-
liset ratkaisut ovat yksikésitteisié! Tarkastelun merkitys on siiné, ettd jos
loyddmme milla keinolla tahansa annetut reunaehdot tayttdvan Laplacen
yhtdlon ratkaisun, ratkaisu on Dirichlet’'n reunaehdolla yksikésitteinen ja
von Neumannin reunaehdolla vakiota eli potentiaalin nollatasoa vaille yk-
sikésitteinen.

Todistuksessa kéytettiin Greenin ensimmaéistéd kaavaa (GI)

/ (V2 + Vi - Vi) dV = % oV -ndS (2.49)
\% S
sovellettuna tapaukseen ® = ¢ = 1. Greenin toinen kaava (GII)
| @V - V)V = § Ve - ¢Ve) ndS (250)
1% s

tunnetaan myo6s nimelld Greenin teoreema. Namé ovat divergenssiteoree-
man suoria seurauksia (HT).
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2.9 Laplacen yhtilon ratkaiseminen

Laplacen yhtélo on fysiikan keskeisimpiéd yhtalsita. Sihkdopin liséksi se esiin-
tyy lammonsiirtymisilmiGissé, virtausmekaniikassa jne. Kovin monimutkai-
sissa tilanteissa yht&loa ei voi ratkaista analyyttisesti, mutta joskus ongel-
man symmetriasta on hyotya. Laplacen yht#lo, joka on osittaisdifferentiaali-
yht&lo, saadaan separaintimenetelmélld muunnetuksi ryhméksi tavallisia yh-
den muuttujan differentiaaliyhtéloitd. Aihetta on késitelty enemmén kurssil-
la FYMM II ja fysiikan matemaattisten menetelmien oppikirjoissa. Laplacen
yvhtdlo voidaan separoida kaikkiaan 11 erilaisessa koordinaatistossa, joista
téssé esiteltavit kolme tapausta ovat tavallisimmat. On syytd my6s huoma-
ta, ettd Laplacen yhtélolla ei aina ole separoituvia ratkaisuja.

2.9.1 Karteesinen koordinaatisto

Kirjoitetaan Laplacen yhtilo ensin karteesisissa koordinaateissa

0? 0? 0?
¥ + ¥ 4 ¥
ox?  Oy? 022

=0 (2.51)

ja etsitédén sille ratkaisua yritteell&
p(z,y,2) = X ()Y (y) Z(2) (2.52)
Sijoitetaan tdmé yhtdloon (2.51) ja jaetaan tulolla XY Z, jolloin saadaan

1¥X+1¥Y+1fz
X dx?2 Y dy? 7 dz?

=0 (2.53)

Nyt jokainen termi riippuu vain yhdestd muuttujasta, jotka ovat kesken&én
riippumattomia. Niinp& kunkin termin on oltava erikseen vakioita
1d°X 5, 1d%Y

1d*Z
Xdez2 =Y Y

2
=62 ——Z = 2.54
Y S =0 (2.54)

missd o2 + 3% +~% = 0. Kukin yhtilsisti (2.54) on helppo ratkaista:
X(z) = A1e® + Age™ "
Y(y) = Bie” + Bye (2.55)
Z(z) = Ci1e7* +Cre 7*

missé yleisesti kompleksiarvoiset vakiot A;, B;, C; ja «, (3, v méardytyvét
ongelman reunaehdoista. Koko ratkaisu on muodollisesti summa

p(z,y,2) = Y X(2)Y(y)Z(2) (2.56)
a,By

missé separointivakioille «, 3, tulee tilanteesta riippuvia rajoituksia.
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Esimerkki. Potentiaali laatikossa

Tarkastellaan laatikkoa 0 < x < a,0 < y < b,0 < z < ¢. Olkoon potentiaali
nolla muilla reunoilla paitsi ylikannella (z = ¢), jossa se on tunnetuksi
oletettu funktio V(z,y). Ratkaistaan potentiaali laatikon sisillé.

Edellé saatua ratkaisua voitaisiin kdyttasd suoraan, mutta kirjoitetaankin
nerokkaasti

X(x) = Aisin(az)+ Ascos(ax)
Y(y) = Busin(By) + Bz cos(By) (2.57)
Z(z) = Cysinh(yz) + Cycosh(yz)
missi o+ 3% = 42 (HT: totea, etti yrite on kelvollinen). Tiss# on tietoisesti
valittu trigonometriset funktiot x- ja y-suunnissa ja hyperboliset funktiot
z-suunnassa. Reunachtoja soveltamalla ndhd&édn heti, ettd voidaan valita
Ay = By = (5 = 0, kun separointivakiot a ja 0 toteuttavat seuraavat ehdot
(reunaehdoista sivuilla z = a ja y = b):
a = mn/a
B = nn/b (2.58)
missd m, n ovat kokonaislukuja, ja ne voidaan rajoittaa liséksi positiviisiksi.
Myos kolmas separointivakio saa silloin vain diskreettejd arvoja:

Y= Ymn =T \/(m/a)2 + (n/b)? (2.59)
Samaan tulokseen olisi luonnollisesti paddytty, vaikka olisi lahdetty liikkeelle

eksponenttifunktioiden avulla kirjoitetusta ratkaisusta. Tilanteesta riippuu,
mikd muoto on laskuteknisesti mukavin.

Tahin mennessa on siis saatu ratkaisuksi

o
o(z,y,2) = Z A sin(mmz /a) sin(nmy/b) sinh(v,,n2) (2.60)
m,n=1
On jarkevii tarkastaa vield kerran, ettd tdma toteuttaa Laplacen yhtélon ja
antaa potentiaaliksi nollan vaadituilla reunoilla. Tuntemattomat kertoimet
A, saadaan asettamalla z = ¢:

o0
o(z,y,c) =V(z,y) = Z A sin(mmz/a) sin(nmy/b) sinh(ymnc) (2.61)
m,n=1
Loppu onkin Fourier-kertoimien méérittdmistd. Olettamalla, ettd funktio
V(x,y) on riittévin siisti, kertoimet saadaan laskettua ortogonaalisuusinte-
graalien avulla. Témaé lienee tuttua FYMM I:1t4.

Edellé ei mietitty sitd mahdollisuutta, ettéd jotkin separointivakioista oli-
sivat voineet olla nollia. Huolellinen lukija tutkikoon erikseen tdmén tilan-
teen. Lyhyemmin voidaan kuitenkin todeta, ettéd 16ydetty ratkaisu on selvésti
kelvollinen ja yksikésitteisyyslauseen mukaan ongelma on silld selvé.
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2.9.2 Pallokoordinaatisto

Koska pistevarauksen kenttd on pallosymmetrinen, pallokoordinaatisto on
usein erittidin kédyttokelpoinen. Laplacen yhtél6é on talloin

19 28<P> 19 ( Ggo) 1 92
2. \T 3. v 0— R S 2 62
r2or <T or + 2500 \"" " 50 T 2 sin2 0 02 0 (2.62)

Etsitaan talle ratkaisua muodossa

o(r.0.0) = "om)a(s) (2:63)

Sijoitetaan timi yhtiloon (2.62), kerrotaan suureella r2sin®6 ja jaetaan
RO®:114:

1 d°R 1 1d de 1d*®
2 a2 o w - % : it -
sl <R a? i 25in0 6 dp (Sln9d9)> Toape =0 264

Ainoastaan viimeinen termi riippuu ¢:sté, joten sen on oltava vakio, jota
merkitdan —m?2:1l4: )
——— =-m 2.65
Tamén ratkaisut ovat muotoa
®(¢) = vakio - eFM? (2.66)

Yleisesti m on kompleksinen, mutta fysikaalinen ehto rajaa sen mahdol-
liset arvot: jotta potentiaali olisi jatkuva, kun ¢ — 0 ja ¢ — 2m, on oltava
®(0) = ®(2m), joten m = 0,+1,+£2,.... Jatkuvuus on luonnollinen vaa-
timus, koska siéhkostaattinen potentiaali voidaan tulkita yksikkovarauksen
potentiaalienergiaksi.

Yht#lon (2.64) ensimmiiisen termin on oltava puolestaan m?, joten
1 ,dR 1 1d /. dO m?
—rf— ——— 0— | ——=| = 2.
R @ " <Sin9 0 df (Sm d6> sn?0) =" (267)

T&dmé&n yhtédlon ensimmaéinen ja toinen termi riippuvat kumpikin ainoastaan
omasta muuttujastaan ja ovat siten yhtésuuria vastakkaismerkkisié vakioita,
jota merkitddn mukavuussyistd [(I + 1):114

1 ,d’R
— et = 1 2.
7 g I(1+1) (2.68)
1 1d /. dO m?
S]nﬂ@@ <S1n0%> — —Sjn29 = —l(l + ].) (269)

Yhtélon (2.68) yleinen ratkaisu on muotoa

R(r) = Arltt 4 Br~! (2.70)
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missd A ja B ovat vakioita. Kirjoittamalla £ = cos f saadaan ©:n yhtéloksi

d

m2
d_f(( — &2 ) ) (l(l+1)——>®:0 (2.71)

dg 1-¢2

Jotta tdmén ratkaisut olisivat déarellisid pisteissd &€ = £1 eli 8 = 0,7, on
oltava | = |m/|,|m| + 1,.... Tietylld tavalla normitettuja ratkaisuja ovat
Legendren liittofunktiot P/ (). Niille on voimassa ehto |m| <, joten

m=—1,—1+1,...,1—1,1 (2.72)

Erikoistapauksessa m = 0 Laplacen yhtalon ratkaisu ei riipu ¢:sta, jolloin
Legendren liittofunktiot palautuvat Legendren polynomeiksi F:

1 d

o7 d_fl(gg —1)! (2.73)

hi(§) =

Legendren liittofunktiot saadaan puolestaan Legendren polynomeista:

P(e) = (1- 52>m/2£3<5> (2.74)

Yleisesti Laplacen yhtélolla on siis pallokoordinaatistossa jokaista [ kohti
20 4+ 1 kulmista 6 ja ¢ riippuvaa ratkaisua. Ne voidaan sopivasti normittaen
lausua palloharmonisten funktioiden

2 +1(I—m)!

P ime 2.
I Grmy (cosB)e (2.75)

Yim(0,¢) = (=1)™

avulla. Normitus on valittu siten, ettd pallofunktiot Y}, muodostavat orto-
normitetun tiydellisen funktiojirjestelmén pallon pinnalla:

[ Y50, 6)Yo(0,0) 492 = G (2.76)

Palloharmonisten yhteenlaskuteoreema antaa kahden vektorin vélisen etéi-
syyden k&dnteisluvun summana

2[ +1r l+1 ljn(‘9 ¢)}/lm(0/)¢/) (277)

missd vektorin r suuntakulmat ovat 6, ¢ ja vektorin r’ suuntakulmat ¢’, ¢’
sekd ro = min(r,r’) jars = maz(r,r’). Tdmi on hyddyllinen tulos, koska se
erottelee pisteiden r ja r’ koordinaatit (r, 6, ¢) ja (r',6',¢'). Moni integraali
olisi vaikea laskea ilman tatéd kaavaa.
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Miké hyvénséd riittdvin sddnnollinen pallon pinnalla mééritelty funk-
tio voidaan kehittdd palloharmonisten sarjaksi. Esimerkkind kéy maapal-
lon magneettikentti, jonka sarjakehitelmén johtava termi vastaa magneet-
tista dipolia ja korkeammat termit johtuvat kentén ldhteen poikkeamisesta
dipolista, magneettisen maa-aineksen epéitasaisesta jakautumasta ja maapal-
lon ylapuolisissa ionosfiirissé ja magnetostairissa kulkevista sihkovirroista.
Palloharmonisia funktioita tarvitaan paljon myo6s atomifysiikassa ja kvant-
timekaniikassa mm. tarkasteltaessa impulssimomenttioperaattoreita. Tekija
(—1)™ kaavassa (2.75) on vaihetekijd, joka voidaan jattdd pois tai ottaa
mukaan jo P/™:n mééritelméssé (2.74). Sen ottaminen mukaan on hyodyllisté
etenkin kvanttimekaniikan laskuissa (katso esim. Arfken).

Kootaan lopuksi Laplacen yht&lon muotoa

R(r)

oleva ratkaisu, kun 0 < r < oo:

(r,0,0) =S At Yim(0,0) + > B ™Y (0, ¢) (2.78)
Ilm Ilm
missi summaus on l
Im =0 m=-1

ja kertoimet Aj,, By, maidrdytyvit ongelman reunaehdoista.

Esimerkki. Kiertosymmetrinen tilanne

Rajoitutaan nyt tapaukseen, jossa d¢/0¢ = 0 eli ¢ = p(r, d). Téllaisia ovat
esimerkiksi pistevarauksen tai dipolin kentét. Laplacen yhtélé on nyt

1 0 [ ,0p 1 0 /. 8(,0)
i - - = —— ) = 2.
2 o (’" 67") t 25000 (Sm ag) =Y (2.79)

Toistetaan harjoituksen vuoksi edelld ollut muuttujien separointi etsimalld
ratkaisua yritteelld ¢(r,0) = Z(r)P(0), jolloin

1d [ ,dZ 1 d dP
—— — | =——=———|sinf— 2.80
Z dr (r dr) Psin6 df (Sm de) (2.80)
Yhtédlon molemmat puolet ovat yhta suuria kuin jokin vakio k£ kaikilla 7:n
ja @:n arvoilla. Nain osittaisdifferentiaaliyhtdlé on hajotettu kahdeksi taval-
liseksi differentiaaliyhtéloksi. Kulman 6 yhtdloa kirjoitettuna muodossa

1 d (. dP -
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kutsutaan Legendren yhtdloksi. Kuten edelld todettiin, fysikaalisesti kel-

volliset ratkaisut kaikilla 6 € [0, 7] edellyttavit, ettd k = n(n+1), missid n on

positiivinen kokonaisluku ja ratkaisut ovat Legendren polynomeja P, (cos 0):
1 dar

_ 29 __1In
P, (cosf) = Sl d{cos B)" [cos” 6 — 1] (2.82)

joten muutama ensimméinen P,, on

Ph =1

P, = cosf

P = % (3 cos? 6 — 1)

Py = % (5 cos® 0 — 3 cos 9)

Tarkastellaan sitten radiaalista yhtaloa

% <T2Z> =nn+1)Z (2.83)

Yrite Z,(r) = C,,r* antaa kaksi riippumatonta ratkaisua 7" ja r— "+ Ra-
diaalisen yht&lon tdydellinen ratkaisu on néiden lineaarikombinaatio

Zn(r) = Apr™ + Byr~ (D) (2.84)

ja koko Laplacen yhtélon ratkaisu kiertosymmetriassa on muotoa

o0 Bn
o(r,0) = Z%) (Anrn + 7*("—“)) P, (cosb) (2.85)

Integroimisvakiot A, ja B, on mé#ritettava reunaehdoista.

Esimerkki. Johdepallo vakiosihkdkentéssa

Tuodaan tasaiseen sihkokenttddn Eg varaamaton a-séteinen johdepallo. Joh-
de pakottaa alunperin suorat kenttéviivat taipumaan siten, ettd ne osu-
vat pintaan kohtisuoraan. Valitaan koordinaatisto siten, ettd origo on pal-
lon keskipisteessé ja z-akseli on sdhkokentdn suuntainen. Télloin ongelma
on kiertosymmetrinen. Johteen pinta on kaikkialla samassa potentiaalissa
©(a,d) = ¢o. Kaukana pallosta sdhkokentté 1ldhestyy vakioarvoa

E(r,0),—c = Epe, (2.86)
joten kaukana potentiaali ldhestyy lauseketta

o(r,0)r—00 = —Eoz+ C = —Eprcosf + C (2.87)
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Tarkastellaan sitten yhtédlon 2.85 kertoimia. Kirjoitetaan auki potenti-
aalin muutama ensimméinen termi

B B 1
o(r,0) = C+ 204 Ayrcosf + %Cosé’—i— Agr? [ (3c0s20 - 1)]
r r 2
+5 [5 (3cos?0 - 1)] T (2.88)

Kun r — oo, niin ¢ = —FEgrcos 6, joten A, = 0 kaikille n > 2 ja A; = —Fj.
Koska pallon kokonaisvaraus on nolla, potentiaalissa ei ole 1/r-riippuvuutta,
eli Byp = 0. Jaljelld olevat cos™ f-termit, joissa n > 2, ovat kaikki lineaarisesti
riippumattomissa polynomeissa P, , joten ne eivit voi kumota toisiaan pallon
pinnalla, missé ei ole f-riippuvuutta, eli B, = 0 kaikille n > 2. Jaljelle jaa

p(a,0) = o (2.89)

B
o(r,§) = C — Egrcosf + —21 cos 6 (2.90)
T

Kun r = a, cos f-termien on kumottava toisensa, joten C' = ¢q ja By = Epa®.
Reunaehdot tayttdva Laplacen yhtélon ratkaisu on siis

3E
o(r,0) = o + <ar2 0 _ Em“) cos (2.91)

Sahkokentédn E = —V¢ komponentit ovat

Oy a’
E, = ——Z=FE|1+2— 2.92
. B 0 ( + r3> cos (2.92)
10y ad\ .
Ey, = 30 = —Eq (1 — r_3> sin 0 (2.93)

Pallon pintavaraustiheys on
o =¢eE,(r =a) =3eEycos b (2.94)

Pinnalle indusoituva varausjakautuma on #:n funktio. Sen dipolimomentti
on

p = / rp(r)dV = / (ze, + ye, + ze,)(3eg Eg cos 0)r? sin 6 df de
pallo r=a
= 6ma’eyEy / e, cos’0sinfdf = drega’Ep e, (2.95)
0

Kaukaa katsottuna johdepallon osuus kentéstd on sama kuin origoon sijoite-
tun dipolin, jonka dipolimomentti on p = 4mega’Epe,.
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2.9.3 Sylinterikoordinaatisto

Tarkastellaan sitten sylinterisymmetrista tilannetta ja oletetaan liséksi, ettei
tilanne muutu sylinterin suunnassa. Nyt d¢/0z = 0 ja Laplacen yht&lo on

10 [ Op 1 0%
v or <a> T aggr =
Huom. Sylinterikoordinaatistossa 7:114 ja 6:lla on eri merkitys kuin pallo-

koordinaatistossa! Kirjallisuudessa kidytetdin usein radiaalietédisyydelle kir-
jainta p ja kiertokulmalle kirjainta ¢.

(2.96)

Laplacen yht#lo separoituu yritteelld o = Y (r)S(6):

rd [/ dY 1d%S 9
) = 22 2.97
Ydr(rdr> Sder ~ " (2.97)
missi separointivakiolle n? tulee jilleen rajoituksia kulmayhtalosti
d’s 9

Téamin ratkaisut ovat sin(n#) ja cos(n#). Jos kulma 6 saa kaikki arvot valilld
0 < 60 < 2, on oltava p(0) = ¢(0 + 27). Tésté seuraa, ettd n on kokonais-
luku, joka voidaan rajoittaa positiiviseksi. Liséiksi tapauksessa n = (0 saadaan
ratkaisu S = Apf + Cy (ehto ¢(0) = (0 + 27) ei silloin toteudu, mut-
ta pidetdén tdméakin termi mukana tédydellisyyden vuoksi). Radiaalisesta
yhtélosta tulee nyt

d ([ dY 5 ,d?Y Ay
Ry =22 — —nY =0 2.99
Tdr<rd7’) " " dr2+rdr " (2.99)
joka ratkeaa yritteelld Y = asr®
ass(s — 1)r® 4 agsr® — agnr® =0 (2.100)

Téastd saadaan s = £n. Ratkaisufunktiot ovat siis muotoa ¥ = 7" ja Y =
r~ ™. Tapaus n = 0 antaa lisiksi Y = In(r/rg). Kokonaisuudessaan ratkaisu
on
oo
o(r,0) = > (Apr™+ Byr™") (Cpsinnb + Dy, cosnb)
n=1

+ (AoIn (r/70)) (Cob + Do) (2.101)

Vakiot on jélleen selvitettévé tarkasteltavan tilanteen ominaisuuksista ja
reunaehdoista.

Huom. Jos kulmariippuvuus on rajattu johonkin sektoriin, on seké
pallo- ettd sylinterikoordinaatistossa kulmayhtaléiden separointivakioiden
arvot médritettivé tapauskohtaisesti. Esimerkiksi pallokalotin tapauksessa
paddytddan kalottiharmonisiin funktioihin, jotka ovat huomattavasti kons-
tikkaampia kuin palloharmoniset funktiot.



2.10. KUVALAHDEMENETELMA 29
2.10 Kuvaladhdemenetelmia

Laplacen yhtélon yksikésitteisyys antaa ratkaisijalle vapauden kéyttad mie-
leisidéin kikkoja ratkaisun 16ytédmiseen. Tietyissd geometrisesti yksinkertai-
sissa tapauksissa peilivarausmenetelmé on kéteva keino vélttda differenti-
aaliyhtalon ratkaiseminen. Tarkastellaan tilannetta, jossa on joko annettu
tai varausjakautumasta helposti laskettavissa oleva potentiaali ¢ (r) ja joh-
teita, joiden pintavarausjakautuma olkoon o(r). Kokonaispotentiaali on

/
o) = a(r) + o [ T (2.10)
Ratkaisuun johdesysteemin ulkopuolella ei vaikuta lainkaan, kuinka varaus
on jakautunut johteen pinnan takana, kunhan pinnalla on voimassa samat
reunaechdot. Voidaan siis ajatella, ettei kyseesséd olekaan johdekappale vaan
pinta, jonka takana on varausjakautuma, joka antaa samat reunaehdot kuin
oikea johdekappaleen pintavaraus. Vaikka tésséd rajoitutaan staattisiin va-
rauksiin johdepintojen ldhelld, kuvamenetelméé voidaan kdyttas myos ajas-
ta riippuvissa tilanteissa seké varausten ettd virtojen yhteydessé. Teknillisen
korkeakoulun Sdhkomagnetiikan laboratoriossa on kehitetty taté ratkaisutek-
niikkaa erittédin pitkélle.

Esimerkki. Pistevaraus johdetason lihelld

Valitaan johdetasoksi (y, z)-taso ja asetetaan varaus g z-akselille pisteeseen
x = d. Taso oletetaan maadoitetuksi, jolloin sen potentiaali voidaan valita
nollaksi. Toisaalta taso saadaan nollapotentiaaliin asettamalla varaus —q
pisteeseen (—d,0,0). Ratkaisujen yksikésitteisyyden vuoksi néin saadaan
oikea ratkaisu alueessa x > 0. Puoliavaruuteen x < 0 tatd menetelméii
ei saa soveltaa, koska sielld ei ole oikeasti varausta! Kokonaispotentiaali on

q 1 1 >
= — 2.103
o) = e (\r—d| r+d| (2.103)

missd d = (d,0,0). Téstéd saa suoraan sdhkokentéin

_ _q r—d B r+d
E(r) = —Vy(r) = o <‘r_d’3 ’r+d3) (2.104)

ja johteen pintavaraustiheyden

2m(d? + y? + 22)3/2

O'(y, Z) = GOE:(:LE:O = (2105)
Varaus vetdd pintaa puoleensa samalla voimalla kuin se vetéisi etédisyydella
2d olevaa vastakkaismerkkistd varausta. HT: integroi pintavaraustiheys koko
tason yli.
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Kuva 2.4: Pistevaraus johdepallon lahella.

Esimerkki. Pistevaraus maadoitetun johdepallon ldhelld

Maadoitus merkitsee téssd pallon pinnan valitsemista nollapotentiaalipin-
naksi. Valitaan origoksi pallon keskipiste, olkoon a pallon séde ja d etdisyys
origosta varaukseen ¢. Etsitéén siis potentiaali ¢(r), kun r > a reunaehdolla

p(a) =0.

Symmetrian perusteella peilivarauksen ¢’ taytyy olla suoralla, joka kulkee
varauksen ¢ ja origon kautta. Tarkastellaan tilannetta kuvan 2.4 mukaisesti
kéyttden pallokoordinaatteja. Varauksen ja peilivarauksen yhteenlaskettu
potentiaali pisteessd r on

1 q q )
— 2.1
o) = e (r—d| BTN (2.106)
_ 1 [ q N q
" dmeg L(r2 4+ d? —2rdcos§)1/2  (r2 + b2 — 2rbcos)1/2

Pallon pinnalla potentiaali on nolla kaikilla @, ¢. Sijoittamalla r = a ja aset-
tamalla 8 = 0 ja § = m saadaan peilivarauksen paikka ja suuruus

[

a
b:— q/:—

2.107
g q ( )

a
d
ja ongelma on ratkaistu.

Mikali palloa ei olisi maadoitettu, sen keskipisteeseen voitaisiin asettaa
toinen peilivaraus ¢”, joka puolestaan sovitettaisiin antamaan pinnalla oikea
reunaehto. Pallon kokonaisvaraus olisi talloin

Q=d+¢" (2.108)
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2.11 Greenin funktiot

Edella tarkasteltiin tilanteita, joissa oli joko pelkéstéddan johdekappaleita tai
johdekappaleita ja yksittaisia varauksia. Yleisessé tilanteessa voi olla annet-
tu varausjakautuma p sekd johdekappaleita, joiden pintavarausjakautuma
on tuntematon. T&lloin on ratkaistava Poissonin yht#lo

Vi =L (2.109)

€0
Tamé voidaan tehd& integroimalla varausjakautuman yli

1 p(r/) /
= d 2.11
#1(r) +47reo /V v — 1| v ( 0

ja lisdamalla tdhan Laplacen yhtélon sellainen ratkaisu o, ettéd yhteenlas-
kettu potentiaali toteuttaa reunaehdot johdekappaleiden pinnalla.

Aiemmat esimerkit ovat perustuneet hyvin yksinkertaiseen geometriaan.
Yleisemmin voidaan osoittaa, ettd Laplacen ja Poissonin yhtilot, jotka to-
teuttavat joko Dirichlet’n tai von Neumannin reunaehdot, voidaan ratkaista
kdyttiden Greenin teoreemaa (2.50) ja Greenin funktioita. T#téd varten tarvi-
taan vield kolmas Greenin kaava (GIII). Se saadaan soveltamalla GlI:ta

tapaukseen
1
P(r,r') = —— (2.111)

r-v|

missé r on jokin kiinted piste alueessa V. Muodollisesti voidaan kirjoittaa
V3(r,v') = —4nd(r — 1) (2.112)

Sijoittamalla namé Gll:een (2.50) saadaan GIII

1 1
- = d / 2 /
o) = g [ AV e

i b5 [ o~ () 2] 219

(todistus esimerkiksi CL 2.6.1 tai Jackson.)

GIII:a ei voi kéyttdd suoraan, koska siind esiintyvét sekd Dirichlet’n
ettd von Neumannin reunaehdot. Oletetaan, ettd F(r,r’) on jokin alueessa
médritelty harmoninen funktio eli funktio, joka toteuttaa Laplacen yhtalon
V2F(r,r') = 0, missé derivoidaan pilkuttoman koordinaatin suhteen. Nyt
GII antaa tuloksen

0 = —/dV’F(I‘,I‘/)VQQO(I‘/)
\%4

+7gds’ (F(r,r')&p(r/) - aF(r’r/)tp(r/)) (2.114)

on on
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Muodostetaan sitten Greenin funktio

1

T

G(r,r') = + F(r,r) (2.115)

Summaamalla (2.113) ja (2.114) saadaan tulos

o) = =4 [ VGVl
+ﬁ 72 ds’ <G(r,r/)ag(:) _ ac:g; rl)go(r’)) (2.116)

Valitsemalla F(r,r’) sopivasti saadaan téstd Poissonin yhtélon ratkaisu an-
netuilla reunaehdoilla.

Greenin funktiolla on selvisti ominaisuus
V2G(r,r') = —4né(r — 1) (2.117)

Greenin funktioiden kdytto ei rajoitu Poissonin yhtélén ratkomiseen, vaan
niilld on keskeinen osa ratkottaessa erilaisia integraaliyht&l6iti. Poissonin
lauseke potentiaalille varausjakautuman funktiona on sinélldéan poikkeuksel-
lisen yksinkertainen integraaliyht&ld.

Esimerkki. Pallon Greenin funktio

Tarkastellaan esimerkkiné pallon Greenin funktiota Dirichlet’n reunehdolla,
ettd potentiaali pallon pinnalla on tunnettu. Tall6in valitaan

1

i

Gp(r,r) + Fp(r,r') (2.118)

reunaehdolla
L i mer)] =0 (2.119)
’I‘ - I‘,’ r'eS
missé S on pallon pinta. Olemme jo aiemmin ratkaisseet identtisen ongelman
yhdelle pistevaraukselle pallon ulkopuolella ehdolla, ettd potentiaali pallon
pinnalla on nolla yhtdlossd (2.106). Sielld saatu ratkaisu on vakiota q/4meq
vaille yhtdlon (2.119) ratkaisu, joten

_ 1 a
Ce—=r = (a/r")?r]

Gp(r,r) (2.120)

misséd a on origokeskisen pallon séde. Potentiaali saadaan integroimalla

1
4dmeg

p(r) =

/ / /_i/ IGp(r,1’) ' '
/VGD(I',r)p(r)dV = TR e as (a2
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missd on V viittaa pallon tilavuuteen ja S pallon pintaan. Normaalivek-
tori n suuntautuu ulospéin siitd alueesta, jossa potentiaali halutaan laskea.
Tarkasteltaessa aluetta pallon sisidlla n = e, ja ulkopuolista aluetta tutkit-

taessa n = —e,. Ulospéin suuntautuva normaaliderivaatta on
/ 2 2
r la*—r
— - V'Gp(r, 1) = ——t———m3
a r'cS alr—r'[3lres
r2 _ g2

= — (a®> = 2ar cosy +72) 732 (2.122)

missé v on r:n ja r’:n vilinen kulma.

Sovelletaan Greenin funktiota tapaukseen, jossa pallon sisillé ei ole va-
rausta eli ratkaistaan Laplacen yhtilé reunaehdolla ¢(a) = f(r), kun r on
pallon pinnalla. Tdmé& antaa Poissonin kaavana tunnetun tuloksen

a2 _ 7,2 / f(a, 9/7 ¢/) dS,
4ra Js (a2 —2ar cosy + r2)3/2

_ “(“2_T2>/g( H(a.0,¢) Y (2.123)

47 a? — 2ar cosy + r2)3/2

p(r) =

joka ilmaisee siis potentiaalin alueen sisdlld olettaen potentiaali tunnetuksi
pallon pinnalla. Jos puolestaan halutaan tarkastella potentiaalia pallon ulko-
puolella, pintaintegraalissa normaalin suunta maéritellaédn ulospéin ja ainoa
muutos on korvata (a? —r?) — (r? — a?).
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