Luku 3

Sahkokentta valiaineessa

Edellisessé luvussa tarkasteltiin séhkostaattista kenttéa tilanteissa, joissa oli
annettuja varausjakautumia tai vapaita varauksia johdekappaleiden pinnal-
la. Lahesk&dén kaikki aineet eivét kuitenkaan ole johteita. Hyvén johteen
vastakohta on ideaalinen eriste, jossa ei ole lainkaan vapaita varauksia. Aine
on kuitenkin koostunut positiivisista atomiytimistd ja negatiivisista elek-
troneista. Jos eriste asetetaan sihkokenttadn, kentté aiheuttaa voimavaiku-
tuksen eristeen rakenneosasiin. Vaikutuksen suuruus riippuu aineen mikro-
skooppisista ominaisuuksista. Eristeeseen syntyvéa makroskooppista vaiku-
tusta kuvataan eristeen erimerkkisten varausten siirtyméné toistensa suh-
teen. Aineen sanotaan télloin polarisoituneen. Sisdisen polarisoituman ja
ulkoisen kentén yhteisvaikutus on usein hyvin monimutkainen vuorovaiku-
tusketju, silld polarisoituma muuttaa puolestaan ulkoista kenttdd ja mikali
eristeen ldhelld on johdekappaleita, niiden pinnalle indusoituva varausjakau-
tuma muuttuu, mikd puolestaan muuttaa eristeeseen vaikuttavaa ulkoista
kenttéa.

3.1 Siahkoinen polarisoituma

Palautetaan ensin mieleen, ettéd sdhkostatiikka hallitaan yht&lsilla
V-E = p/ey (3.1)
VxE = 0 (3.2)
Erityisesti on huomattava, etté p sisdltda kaikk:i varaukset eikd mitédén jakoa

”vapaisiin” ja "muihin” varauksiin tarvitse tehdé. Periaatteessa polarisoitu-
va aine voidaan siis késitelld varausjakaumien avulla.

Tarkastellaan polarisoituneen aineen pienté tilavuusalkiota AV, jonka
dipolimomentti on

Ap:/ rdg (3.3)
AV
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Sidhkoinen polarisoituma mééritellddn dipolimomenttitiheytené

_2p

P_AV

(3.4)
Tamé& méadritelmi edellyttad, ettd AV on makroskooppisessa mielessé pieni.
Varsinaisesta raja-arvosta AV — 0 ei ole kysymys, koska tilavuusalkiossa
taytyy olla monta molekyylié, jotta polarisaatio ylipdénsi syntyisi. Makro-
skooppiselta kannalta polarisoitumaa voi kuitenkin tarkastella jatkuvana
paikan funktiona.

Polarisoituman Sl-yksikké on C/m?, joten [P] = [¢][E]. Cgs-yksikoissi

tyhjon permittiivisyys on 1/4m, joten niissé polarisoitumalla on sama yk-
sikko kuin sdhkokentallé.

3.2 Polarisoituman aiheuttaman sihkokentian
maarittiminen

Tarkastellaan pisteessi r’ sijaitsevan pienen eristealkion dV’ dipolimoment-
tia dp = PdV’. Oletetaan, ettéi korkeampien multipolien vaikutus voidaan
jattdd huomiotta. Vaihtoehtoisesti voidaan ajatella, ettd havaintopiste r on
niin etailld, ettd tdmén alkion aiheuttama sdhkoinen potentiaali saadaan
laskemalla pelkdn dipolimomentin potentiaali

_dp-(r—1) P()-(r—r1)dV’

d = = 3.5
() dmeplr — /|3 dmeglr — /|3 (35)
Kokonaispotentiaali pisteessd r on témén integraali
1 P(')  (r —1/)dV’
= 3.6
#(r) 4d7eg /Vo v — /|3 (3.6)

Mikali polarisoituma tunnetaan, potentiaali voidaan laskea téstéd suoraan.
Kéaytdnnosséd sama asia on hyodyllistéd ilmaista hieman eri tavalla. Koska

r—r v —r'|3

voidaan potentiaalin integrandi kirjoittaa

PO —v) _poy. v <#> (3.8)

R r—v
Kéayttamalla kaavaa

V' (fF)=fV - F+F.-V'f (3.9)
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saadaan

PO g (P e G

lr — /|3 r—r/| r—r/|
Tamén avulla ja soveltamalla divergenssiteoreemaa potentiaali voidaan il-
maista seuraavasti:

(r) = 1 }{ P-nds’ 1 / (=V"-P)av’
4  dmeg Js, |r—1'|  dmeo Jvy r—1/|
1 opdS’ pp dV’]
= — A1
47eg [7{5‘0 |I'—I'/|+,/VO Ir — r/| (3:11)
1 dgp

dmey J |r — 1|
missi Sy on eristeen pinta.

Potentiaali voidaan siis laskea lausekkeista, jotka muistuttavat edellisesséa
luvussa olleita avaruus- ja pintavaraustiheyden integraaleja. Taméa on kéy-
tdnnén ongelmissa usein néppéardmpi tapa laskea potentiaali kuin suora
sdhkoisen polarisoituman integraali. Suureita

op = P-n (3.12)

kutsutaan polarisaatiovaraustiheyksiksi. Niiden laatu on varaus/pinta-
ala (op) ja varaus/tilavuus (pp) ja ne aiheuttavat eristeen ulkopuolella
todellisen potentiaalin ¢, josta saadaan sdhkokenttd E = —Vp. Kyse ei
ole kuitenkaan oikeista ”vapaista” varauksista, vaan tavasta kuvata eristeen
ominaisuuksia varausjakautuman dgp avulla. Témén vuoksi polarisaatiova-
rauksia kutsutaan usein ndennéisiksi varauksiksi, mikd ei kuitenkaan tee
niille tdyttd oikeutta. Eriste on kokonaisuudessaan neutraali, joten koko-
naisvaraus

Qp:i/(—V'Pﬁﬂ”+ P.ndS =0 (3.14)
Vo S, 0

miké seuraa suoraan divergenssiteoreemasta.

3.3 Sahkovuon tiheys

Edella oletettiin eristeen polarisoituma P tunnetuksi. Todellisuudessa néin
ei yleensé ole, vaan polarisoituma syntyy vasteena ulkoiseen sdhkokenttaén.
Tarkastellaan eristettd, jonka sisélld on mahdollisesti ulkoisia (”vapaita”)
varauksia. Sovelletaan Gaussin lakia eristeen sisélla olevalla pinnalla S, joka
sulkee siséénsé niin ulkoiset varaukset kuin polarisaatiovarauksenkin:

ﬁEqMS:;@+Qm (3.15)
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missd () = > _,_;__n ¢i on ulkoisten varausten summa ja
30y

Qp:/v(—v-P)dvz—fSP.nds (3.16)

on polarisaatiovaraus. Tésséd on implisiittisesti oletettu, ettd ulkoiset va-
raukset ovat pistemaéisia. Jos eristeen sisélld olisi makroskooppisia johdekap-
paleita, niiden pinnoilta tulisi osuus polarisaatiovaraukseen @ p. Nadmé pin-
tatermit kuitenkin kumoutuisivat muutettaessa tilavuusintegraalit pintain-
tegraaleiksi.

Saadaan siis
f(eoE+P) ‘ndS=Q (3.17)
S

eli vektorin D = ¢E + P vuo suljetun pinnan ldpi on sama kuin pin-
nan sulkemaan tilavuuteen sijoitettu nettovaraus. Taté vektoria kutsutaan
sihkoévuon tiheydeksi tai sihkoiseksi siirtyméksi (electric displacement).
Kéyttamalld taas divergenssiteoreemaa ja toteamalla, ettd Q@ = [, pdV,
saadaan Gaussin laki eristeessé kirjoitetuksi differentiaalimuotoon

V-D=p (3.18)

missé p on nyt ulkoisten varausten tiheys ja kokonaisvaraustiheys on p+ pp.

Huom. Ulkoisia varauksia kutsutaan usein vapaiksi, mutta tdméi saattaa
aiheuttaa sekaannusta, silld eristeessd oleva ulkoinen varaus ei ole vapaa
samassa mielessé kuin johteen pinnalla oleva varaus.

Séhkostatiikan peruslait on nyt siis puettu muotoon

V-D = »p (3.19)

VxE = 0 (3.20)
missé

D=¢E+P (3.21)

Ftuna téssd on se, ettd ulkoinen varaus on helpommin hallittavissa kuin
polarisaatiovaraus. Kuitenkin séhkokenttd E on suure, joka loppujen lopuksi
halutaan madrittad. Siksi on vield tunnettava rakenneyhtilo P = P(E),
koska muuten yhteydestd D = ¢gE+P ei ole iloa. T4t& ongelmaa késitelldén
seuraavaksi.

3.4 Dielektrisyys ja suskeptiivisuus

Séhkoinen polarisoituma aiheutuu sédhkokentésté. Niiden riippuvuus voidaan
usein ilmaista sihkdisen suskeptiivisuuden x(E) avulla:

P = y(E)E (3.22)
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X(E) méirdytyy viliaineen mikroskooppisesta rakenteesta, johon tutustu-
taan myohemmin t#ssé luvussa. Yleisesti x(E) on tensori, jolloin polarisoi-
tuma ei valttdmétta ole samansuuntainen kuin sdhkokenttd eli eriste voi
olla epiisotrooppista. Tillaisia véliaineita ovat esimerkiksi kiderakenteet,
joissa epéisotropia aiheuttaa sihkémagneettisen aallon etenemisessé kahtais-
taittavuudeksi kutsuttavan ilmion. T&ll6in eri tavoin polarisoituneet aallot
taittuvat eri tavoin. Kahtaistaittavuutta tapahtuu myos vapaista varauk-
sista koostuvassa magnetoituneessa plasmassa. Toinen ongelmakenttd ovat
viliaineet, joissa x(E) on sdhkokentén funktio, jolloin P riippuu séihkoken-
tistd epilineaarisesti. Ta4mé ilmio esiintyy yleensd vain hyvin voimakkail-
la sdhkokentilla. Kaikissa aineissa ei edes ole suoraa relaatiota P:n ja E:n
vélilld. Ferrosdhkdisissé aineissa on polarisoitumaa myds ilman ulkoista séh-
kokenttas.

Tarkastellaan téssd kuitenkin vain isotrooppisia eristeité, joille x(E) on
skalaari ja rajoitutaan vielé lineaarisiin véliaineisiin, joille x on sdhkokentés-
ta riippumaton vakio. Téllaista véliainetta kutsutaan myos yksinkertaisek-
si. Talloin polarisoituman, sdhkokentén ja sihkovuon tiheyden vélilla val-
litsevat rakenneyhtilot

P = \E (3.23)
D = ¢E (3.24)

misséd permittiivisyys ¢ = ¢p + x. Laadutonta suuretta

€
@=—=1+2X (3.25)
€0 €0
kutsutaan viliaineen eristevakioksi, dielektrisyysvakioksi tai suhteelliseksi
permittiivisyydeksi.

Aineen eristeominaisuudet eivét salli millaisia sihkokenttia hyvéansa, silld
riittavan suuri kenttéd ajaa elektroneja ulos molekyyleisté, jolloin aine alkaa
johtaa sidhkod. Tata rajaa kutsutaan aineen dielektriseksi vahvuudeksi tai
lapilyontikestivyydeksi. Taulukossa 3.1 on joidenkin térkeiden aineiden
eristevakioita ja dielektrisid vahvuuksia. Ilma on sdhkoisesti melkein tyhjo,
siis hyvé eriste. Veden eristevakio on puolestaan suuri, mika merkitsee vah-
vaa polarisoitumista ja siten kohtuullisen hyvéa sahkonjohtokykyé polarisoi-
tumisvarausten kantamana.

3.5 Sahkokenttd rajapinnalla

Eristeet ovat usein paljon hankalampia késiteltdvié kuin johteet. Hyvéan joh-
teen ominaisuus on, ettd sen sisdinen sihkokenttd on nolla ja kaikki varaus
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Taulukko 3.1: Eristeiden ominaisuuksia. Tésséd annettu ilman lapilyonti-
kestédvyys koskee kuivaa ilmaa, muissa oloissa arvo on pienempi. Lasin suh-
teellinen permittiivisyys vaihtelee kemiallisesta koostumuksesta riippuen.

aine suhteellinen lapilyonti-

permittiivisyys kestédvyys [MV/m]
akryyli 3.3 20
eboniitti 2.7 10
kuiva ilma 1.0006 4.7
lasi 5-10 15
kova paperi 5 15
eristyspaperi 5 30
posliini 5.5 35
tislattu vesi 81 30

kertyy pinnalle. Eristeet sen sijaan polarisoituvat ja erilaiset eristeet polari-
soituvat eri tavoin. Eristeongelmissa joudutaan usein tarkastelemaan kent-
tien ominaisuuksia eri eristeiden tai eristeiden ja johteiden rajapinnoilla.

Tarkastellaan tilannetta kahden yksinkertaisen (lineaarinen, isotroop-
pinen, homogeeninen = LIH) eristeen rajapinnalla ja oletetaan rajapin-
ta makroskooppisessa mielessé ohueksi. Taméa tarkastelu voidaan ulottaa
myds epdhomogeenisiin eristeisiin, jos eriste voidaan kuvata eri eristevakiol-
la varustettuina kerroksina. Toinen eriste voi olla my&s tyhjo, jonka permit-
tiivisyys on €g eli ¢, = 1. Merkitdén véliaineita indekseilld 1 ja 2 ja olkoon
o pintavaraustiheys rajapinnalla. Tarkastellaan pientd sylinterinmuotoista
"pillerirasiaa”, jonka kannet ovat eri véliaineissa (kuva 3.1).

|
|
|
D, | D,
AS, ng : o
|
5 D, | 1
L /| >
|
o
as, Do

Kuva 3.1: ”Pillerirasia” kahden véliaineen rajapinnalla ja siéhkévuon tihey-
den ”taittumiskulmien” mééritelma.
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Sovelletaan Gaussin lakia

]fD-ndsznl.n1A51+D2.n2A52+ ]4 D-ndS=0Q (3.26)

vaippa

Annetaan pillerirasian korkeuden lihestyé nollaa. T#lloin integraali vaipan
yli on nolla ja pillerirasian sisélla oleva varaus on pintavaraus kerrottuna
pinta-alalla: Q = 0 AS, missid AS = AS7 = ASs. Koska ny = —ny, voidaan
kirjoittaa reunaehto sihkévuon tiheyden normaalikomponentille

(DQ — Dl) ‘Np =0 (327)

tai
Dgn — Dln =0 (328)

Mikéli kahden eristeen rajapinnalla ei ole ulkoista varausta, séhkoévuon ti-
heyden normaalikomponentti on jatkuva rajapinnan lapi.

Huom. Koska eristeet polarisoituvat, ylldoleva tarkastelu on tehtévé ni-
menomaan sdhkoévuon tiheydelle, ei siéhkdkentélle.

Myos séhkostaattiselle kentélle 16ytyy reunaehto rajapinnalla. Koska E =
—Vp, niin viivaintegraali

7(E dl=0 (3.29)

pitkin mitéd tahansa suljettua silmukkaa. Sovelletaan tatd suorakulmaiseen
silmukkaan ABCD eristeiden rajapinnalla. Olkoot rajapinnan suuntaiset
sivut AB ja C'D kumpikin eri véliaineessa ja pituudeltaan Al. Viliaineesta
toiseen kulkevat sivut BC' ja DA oletetaan hévidvan lyhyiksi. Talloin

fE-dI:(Eg—El)-Alzo (3.30)
joten

Eoy = Ent (3.31)

eli sihkokentin tangentiaalikomponentti on jatkuva rajapinnan yli. Tamé
tulos on voimassa riippumatta mahdollisesta pintavarauksesta.

Lasketaan sitten vektorin D taittuminen rajapinnalla tapauksessa o = 0.
Olkoon o7 "rajapinnalle tulevan” vektorin D ja ni:n vélinen kulma ja ao
"rajapinnalta ldhtevdn” vektorin Dg ja ng:n vélinen kulma. Koska viliaineet
on oletettu yksinkertaisiksi, niin

D1t = e1Ey 5 Doy = eoFoy (3.32)

Talloin
tanag Doy Dip _ e2Ey € €

= = = 3.33
tanay  Dop D1y eBEiy e € (3:33)



42 LUKU 3. SAHKOKENTTA VALIAINEESSA

Séhkovuon tiheysvektori taittuu siis poispdin normaalin suunnasta mentéies-
sd huonommasta parempaan eristeeseen. Tdmé on sukua aaltojen taittumi-
selle eri viliaineiden rajapinnalla, johon tutustutaan luvussa 11.

Tarkastellaan sitten potentiaalin reunaehtoa rajapinnalla. Oletetaan jal-
leen o = 0, jolloin Dg,, = D1y, ja €r2€0E2y = €r1€0E1y,. Koska E,, = —0¢/0n,

tulee reunaehdoksi

6()02 8S01
o2 = € —— 34
62(9” 61()71 (33)

Téaman liséksi ¢ on jatkuva reunan yli. Tama ndhd&én tarkastelemalla kahta
pistettd r1 ja ro reunan molemmin puolin. T&ll6in

T2
/ E-dl‘:ng—gDQ — 0 (335)
r1

kun r; ja ro ldhestyvit toisiaan eri puolilta rajapintaa silld fysikaalisella
oletuksella, ettd sdhkokenttd on &ddrellinen rajapinnalla.

3.5.1 [Eristepallo sihkokentéssa

Yksinkertaisessa viliaineessa D = €E, joten V-E = p/e. Siis ainoa muodolli-
nen ero edellisten lukujen késittelyyn on korvata ey — €. Useissa kdytadnnon
ongelmissa eristeessi ei ole ulkoista varausta, joten VZ¢ = 0 koko eristeess.
Tarkastellaan esimerkkind a-séteisté eristepalloa homogeenisessa sihkoken-
tassd Eg. Ratkaisumenetelmé on samanlainen kuin johdepallon tapauksessa.
Valitaan alkuperiinen sihkokentté z-akselin suuntaiseksi Eg = Epe,, joten
tdmin potentiaali on ¢ = — Fyr cos 6, minké on oltava ratkaisu kaukana pal-
losta. Asetetaan pallo origoon ja todetaan, etté tilanne on kiertosymmetri-
nen z-akselin suhteen: ¢ = ¢(r,0). €, on vakio eristeessd ja € = ¢y muual-
la. Systeemissé ei ole ulkoisia varauksia, joten p = 0 kaikkialla ja Lapla-
cen yhtélo on voimassa eristeessé ja sen ulkopuolella. Kirjoitetaan ratkaisu
jalleen vyohykeharmonisten funktioiden sarjana (2.85)

o0

o(r,0) = Z (Anr” + Bnr_(”+1)> P, (cos @) (3.36)
n=0

Merkitdén termejd pallon ulkopuolella (r > a) indeksilld 1 ja sisdpuolella
(r < a) indeksilla 2. Eta#lla pallosta ratkaisu ldhenee alkuperéistéd potenti-
aalia —FEyr cos 6, joten pallon ulkopuolella

Aln:(), kunn22; AH:—EO

jolloin

p1 = Z Bi,r~ "V P, (cos 0) — Egr cos 6 (3.37)

n=0
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Pallon sisélld potentiaalin on oltava &irellinen origossa, joten kaikki ker-
toimet By, ovat nollia ja sisdratkaisu on muotoa

@2 =Y Agr"Py(cos) (3.38)

n=0

Kéaytetdan sitten potentiaalin reunaehtoja rajapinnalla. Ensinnékin poten-
tiaalin on oltava jatkuva ¢1(a,0) = pa(a, ), joten

B B B
—Egacosf + =2 +%COSG+%P2(COSG)+...
a a a

= Agg+ Agjacost + Agzang(cos 0)+... (3.39)
Toisaalta potentiaalin derivaatalle on reunaehto

0p1(r,0) _. Opa(r,0)

or

josta seuraa

B 2B
—Eocosﬂ—%—k 1
a

3 B2
0+ ———P 0
3 cos 6 + " »(cos 6) +

= €, A21 cos O + 2¢, AggaPy(cos ) + . .. (3.40)

Koska Legendren polynomit muodostavat ortonormaalin kannan, kunkin P,,-
termin tidytyy toteuttaa yhtdlot erikseen. Nyt molemmat yhtilst (3.39) ja
(3.40) toteutuvat vain, jos As, = 0 ja By, = 0 kaikilla n > 2. Yhtélon (3.40)
ainoa cos f:sta riippumaton termi on Bjy = 0, joka sijoitettuna yhtaloon
(3.39) antaa Agg = 0 ja jaljelle jé& yhtalopari

B
~Eoa+—5 = Asa (3.41)

a

2B
—Ey — agn = &An (3.42)

joiden ratkaisuna saadaan
3E0 €p — 1 3

Ay = ———; = E 3.43
21 6 +2° 11 6 +2 0a ( )

Kaiken kaikkiaan ratkaisu pallon ulkopuolella on

e —1a?
p1(r,0)=—11-— P =3 Eorcos 6 (3.44)
ja pallon sisélla
wa(r,0) = — Eorcosf = — 5 Eyz (3.45)

€+ 2 €+ 2
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Pallon sisélla on vakiosidhkokentta

3
Es =
€ + 2

Eo (3.46)

miké on erona johdepalloon, jossa varaukset jakautuvat pinnalle siten, ettéa
sisélld ei ole kenttdd. Koska €, > 1, niin kentté eristeen sisdlld on pienempi
kuin ulkopuolella. Jos eriste on jonkin verran siahkoéd johtavaa vettd (e, =
80 — 90), on pallon sisdkenttd muutama prosentti ulkopuolisesta kentésté.

Séhkovuon tiheydelld ei ole ldhteitéd, vaan kaikki kenttéviivat jatkuvat
pallon ldpi (HT: piirrd kuva). Sitdvastoin polarisoitumisesta johtuva pin-
tavarauskate aiheuttaa sen, ettd sdhkokent&lld on ldhteitd ja nieluja pallon
pinnalla ja osalla kenttéviivoista pédd on pallon pinnalla. Tadmén seurauk-
sena kenttédviivat eivit myoskédidn ole kohtisuorassa pallon pintaa vastaan.
Tamé osoittaa, ettd polarisaatiovarauksen kutsuminen ”n#iennéiseksi” on
kyseenalaista.

3.5.2 Pistevaraus eristepinnan lidhella

Tarkastellaan tilannetta, jossa zy-taso jakaa avaruuden kahteen homogee-
niseen eristealueeseen: (z > 0,€1) ja (¢ < 0,€2). Asetetaan varaus g pis-
teeseen (0,0,d) alueeseen 1. Tehtdvéini on laskea potentiaali koko avaruu-
dessa. Oletetaan, ettei rajapinnalla ole ulkoisia varauksia.

Tehtdvan voisi ratkaista suoraan Poissonin yhtéloa kidyttiden, mutta hel-
pommalla padstdin kuvalihdemenetelméin avulla. Maadoitetun johdetason
tapauksessa ongelma ratkesi peilikuvavarauksella —q pisteessi (0,0, —d).
Eristeenkin tapauksessa potentiaali alueessa 1 voidaan yrittdid esittdd va-
rauksen ¢ ja jonkin alueessa 2 sijaitsevan kuvavarauksen ¢’ avulla. Sivistynyt
arvaus on sijoittaa kuvavaraus pisteeseen z = —d, jolloin potentiaali alueessa
1 on sylinterikoordinaateissa lausuttuna Poissonin yhtdlon toteuttava

1 q q
)

"k VErGoaE  verGrap O

¥1 (Ta Z)

Kiertosymmetrian vuoksi kannattaa kayttas sylinterikoordinaatistoa, mutta
tehtavi ratkeaa sujuvasti my0Os karteesisessa koordinaatistossa.

Alue 2 on eriste, joten johdetilanteesta poiketen siellikin on kentté. Kos-
ka alueessa 2 ei ole varauksia, potentiaali toteuttaa sielld Laplacen yhtélon.
Ainakin laskennallisesti kelvollinen ratkaisu alueessa 2 saadaan alueessa 1 si-
jaitsevan kuvavarauksen ¢” avulla, joka viisaasti sijoitetaan pisteeseen z = d.
Télloin potentiaali alueessa 2 on

1 q//
T dmey JrZ ¥ (z — d)?

pa(r, 2) (3.48)
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Mikali kuvavarausten suuruudet saadaan sovitettua siten, ettd reunaeh-
dot toteutuvat, niin ongelma on ratkaistu. Reunaehtojen mukaan siahkévuon
tiheyden z-komponentti on jatkuva rajapinnalla (ei pintavarausta) samoin
kuin sdhkokentidn r-komponentti. Jalkimméinen on yhtépitdvéaa sen kanssa,
ettd potentiaali on jatkuva. Néin saadaan yhtélopari

q _ q/ — ql/
1 ! 1 /!
—(q+4d) = —q (3.49)
€1 €2
Kuvavaraukset ovat siten
q/ _ €2 — €1
€2 + €1
262
1
= 3.50
€2 + €7 7 ( )

HT: laske polarisoitumaan liittyva varaustiheys aineiden rajapinnalla. Jos
véliaine 2 on johde, niin ratkaisu saadaan muodollisesti asettamalla ey déret-
tomiksi, jolloin potentiaali alueessa 2 hividi ja ¢ = —q.

Viimeistddn reunaehtoja sovellettaessa tuli selviksi, ettd kuvaldhteet
kannatti sijoittaa nimenomaan pisteisiin z = —d ja z = d. Paikkariippu-
vuudet supistuvat silloin reunaehtoyhtéaloista kokonaan. Kannattaa muistaa,
ettd kuvaldhteet ovat vain kuvitteellisia apuvélineité, jotka eivit oikeasti si-
jaitse missddn. Kun ratkaisu on 16ydetty, kuvaldhteet voidaan unohtaa ja
todeta suoraan saaduista lausekkeista, etté kaikki vaadittavat yhtélot reu-
nachtoineen toteutuvat.

3.6 Molekulaarinen polarisoituvuus

Tarkastellaan yksinkertaista véliainetta, jossa yksittdisen molekyylin dipoli-
momentti p,, on verrannollinen polarisoivaan sihkokenttidan E,,:

Pm = agE,, (351)

Suuretta o kutsutaan polarisoituvuudeksi (yksikko m?). Oletetaan lisiksi,
ettei molekyylilla ole pysyvéa dipolimomenttia. Tavoitteena on lausua mole-
kyylin polarisoituvuus makroskooppisesti mitattavien suureiden avulla.

Ensimméinen ongelma liittyy polarisoivaan sidhkokenttéén: se on kentté,
jonka aiheuttavat kaikki ulkoiset ldhteet ja véliaineen polarisoituneet mole-
kyylit lukuunottamatta tarkasteltavaa molekyylid itsedén. Kuinka kentté
E,, mé#ritetddn? Luonnollinen ajatus on poistaa makroskooppisesti pieni,
mutta mikroskooppisesti suuri palanen ainetta tarkasteltavan molekyylin
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Kuva 3.2: Sahkokentdn madrittaminen erilaisissa onkaloissa.

ymparilté ja laskea kentté jdljelle jadvéssia onkalossa. Kentté tarkasteltavan
molekyylin kohdalla on silloin

E,=E+E, +Epq (3.52)

Téssd E on keskimédrédinen kenttéd koko kappaleessa, E;, onkalon pinnan po-
larisaatiovarauksen aiheuttama kentté ja E,cq on onkalossa olevien kaikkien
muiden molekyylien aiheuttama kenttd. Aivan tarkasteltavan molekyylin
kohdalla on siis otettava huomioon aineen yksityiskohtainen mikroskoop-
pinen rakenne.

Kenttd E,.q on nolla esimerkiksi sddnnollisen kuutiohilan hilapisteissé,
jos molekyylien dipolimomenttivektorit ovat identtisid (HT). Samoin voidaan
olettaa E,.q nollaksi nesteissé ja kaasuissa, joissa molekyylit ovat tédysin
satunnaisesti jakautuneita. Useista molekyylityypeistd koostuvissa aineissa
se voi kuitenkin poiketa nollasta. Jatkossa oletetaan, ettd E,eqr = 0.

Pulmallista on vield se, ettéd polarisaatiokenttd K, riippuu onkalon muo-
dosta (kuva 3.2). Jos onkalo on kapean suorakaiteen muotoinen ja sen pitké
sivu on makroskooppisen kentin E suuntainen (a), niin sdhkokenttd on
onkalossa sama kuin véliaineessa kentén tangentiaalikomponentin jatkuvuu-
den perusteella. Jos suorakaidetta kddnnetdin 90 astetta (b), niin onkalos-
sa By = E 4 P/¢p sihkovuon tiheyden normaalikomponentin jatkuvuuden
vuoksi (pinnoilla on polarisaatiovarausta, mutta ei vapaata varausta).

Luonnolliselta tuntuva vaihtoehto on olettaa onkalo palloksi (c). Nyt
kentta onkalossa saadaan vihentdmélla tasaisesti polarisoituneen pallon kent-
td kentdstd E. Voidaan kayttdd hyviksi analogiaa tilanteeseen, jossa ta-
saisesti polarisoituneen pallon sisélld on vakiokenttd —P/(3¢p) (HT), ja
onkalossa E,;, = E4+P/(3¢p). Tamé on jonkinlainen vélimuoto suorakaiteen
muotoisten onkaloiden kentista.

Nyt voidaan laskea polarisoituma suoraviivaisesti. Jos molekyylien luku-
maéadriatiheys on n, niin polarisoituma on méiritelmédn mukaan P = np,,,
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joten
P = naeg(E + P/(3ep)) (3.53)

Toisaalta P = (¢, — 1)¢E, joten saadaan Clausiuksen ja Mossottin yhtilo

gz el (3.54)
n(e. +2)

jossa €, ja n ovat makroskooppisia suureita. Voidaan esimerkiksi mitata
kaasun €, ja n, jolloin saadaan « laskettua. Jos polarisoitumismekanismi on
samanlainen myo0s nesteessé, voidaan tunnettujen tiheyksien avulla ennus-
taa nesteen suhteellinen permittiivisyys. Néin saadaan varsin hyvid tuloksia
esimerkiksi aineille C'Sy, O ja C'Cly. Vedelle tulisi vastaavalla tavalla ennus-
teeksi negatiivinen permittiivisyys, joten pysyvasti polarisoituneelle aineelle
esitetty malli ei pade.

Useimmilla eristeilld E,, menee nollaan E:n mukana. Joissain tapauksis-
sa on olemassa pysyvéé polarisaatiota Py, jolloin E:n ollessa nolla

P
E,=-"2 (3.55)
3€0
Téllin noy
PO = ’I’LO&G()Em = ?PO (356)
joten nollasta poikkeava pysyvé polarisaatio edellyttas, etté
no
— =1 3.57
. (357)

Téamé ehto on varsin tiukka ja useimmille materiaaleille na/3 < 1, joten
ne kayttaytyvat kuten tavalliset eristeet. Jotkin kristallirakenteiset kiinteét
aineet kuitenkin toteuttavat ehdon ja niitd kutsutaan ferroelektrisiksi mate-
riaaleiksi. Esimerkiksi BaTiOs on ferroelektristé alle 120° C:n lampdétilassa
(aiheesta enemmin Feynman Lectures, osa II, luku 11-7).

Pysyvésti polarisoitunut kappale (elektretti) on kestomagneetin sihkoi-
nen vastine. Se eroaa kuitenkin magneetista ratkaisevasti, koska elektretin
pinnalle "sataa” véihitellen véliaineesta varauksia, jotka neutralisoivat po-
larisaatiopintavarauksen.

Ferroelektrisyydelle ominainen pysyvé polarisoituvuus aiheuttaa hyste-
reesi-ilmion. Kun aine on kerran polarisoitu tasolle P, niin polarisaatio ei
katoa vietdessi sihkokenttéd nollaan, vaan vasta selvéisti nollan alapuolella.
Kasvatettaessa negatiivista sihkokenttéd polarisaatio saavuttaa uudelleen
uuden tason — P, josta ei puolestaan pédsti eroon kasvattamalla sihkokentté
nollaan, vaan kenttdéd on kasvatettava riittdvan paljon nollan ylédpuolelle.
Siten polarisaation ja sdhkokentédn vilinen relaatio ei ole yksikésitteinen.
Vastaavaan ilmioon tutustutaan myohemmin ferromagnetismin yhteydessa.
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