Luku 5

Staattinen magneettikentti

5.1 Sahkovirta

Nykyaikana sdhkovirta lienee tutumpi ilmié kuin sdhkévaraus. Todellisuu-
dessa varauksia ja virtoja ei oikeastaan voi kisitelld erikseen. Edellisissa
luvuissakin sdhkovirta on ollut implisiittisesti esilld monta kertaa. Kun va-
raukset jéarjestaytyvét johdekappaleen pinnalle, systeemissé kulkee virtaa, ja
sdhkovirran avulla paristo pitdé edellisen luvun esimerkissd kondensaattorin
jénnitteen vakiona. Samoin termit ”johde” ja ”eriste” viittaavat kappaleiden
kykyyn kuljettaa sahkovirtaa.

Tarkastellaan joukkoa varauksellisia hiukkasia, joiden varaus on ¢, luku-
mé#dritiheys n ja nopeus v. Sdhkovirta I m#éritelldin annetun pinnan lépi
aikayksikossé kulkevan varauksen maarané

I =dqQ/dt (5.1)
Olkoon dS jokin pintaelementti. Sen lapi kulkeva virta on

ngvdt -ndS

dl =
dt

=pv-ndS =J-dS (5.2)

misséd J on virrantiheys.

Sahkovirran SI-yksikko on ampeeri A = C/s. Virrantiheys on virta pinta-
alan lipi, joten sen yksikké on A/m2. Sl-yksikoissd sidhkovirran yksikko
otetaan perussuureeksi ja kaikki muut sédhkoéiset yksikot voidaan ilmaista
ampeerin, metrin, kilogramman ja sekunnin avulla.

Virrantiheys on samankaltainen vuosuure kuin séhkévuon tiheys D tai
pian mééariteltdva magneettivuon tiheys B. Fysikaalinen vuo tarkasteltavan
pinnan lépi saadaan integroimalla vuon tiheys pinnan yli.
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5.1.1 Jatkuvuusyhtalo

Virrantiheys ja sdhkdvaraus liittyvét ldheisesti toisiinsa. Tarkastellaan sul-
jetun pinnan S ldpi alueeseen V' tulevaa virtaa (n osoittaa ulospéin)

I:—j{J.ndS:—/v-JdV (5.3)
S 1%

Taméan taytyy olla yhté suuri kuin varausten tilavuuteen V tuoma sdhkévirta

d
1= dQdt =5 /VpdV (5.4)

Oletetaan tilavuus kiinteéksi, jolloin aikaderivaatta voidaan viedé integraalin
sisdan. Koska p on seké ajan ettéd paikan funktio, kokonaisderivaatta muut-
tuu osittaisderivaataksi

dp
I=[ = .
/V 5 WV (5.5)
joten

/V (Op/Ot+V -J) dV =0 (5.6)

Koska tdmén taytyy olla voimassa kaikilla tilavuuksilla, saadaan virralle
jatkuvuusyhtils
Op/ot+V-J=0 (5.7)

Mikali varaustiheys on ajasta riippumaton eli V -J = 0, sdhkdovirralla ei ole
ldhteitd tai nieluja ja siten kaikki virtaviivat sulkeutuvat. Téllaista virtausta
kutsutaan stationaariseksi.

Huom. Jatkuvuusyht&lé on suora seuraus kokonaisvarauksen séilymis-
laista eikd edellyté kiinteén tilavuuden tarkastelua (yleisempi johto: CL 6.1).

5.1.2 Ohmin laki

On kokeellinen tosiasia, ettd vakioldmpotilassa olevissa metalleissa sdhkovirta
riippuu lineaarisesti sihkokentésté:

J=0E (5.8)

Téamé& on Ohmin laki ja sen verrannollisuuskerroin ¢ on johtavuus. Kéy-
tdmme séhkonjohtavuudelle yleisen tavan mukaan samaa symbolia kuin
aiemmin pintavaraukselle. o on kirjallisuudessa yleisin merkinta ja jos jou-
dumme jossain kirjoittamaan molemmat suureet, eroteltakoon ne vaikka-
pa kirjoittamalla pintavaraukselle og. Jéilleen on tirkedd oppia lukemaan
vhtéloiden takana olevaa fysiikkaa eiké niinkéddn opetella kaavoja ulkoa!

Lineaarinen Ohmin laki on voimassa tavallisille aineille, ellei sihkokentti
ole kovin suuri. Se ei kuitenkaan ole samanlainen fysiikan peruslaki kuin
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Taulukko 5.1: Aineiden resistiivisyyksia. Johtavuus on resistiivisyyden kdan-
teisluku. Vertailun vuoksi mainittakoon, etté taulukossa 3.1 lueteltujen eris-
teiden resistiivisyydet ovat tyypillisesti suurempia kuin 108Qm. Vesi on
poikkeus, silld sen resistiivisyys on noin 5000 m, joten sité voidaan pitédé
myds johteena.

aine resistiivisyys

1078 Om
alumiini 2.65
grafiitti 1375
hopea 1.59
konstantaani 50
kulta 2.35
kupari 1.67
nikkeli 6.84
rauta 9.71
sinkki 5.92
volframi 5.68

Maxwellin yhtdlot, vaan samantapainen rakenneyhtélé kuin D = €E, jon-
ka yksityiskohtainen muoto ja jopa olemassaolo riippuvat véliaineen omi-
naisuuksista. On olemassa epélineaarisia véliaineita, joissa o on sihkdkentén
ja mahdollisesti myods magneettikentéin funktio. Jos sdhkokentté on riittavin
suuri, niin véliaine kuin véliaine alkaa kayttaytya epélineaarisesti.

Johtavuuden kddnteislukua n = 1/0 kutsutaan ominaisvastukseksi eli
resistiivisyydeksi. My06s sen merkintd vaihtelee kirjallisuudessa. On térkedd
erottaa ”ominaisvastus” (engl. resistivity) ja ”vastus” (resistance). Johta-
vuuden SI-yksikko on [o¢] = (A/m?)/(V/m) = A/(Vm), joten ominaisvas-
tuksen yksikoksi tulee Vm/A. Toisaalta V/A on tuttu vastuksen yksikko
ohmi (Q), joten ominaisvastuksen yksikké on Qm ja johtavuuden Q~'m~!
= S/m, missi on otettu kiyttoon yksikko siemens. Siemensin sijasta ohmin
kédnteislukuna esiintyy kirjallisuudessa usein mho. Taulukossa 5.1 luetellaan
joidenkin hyvien johteiden resistiivisyyksié.

Tarkastellaan séhkovirran ja jannitteen vélistd yhteytta ohuessa homo-
geenisessa suorassa virtajohdossa, jonka péaiden vililld on jénnite Ay ja jon-
ka johtavuus on o. Johteessa sdhkokentéllé ei ole komponenttia kohtisuoras-
sa johtoa vastaan, koska tdmé aiheuttaisi jatkuvan sdhkovirran joko johtoon
tai siité pois ja johdon pinnan varautumisen. Koska systeemi on homogeeni-
nen ja suora, sihkokenttd on sama koko johdossa, joten Ay = El, missé [ on
johdon pituus. Ohmin lain mukaan johdossa kulkee virta, joka mielivaltaisen
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poikkileikkauspinta-alan A 1dpi on

cA

I:/J-ndS:JA:
A l

AN (5.9)
ja olemme l6yténeet sdhkovirran ja jannitteen vilisen Ohmin lain. Verran-
nollisuuskerroin on vastus (resistanssi) R = [/(cA), jonka SI-yksikko on siis
ohmi. Tdmé&n avulla voimme johtaa koulufysiikasta tuttuja yhteyksié, kuten
tyon, jonka sihkokentti tekee siirtdessdin varauksen () potentiaalieron U
lipi: W = QU ja sitd vastaavan tehon P = UI = RI? = U?/R. Témin
tehon sanotaan hividvin materiaalin Joulen lammityksené.

5.1.3 Johtavuuden klassinen selitys

Tarkastellaan johteessa nopeudella v liikkuvaa varauksellista hiukkasta (va-
raus ¢, massa m) klassisen mekaniikan mukaisesti. Sihkokentédssd E hiukka-
nen kiihtyy voiman ¢E vaikutuksesta. Olkoon kyseessé lineaarinen ohminen
johde, jossa sdhkokenttd aiheuttaa tasaisen virrantiheyden J. Hiukkaseen
tdytyy vaikuttaa toinenkin voima, joka kumoaa sdhkokentdn aiheuttaman
kiihtyvyyden. Jos jarruttava voima on mekaanisen kitkan kaltainen eli ver-
rannollinen hiukkasen nopeuteen, niin liikeyht&lo on

. —gE — 1
mo =4q Gv (5.10)

missé G on vakio. Alkuehdolla v(0) = 0 saadaan ratkaisuksi
v(t) = %E (1 — e~ Ct/m) (5.11)

Tédmén mukaan hiukkasen nopeus ldhestyy kulkeutumisnopeutta vy = ¢E/G
eksponentiaalisesti e %7 aikavakion 7 ollessa

T =m/G (5.12)

Sijoittamalla tdmé vg:n lausekkeeseen Ohmin laki voidaan kirjoittaa

J=ngvg="1"Tg (5.13)
m
joten
o =ng*r/m (5.14)

missd n on hiukkasten lukumé&aratiheys. Jos virrankuljettajia on useampaa
laatua, niin

2
2T,
o= Z T (5.15)
7
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Kohtuullisen hyvilld johteilla metalleista puolijohteisiin 7 voidaan tulki-
ta johtavuuselektronien keskimé&iraiseksi tormiysajaksi. Matkaa, jonka
johtavuuselektroni kulkee keskiméérin torméysten vélilld kutsutaan keski-
méérdiseksi vapaaksi matkaksi [,,r, ja se on

lmfp =vrT (516)

misséd v on elektronien terminen nopeus. Sen on oltava paljon suurempi
kuin vy, silld muutoin 7 tulisi riippuvaiseksi sihkokentésté eika viliaineella
olisi en## lineaarista Ohmin lakia. Useimmilla metalleilla vy ~ 10% m/s ja vg
yleensi alle 1072 m/s. Metalleilla I,,, fp 10~% m huoneenlimmossd, joten
7 ~ 10~ 5. Puolijohteilla relaksaatioaika voi olla kertalukua suurempi, mut-
ta joka tapauksessa sdhkovirta reagoi kdytannossé vélittomésti sihkokentéan
muutokseen. Tdmén vuoksi ennen Maxwellia kentdnmuutosvirtaa (0D/0t)
ei ollut havaittu misséén koetilanteessa.

5.1.4 Samoilla yhtil6illa on samat ratkaisut

Ohmin laki on siis rakenneyhtéls kuten E:n ja D:n vélinen yhteys. Analogia
menee pidemmaéllekin. Stationaarisen virtauksen jatkuvuusyhtdlo V -J =0
on samaa muotoa kuin V - D = 0 tai yksinkertaisen viliaineen tapauksessa
V - E = 0. Niinp4 stationaarisen sdhkévirran virtaviivat voidaan méaarittasa
ratkaisemalla Laplacen yhtédlo samoilla menetelmélla kuin edellisisséd luvuis-
sa. Ensin on etsittdva sopivat reunaehdot virrantiheydelle. Tarkastellaan esi-
merkkind johdetta, jossa on toisesta johdeaineesta koostuva pitka sylinte-
rinmuotoinen este. Kaukana sylinteristéd sihkokenttd on kohtisuorassa sylin-
terin akselia vastaan.

Merkitéén sylinteria (sisdalue) alaindeksilld ¢ ja johdetta (ulkoalue) alain-
deksilla u. Sylinterin akseli on z-akseli ja sylinterin side a. Kaukana siahko-
kenttd on vakio Fge,. Koska V - J = 0, reunaechdoksi saadaan J,, = Ji,
(vrt. sihkovuon tiheys) eli

ouwEun = 0iEin (5.17)
eli
o; ac,;ff = Uu% (5.18)
sylinterin pinnalla r = a. Toisaalta potentiaali on jatkuva, joten
pula, ) = ¢i(a,0) (5.19)

Kaukana sylinteristd virta on héiriintyméton, joten

¢ = —FEgrcosf ,kun r — oo (5.20)



66 LUKU 5. STAATTINEN MAGNEETTIKENTTA

Tehd&dén origossa ja kaukaisuudessa hyvin kayttaytyvét ratkaisuyritteet
(vrt. luku 2.9.3)

w; = Arcosf (5.21)
Bcosf
r

oy = —FEgrcosf+ (5.22)
Téssé on rohkeasti arvattu, ettéd vain cosf:aan verrannolliset termit tulevat
kyseeseen, silla ainoastaan ne kytkeytyvét ulkoiseen kenttaén. Nyt reunaeh-
dot antavat

Bcosf
Aacosf® = —FEpacosf+ o8 (5.23)
a
Bcos
oiAcos = oy (—Eg cosf) — C(;S ) (5.24)
a
Saadaan kertoimet A ja B
—20
A = “F, 5.25
0 + oy 0 ( )
B = 227 %pa? (5.26)
0 + 0y

ja ongelma on yksikésitteisesti ratkaistu.
Jos sylinteri on hyvé eriste (o; — 0), niin kaikki virta kiertdé sen, jolloin

2

Joa
Ju=J0- "5

(cosfe, +sinbeg) (5.27)

Sahkovirran virtaviivat kiertdvét esteen siististi. Ongelma on analoginen
kokoonpuristumattomassa nestevirtauksessa (V - V = 0) olevan sylinterin-
muotoisen virtausesteen kanssa. Laplacen yhtélon ratkominen on varsin yleis-
patevda menetelmi fysiikassa (Feynman lectures, osa 2, luku 12-1: ” The same
equations have the same solutions”.).

5.2 Magneettivuon tiheys - Biot’n ja Savartin laki

Magnetismin olemassaolo on tunnettu kauan, mutta sen yhteys sdhkdon
loytyi vasta vuonna 1820, kun Orsted havaitsi, ettd sihkovirta aiheuttaa
magneettikentdn. Magneettikenttd mééritelldin voimavaikutuksen kautta
samaan tapaan kuin sihkokenttd. Pian Orstedin kerrottua havainnoistaan
Ampeére julkaisi mittaustuloksensa, joiden mukaan kahden virtasilmukan,
joissa kulkee virrat I ja I, vililld vaikuttaa voima

dl dl —
Fo = @1112]{ f 2 X [dh (r23 a) (5.28)
4 c1Je2 lrg — 1|




5.2. MAGNEETTIVUON TIHEYS - BIOT’N JA SAVARTIN LAKI 67

Téma on siis virtasilmukkaan 2 vaikuttava voima (vrt. Coulombin laki). Kos-
ka Sl-yksikoissd madritellddn pg/4m = 1077 N/A2 tdmén voiman mit-
taus varsinaisesti mééarittelee ampeerin, josta saadaan coulombi ja muut
sihkoopin Sl-yksikot. Magneettivuon tiheyden Sl-yksikkoé on tesla (T =
Ns/Cm = N/Am) ja magneettivuon yksikks weber (Wb = Tm?). Koska esi-
merkiksi maapallon magneettikenttd maan pinnalla vaihtelee valilla 30000—
60000 nT, on tesla useissa sovellutuksissa varsin suuri yksikko.

Voiman lauseke voidaan kirjoittaa muodossa
FQ = I2 dlg X B(I'Q) (529)
Cc2

missé
Ho dly x (rg —rq)
=21 I St

B =
(r2) A7 " Jor |ra—1)?

(5.30)
on silmukan C1 synnyttdm# magneettikenttd (oikeammin magneettivuon
tiheys) pisteessi ra, joka on silmukassa C2. Tétd kutsutaan Biot’n ja
Savartin laiksi tai myos Ampeéren ja Laplacen laiksi (kunnia kuulunee
kaikille). Se voidaan yleistdd jatkuvalle virrantiheydelle korvaamalla I dl —
JdV ja korvaamalla lenkki-integraali tilavuusintegraalilla. Integrandi on nol-
lasta poikkeava vain alueessa, jossa J # 0, joten

o [IE) x@E-1)
B = = [ ————=dV 5.31
o = 2 f P~ (5:31)
Niin voimme laskea magneettikentén mielivaltaisesta virtajakautumasta sa-

maan tapaan kuin staattisen sihkokentdn annetusta varausjakautumasta.

Kokeellinen tosiasia on, ettd kaikki magneettikentéit voidaan antaa vir-
tajakautumien avulla. Suoraviivaisella laskulla ndhddén (HT), ettd

V-B=0 (5.32)

joka on Coulombin lain jilkeen toinen laki Maxwellin yhtéloiden joukossa
ja ilmaisee, ettd ei ole olemassa erillisid kentéin B ldhteitd tai nieluja eli
magneettisia napoja (magneettisia monopoleja). Tamé merkitsee myos sité,
ettd magneettikentén kenttéviivoilla ei ole alku- eiké loppupéété vaan kaikki
kenttaviivat sulkeutuvat.

Magneettikentidksi kutsumamme suure B on siis oikeammin magneet-
tivuon tiheys, jonka SI-yksikko tesla (T) vastaa yhden weberin (Wb) suu-
ruista magneettivuota neliometrin lapi: magneettivuo ® pinnan S lépi on

o — / B . dS (5.33)
S
Jos pinta on suljettu,

@:}{BdS:/V-BdV:O (5.34)
S |4
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Ay
& x (ry—1)
o
a
0
Y > >
<>
' dx X

Kuva 5.1: Suoran virtajohtimen aiheuttaman magneettikentédn laskeminen.

eli magneettivuo suljetun pinnan lidpi on nolla. T&ta4 voi havainnollistaa
epatdsmalliselld toteamuksella, ettd jokaisesta avaruuden alueesta ldhtee
yvhtd paljon magneettikentdn kenttéaviivoja kuin niitéd sinne tulee.

Magneettikentéin ldhteettomyys on puhtaasti kokeellinen laki eiké sille
ole mitdén teoreettista tai matemaattista valttaméattomyytta. Itse asiassa
modernit sihkoisté, heikkoa ja vahvaa vuorovaikutusta yhdistavéit yhtenais-
kenttédteoriat mahdollistavat magneettisten monopolien olemassaolon. Ne
voidaan periaatteessa ottaa klassisestikin mukaan kirjoittamalla V-B = p,,,
misséd p,, on magneettinen varaustiheys. Téhén ei kuitenkaan ole mitédin
syytd, koska emme havaitse monopolien vaikutuksia klassisen elektrody-
namiikan puitteissa.

Esimerkki. Pitkin suoran virtajohtimen aiheuttama kentti

Olkoon johdin z-akselilla ja lasketaan magneettikentti pisteessi ra y-akselilla.
Merkitéén dl = dze, ; r1 = xe, ; ro = aey, jolloin dl x (ro —r1) = adzre,.
Biot’n ja Savartin lain suoraviivainen kiytt6 antaa

+
B(rs) ol / dl x (I‘Q —ry) wol /OO adx o
Tr = _ _— = — -
2 At Jo o |ra—r3 47 (22 +a2)3/2 7°
+0oo
_ tola x _ pol
o dm | a?(a? 4 2?)1/? % T ome* (5:35)

Jos virtajohde on &érellisen mittainen, magneettikenttéd on oheisessa kuvassa
maééritellyn kulman 6 funktio

L T I b2
= FO% e 1 (“cost) (5.36)

B(ry) = -0 -
(ra) e @+ 2?12 dra
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Téssé kiytettiin karteesista koordinaatistoa, missé suunnan e, maéraé tar-
kastelupisteen paikka. Lukiosta muistetaan, ettd magneettikenttd kiertédd
suoran virtajohteen ympéri oikean kéden kiertosd&nnon mukaisesti. Kaytta-
malld sylinterikoordinaatistoa, missé positiivinen z-akseli on virran suun-
tainen ja ey on atsimutaalikoordinaatin yksikkovektori (siis eri kulma kuin
ylldolevassa kuvassa), magneettikenttéd on

B(rs) = XL, (5.37)

2ma

Esimerkki. Ympyrinmuotoisen virtasilmukan kentti ympyréin kes-
kipisteen ldpi kulkevalla akselilla

Olkoon ympyrian side a ja tarkastellaan kenttédd ympyrédn tasoa vastaan
kohtisuorassa olevalla keskipisteen kautta kulkevalla z-akselilla. Olkoon e,-
vektorin suunta virtaan ndhden oikean k&den sd&nnén mukainen. Nyt

B(I‘Q) _ /L()I/CdIX(I'Q—I‘l)

41 |I'2*I'1|3
27

ol a® df B pola®

T/ Frapr s = e %)
0

Jos ympyroitd on useampia, kuten kelassa, on jokaisen osuus summattava.

Esimerkki. Helmholtzin kela

Helmholtzin kela muodostuu kahdesta N-kertaisesta silmukasta, joiden kes-
kipisteet ovat samalla z-akselilla. Olkoot kelojen sdteet a ja etdisyys 2b.
Té&lloin kenttd z-akselilla kelojen vélissé etdisyydella z toisesta kelasta on

Npola® 1 1
B.(z) = Mg {(z2+a2)3/2+ [(Qb_z)2+a2]3/2} (5.39)

Helmholtzin keloja kéytetdin tuottamaan suhteellisen homogeeninen mag-
neettikenttd rajoitettuun alueeseen. Tdmén tapainen systeemi on Nurmijar-
ven geofysiikan observatoriossa, jonka testilaboratoriossa voidaan esimerkik-
si kumota maapallon kenttd pienessé alueessa.

Tarkastellaan magneettikentéin derivaattaa z-akselilla. Kun z = b, niin
dB,/dz = 0. Myés toinen derivaatta on nolla téssi pisteessd, jos 2b = a.
Asettamalla siis kelat niiden sdteen etiisyydelle toisistaan, on kenttd pis-
teen z = a/2 ympéristossid mahdollisimman homogeeninen. Itse asiassa kol-
maskin derivaatta hévidid ja kentdn epidhomogeenisuus ilmenee vasta Tay-
lorin sarjan neljdnnessé termisséa

(z —a/2)* d*B,
24 dz*

B.(z) = B)(a/2)+
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~ B.(a/2) l1 - % (Z . /2> ] (5.40)

5.3 Amperen laki

Tarkastellaan stationaarista virtaa, siis V-J = 0. Lasketaan magneettikentén
roottori ldhtien Biot’'n ja Savartin laista

V x B(r) = V x {Z_; /V W dV’} (5.41)

Roottori kohdistuu paikkavektoriin r. Kun se vieddén integraalin sisédén ja
kirjoitetaan ristitulot auki, niin saadaan

/

V x B(r) = X0 /V [J(r’) (v : ’ri) — I vi] AV’ (5.42)

 4n r—1/|3 v — /|3
Muistetaan kaava

r—r 5 1

joten integraalin ensimméinen termi on poJ(r).

Jilkimmaéisessd termissi voidaan r — r’:n antisymmetrisyyden vuoksi
vaihtaa derivointi tapahtuvaksi r’:n suhteen vaihtamalla merkki. Koska jil-
kimméinen termi siséltdd V:n ja (r —r’):mn vélisen dyaditulon, kisitelldén se
(r — r’):m komponentti kerrallaan. Muokataan z-komponenttia kaavalla

' —x - -
J-V’izv’(J ,)— =V J 5.44

PR =P - (5:44)
Oikean puolen jalkimmaéinen termi on nolla oletuksen V - J = 0 perusteella.
Jéljella oleva tilavuusintegraali voidaan muuttaa pintaintegraaliksi

! /
/| Ju)d /:fJu.dS/ 4
/VV < v —r'|3 v s |r—r'3 (5.45)

T&dmé&n on oltava voimassa pinnan valinnasta riippumatta, joten pinta voi-
daan siirtdd virtajakautuman ulkopuolelle eli integraalin on oltava nolla.
Sama pétee kaikille komponenteille, joten jéljelle on jédnyt Ampéren laki
differentiaalimuodossa

V x B = pupJ (5.46)

Integraalimuotoon Amperen laki saadaan kaytamailld Stokesin lausetta muo-
dossa

/VxB-ndS:j{B-dl (5.47)
S C
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joten
j{B-dl:uo/J~ndS:uol (5.48)
C S

Siis suljettua lenkkié pitkin integroitu magneettivuon tiheys on g kertaa
lenkin 1api kulkeva kokonaisvirta. Tatd tulosta kutsutaan Ampeéren kier-
tosddnnoksi (vrt. sdhkostatiikan Coulombin laki). Sen avulla voi laskea
suoraan magneettikentéin sopivissa symmetrisissi tapauksissa (esim. suora
virtajohdin tai ympyrésilmukka). Integraaleissa on muistettava, etté pinnan
S normaalivektori n méérittelee oikeakitisesti kayrdalkion dl.

Esimerkki. Kentti toroidikdimin sisdlla

Tarkastellaan toruksen ympérille kierrettyd kadmid (N kierrosta). Sisélld
kenttd on symmetriasyisti B = B(r)ey , missé ¢ on toruksen keskipistetts
kiertdva kulma ja r etéisyys toruksen keskipisteesté toruksen siséllé olevaan
pisteeseen. Sovelletaan Amperen kiertosddntod pitkin r-séteistd ympyréd
toruksen sisalla:

j{ B-dl = B(r)2nr = poNI (5.49)
C
joten
poNT
B = .
5 €6 (5.50)

Toroidin ulkopuolella magneettikentté on nolla, silld geometrian perusteella
B = B(r, z)ey ja lenkin lipéisevi virta on nolla.

5.4 Virtasilmukan magneettimomentti

Tarkastellaan virtajohdinta, joka muodostaa suljetun silmukan C'. T&ll6in
koko silmukkaan vaikuttaa voima 5.29

F :f IdlxB (5.51)
C

Kokonaisvirta ei riipu paikasta, joten se voidaan siirtdd integraalin ulko-
puolelle, samoin magneettikentti, mikéali se on vakio:

F:—IBx%dI:O (5.52)
C

Siis vakiomagneettikentéissé virtasilmukkaan vaikuttava voima on nolla.

Silmukka-alkioon vaikuttava vaantomomentti on

dr =r xdF =1Ir x (dl x B) (5.53)
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joten koko silmukalle
Tszrx(mxB) (5.54)
c

Oletetaan jélleen, ettd magneettikenttéd on vakio. Kirjoitetaan ristitulo auki
kaavalla r x (dl x B) = (r - B)dl — (r - d1)B. Télloin

T:I?{(r-B)dl—IB%r-dl (5.55)
c c
Jalkimméinen integraali muuntuu Stokesin lauseella muotoon §r - dl =

J5(V xr)-dS = 0. Ensimméinen integraali muuntuu puolestaan yleistetyll
Stokesin lauseella muotoon

fanmmz/dszyB) (5.56)
C S
Koska B on vakio, niin V(r - B) = B, joten
TzI/dSXBzI(/dS)XB:IAxB (5.57)
S S

missé pinta-alavektori S voidaan kirjoittaa yleistetyn Stokesin lauseen avulla

S:/nwzlfrxﬂ (5.58)
s 2 Jc

Tuloa IS kutsutaan silmukan C magneettimomentiksi
1
m:IS:—Iy{rxdl (5.59)
2 Jo
Téaméin avulla vaintomomentti on

T=mxB (5.60)

Siis vaikka silmukkaan ei kohdistukaan voimaa, joka kiihdyttéisi silmukkaa
kokonaisuutena, sithen kohdistuu vaantomomentti, joka pyrkii kddntdméaan
silmukan pintaa kohtisuoraan magneettikenttéis vastaan. Tata kaytetddn
hyvéksi esimerkiksi avaruusalusten asennonséitojéarjestelmissa.

5.5 Magneettikentin potentiaaliesitys

5.5.1 Vektoripotentiaali

Koska magneettikenttd on ldhteetén, V - B = 0, se voidaan ilmaista vek-
torikentén roottorina

B=VxA (5.61)
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Vektoripotentiaali A ei ole yksikésitteinen, silld olipa f miké riittdvan
siisti skalaarikenttd hyvénsd, niin V x (A +Vf) =V x A.

Vektoripotentiaali voidaan ilmaista virran avulla lihtemaéllé jélleen Biot’n
ja Savartin laista

B(r) = 42 /V de’ (5.62)

Integrandi voidaan kirjoittaa muotoon

J(') x (r —1') I XV 1

(5.63)

r— P rr]

Sovelletaan tihin kaavaa V x (fG) = fVxG—-G x V. Nyt VxJ(r') =0,
koska V ei operoi r’:uun, joten integrandiksi tulee

J(r’)x(r—r’)__ v 1 _ U« J(r")
e = XV =Y <’r_r,‘) (5.64)

V voidaan siirtdé r’:n suhteen laskettavan integraalin ulkopuolelle, joten

B(r) = V x {“0/ J(r/),| dV’} (5.65)

A7 Jy |r —r
eli )
Mo r '
Alr)="— .
(r) pm /V T dv (5.66)
Kirjoittamalla A komponenttimuodossa
Ho Ji(r/) /
Ai(r) = — d .
()= /V oV (5.67)

nihdiian, ettd komponentit A; ovat matemaattisesti samaa muotoa kuin
sihkostaattisen potentiaalin lauseke

o) = — /V P (5.68)

 dmeg Jy v — /|

joten jokaiselle komponentille erikseen ja siten koko vektorille on voimassa
Poissonin yht&lo
VA = —pod (5.69)

Koska toisaalta
o =VxB=Vx(VxA)=V(V-A)- VA (5.70)
vektoripotentiaalin on toteutettava ehto

V(V-A) =0 (5.71)
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Usein vektoripotentiaali valitaan siten, ettd V - A = 0, mik4 itse asiassa
toteutuu edellé, jos J poikkeaa nollasta vain aérellisessd alueessa.

Séhkostatiikassa skalaaripotentiaali helpottaa laskuja olennaisesti. Vek-
toripotentiaali on monimutkaisempi, mutta silti kdyttokelpoinen monessa
tilanteessa. Vektoripotentiaali on myo6s hyodyllinen sdhkémagneettisiin aal-
toihin ja séteilyyn liittyvisséd ongelmissa ja keskeinen apuviline elektrody-
namiikan teoriassa, relativistisissa tarkasteluissa ja kvanttielektrodynamii-
kassa.

5.5.2 Multipolikehitelméi

Vektoripotentiaali voidaan esittdd multipolikehitelméné samaan tapaan kuin
sahkoinen skalaaripotentiaali. Laskenta on hieman monimutkaisempaa, kos-
ka kyseessé on vektorifunktio. Oletetaan nyt yleinen divergenssiton virran-
tiheys J, joka poikkeaa nollasta vain &é&rellisessd tilavuudessa V.

Koska vektoripotentiaalin integraaliesitys on samaa muotoa kuin sahkoi-
sen skalaaripotentiaalin, voidaan suoraan kirjoittaa vektoripotentiaalin kom-
ponentille A4,

1
Ar) = 2o (2 / Ji(r) dv' + = /r'Jl(r) dv' + ) (5.72)
AT “r T
Integraalien laskemiseksi kéytetdéin seuraavaa aputulosta:
V-(fgd)=fI-Vg+9J-Vf (5.73)

missd f ja g ovat vapaasti valittavia funktioita. Téasséd kdytettiin myos ole-
tusta V - J = 0. Integroimalla tilavuuden V' yli saadaan

/(fJ~Vg+gJ-Vf):O (5.74)

(V - (fgJ):m siséltiva integraali voidaan ulottaa yli koko avaruuden, kos-
ka alueen V ulkopuolella virrantiheys on nolla. Muunnos pintaintegraaliksi
antaa silloin nollan.)

Integroitaessa multipolikehitelmén ensimmaéistd termié valitaan yksin-
kertaisesti f = 1 ja g = 2y, jolloin [J dV = 0 eli monopolitermié ei mag-
neettikentén tapauksessa ole.

Seuraava eli dipolitermi késitellddan valitsemalla f = x;, g = x,,, jolloin
! 1 I !
r- /r’Jl av'’ = xn/mn Jy dV' = —5%n /(mlJn —x,J;) dV’ (5.75)

missd summataan kahdesti esiintyvén indeksin n yli ja kéytettiin kaavaa
5.74. Integrandi muistuttaa vektoritulon komponenttia, ja pienen tarkastelun
jalkeen huomataan, etté

1
r- /r’Jl av’ = —gqnp:nn/(r' x J(r')), dV’ (5.76)
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missé €, on permutaatiosymboli ja summaus on nyt my6s yli indeksin p.
Lauseke sieventyy muotoon

r- /r’Jl dv’ = —%(r X /r’ x J(x') dV'); = (m x 1), (5.77)

missd m on virtajirjestelmén magneettimomentti.
Vektoripotentiaalin multipolikehitelmén johtava termi on siis

fom X T

A(r) = .
(r) = 222 (5.78)
Magneettivuon tiheys saadaan laskemalla tdmén roottori (HT):
B(r) = VXA(I’):Z—;VX <m><rig>
po [3(m-r)r m]
= L2 Ur = 5.79
A7 [ 7o 73 ( )

Kaukaa katsottaessa ainoastaan systeemin magneettinen momentti vaikut-
taa magneettikenttddin. Tamé on muodoltaan samanlainen kuin sdhkoisen
dipolin aiheuttama sdhkokentta 2.36. Tadmén vuoksi magneettista moment-
tia kutsutaan usein magneettiseksi dipolimomentiksi.

5.5.3 Magneettikentin skalaaripotentiaali

Alueissa, joissa J = 0, magneettikenttd on pyorteeton V x B = 0, joten
néissé alueissa se voidaan ilmaista myos magneettisen skalaaripotenti-
aalin ¢y avulla

B =—puoVy (5.80)

Koska toisaalta aina V-B = 0, skalaaripotentiaali toteuttaa Laplacen yht&lon
Vi) =0 (5.81)
joten sihkostatiikasta tuttuja apuneuvoja voi soveltaa magnetostatiikan on-

gelmiin, kunhan ollaan huolellisia erilaisten reunaehtojen kanssa.

Koska etdilld olevan virtasilmukan luoma magneettikenttd on matemaat-
tisesti samaa muotoa kuin sdhkddipolin kenttéd, voidaan magneettinen ska-
laaripotentiaali ilmaista magneettisen dipolimomentin avulla. Koska

m-r
B—_ 82
no¥ (s ) (55
niin 1
p=—Tr (5.83)

4 3
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L0
B

Kuva 5.2: Virtasilmukan muodostaminen pienistd silmukoista. Nettovirtaa
kulkee vain ison silmukan ulkoreunalla.

Erona séhkostatiikkaan magneettinen skalaaripotentiaali on paikan yksiar-
voinen funktio ainoastaan yhdesti yhtenéisissé alueissa. Tarkastellaan esi-
merkkind aluetta, jossa on virtasilmukka. Nyt dipolitarkastelu ei kdy suo-
raan péinsd. Virtasilmukan voidaan kuitenkin ajatella koostuvan monesta
differentiaalisesta silmukasta, jotka muodostavat tihedn silmukan sulkeman
pinnan peittdvén verkon (kuva 5.2).

Verkon vierekkéisten elementtien virrat kumoavat toisensa, joten koko-
naisvirta on sama kuin silmukkaa kiertdva virta. Kukin silmukka tuottaa
ulkopuolelleen skalaaripotentiaalielementin
_dm-r (IndS)-r

I
dy = = = ——dQ .84
v 473 4dr3 A7 (5.84)

missé df) on differentiaalisen silmukan avaruuskulmaelementti. Integroimalla
kaikkien pikkusilmukoiden yli saadaan

1
=——20 5.85
b=-1 (5.85)
missé € on silmukan peittdmé avaruuskulma katsottaessa pisteesté, jossa
lasketaan (tdmé selittdéd ylldolevan miinusmerkin!). Kuljettaessa silmukan
lépi ja tultaessa takaisin samaan tarkastelupisteeseen kasvaa avaruuskulma
tekijalla 47, joten potentiaali ei ole yksiké&sitteinen, vaan

x

Y= ym (Qo £ ndn) (5.86)
Alueesta saadaan yhdesti yhtendinen asettamalla tarkastelualueen rajapin-

naksi jokin silmukan reunakéyréin rajoittama pinta.

Helppo esimerkki tilanteesta, jossa skalaaripotentiaali ei ole paikan yk-
siarvoinen funktio, on &érettomén pitkd suora virtajohdin. Jos johdin on
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z-akselilla, niin sylinterikoordinaateissa skalaaripotentiaaliksi kelpaa ¢ =

—1¢/(2m), jolle ¢(¢) # (¢ + 2m).

Magneettinen skalaaripotentiaali eroaa sdhkoisesté siiné, etté jalkimmaéi-
sella on selva fysikaalinen tulkinta: se antaa varauksellisen hiukkasen poten-
tiaalienergian sihkostaattisessa kentésséd. Magneettikentéssé téllaista tulkin-
taa ei ole.

5.6 Lorentzin voima

Tarkastellaan lopuksi varauksellisten hiukkasten vélisid magneettisia vuoro-
vaikutuksia. Palautetaan mieleen origossa olevan varauksen ¢; pisteessd r
olevaan varaukseen ¢ aiheuttama Coulombin voima

_ 1 aur
© dmey 12 r

F

(5.87)

Téssd molemmat varaukset ovat levossa. Jos varaukset liikkkuvat vakiono-
peuksilla v ja v, aiheuttaa varaus q; varaukseen ¢ magneettisen voiman

aq r
F,, = Z_;T_;v x <v1 x ;> (5.88)

T&amén voi padtelld soveltamalla kahden virtasilmukan vélistd magneettista
voimaa 5.28 infinitesimaalisille virta-alkioille. Laki on luonnollisesti my6s
kokeellisesti todennettavissa.

Magneettinen voima voidaan myos lausua muodossa (vrt. virtasilmukat)
F.=qvxB (5.89)
misséd B on magneettivuon tiheys

_ Hon r
B =" 5vix (5.90)

Superpositioperiaate pitee myos magneettikentéin tapauksessa.

Yhteenlaskettua sihkoisté ja magneettista voimaa
F=¢gE+vxB) (5.91)

kutsutaan Lorentzin voimaksi. Lauseke on voimassa myos ajasta riip-
puville kentille. Magneettinen voima on aina kohtisuorassa hiukkasen no-
peutta vastaan, joten v - Fy, = 0. Se ei siis tee tyotd varattuun hiukkaseen.
Jos halutaan kiihdyttdd varauksia, tarvitaan aina sdhkokenttéd, vaikka se
luotaisiinkin muuttuvan magneettikentdn avulla.
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Kuva 5.3: Rikkooko elektrodynamiikka liikem&éran sédilymislakia?

Koskan egpo = 1/c?, niin

F, = 10V, (Vl x r) (5.92)

dmeg 12 C c T

Verrataan magneettista ja sidhkoistd voimaa toisiinsa:

F,, RN

< —-—= 5.93

F, " cec ( )
Tavallisilla nopeuksilla liikkuville varauksille sdhkoiset voimat ovat paljon
voimakkaampia kuin magneettiset voimat. Magneettiset voimat eivét kuiten-
kaan ole merkityksettomia, silld vaikka aine on yleenséd sdhkodisesti neut-
raalia, se saattaa olla voimakkaasti magnetoitunutta.

Lopuksi esitetdén ongelma, johon palataan luvussa 9 (kuva 5.3). Kaksi
samanmerkkistd varausta (q1 ja g2) liikkkuu hetkellisesti negatiivisten - ja
y-akselien suuntaan. Hiukkasten vélilld on sihkodinen poistovoima F.. Va-
rauksen ¢; aiheuttama magneettikentti varauksen ¢o kohdalla osoittaa sivun
siséén ja magneettinen voima F,, oikealle. Vastaavasti varauksen go aiheut-
tama magneettikenttd varauksen ¢; kohdalla osoittaa sivulta ulospéin ja
magneettinen voima ylospéin. Siispa varauksen ¢; varaukseen gs kohdistama
sihkomagneettinen kokonaisvoima ei ole vastakkaissuuntainen varauksen ¢o
varaukseen ¢; kohdistamaan voimaan. Onko siis jouduttu ristiriitaan New-
tonin kolmannen lain kanssa ja sité tieté ristiriitaan liitkemé&arén sdilymislain
kanssa!?



