Luku 9

Maxwellin yhtalot

Nyt meilld on koossa elektrodynamiikan peruspilarit silld tasolla, jolla ne
tunnettiin 1860-luvun alussa. Maxwell huomasi yhtéloissa piilevén teoreet-
tisen ongelman: Mité tapahtuu, jos varaustiheys ja siten séhkokenttd muut-
tuvat ajallisesti? Amperen laki on voimassa vain staattiselle systeemille ja
ottamalla siitd divergenssi V - (V x H) = V - J nidhdéén, ettd V- J = 0.
Varaustiheyden muuttuessa ajallisesti pitédisi kuitenkin jatkuvuusyhtilon
dp/Ot +V - J = 0 olla voimassa.

9.1 Siirrosvirta

Kuvan 9.1 mukaisessa ajatuskokeessa varataan kondensaattoria séhkovirralla
1. Amperen lain mukaan

]{H-dlz JondS=1I (9.1)
C S1

kondensaattorilevyt

Kuva 9.1: Amperen laki varattaessa kondensaattoria
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missé Sy on pinta, jonka ldpi virta I kulkee. Nyt kuitenkaan mikéén ei sano,
misséd silmukan C' rajoittaman yhdesti yhtenéisen pinnan tulisi olla. Pinnaksi
voidaan valita myos kondensaattorin levyjen vélisen alueen kautta piirretty
pinta Ss, joka ei leikkaa virtaa missédén ja

fH-dl: J-ndS =0 9.2)
C Sa

Molemmat integraalit on laskettu matemaattisesti oikein, joten ongelman
taytyy olla puutteellisesti ymmérretyssé fysiikassa. Ratkaisu on siiné, ettd
virta I tuo varausta kondensaattorin levylle eikd varaus poistu systeemisté
samaan tahtiin. Virralla on siis divergenssié pintojen S ja Se rajaamassa
tilavuudessa.

Tarkastellaan ongelmaa differentiaalimuodossa lihtien varauksen jatku-
vuusyhtalosta

op
VIt =0 (9.3)

Varaustiheys voidaan ilmaista Gaussin lain avulla
V-D=p (9.4)

joten jatkuvuusyht&ld voidaan kirjoittaa muotoon

v(ui)—?):o (9.5)

Maxwellin oivallus oli korvata virrantiheys Amperen laissa ylldolevalla sulku-
lausekkeella ja tuloksena oli neljds Maxwellin laeista
oD
VxH=J+ — 9.6
+ 5 (9.6)
jota voi hyvilla syylld kutsua Amperen ja Maxwellin laiksi. Termid 0D /0t
kutsutaan kentdnmuutosvirraksi, kenttéavirraksi tai siirrosvirraksi.

Maxwellin idea siirrosvirrasta oli puhtaasti teoreettinen, silla sen vaiku-
tus on niin pieni, ettd mikain tuolloinen mittaus ei ollut ristiriidassa Ampe-
ren lain kanssa. Siirrosvirta alkaa olla verrattavissa johtavuusvirtaan vasta,
kun we/o > 0.01 eli johteiden tapauksessa taajuuksien on oltava erittéin kor-
keita. Eristeissd tilanne on toinen ja jo tavallisessa 50 Hz vaihtovirtapiirissa
olevan kondensaattorin ldpi kulkeva virta on siirrosvirtaa. Kondensaattorin
siséistd virtaa ei tosin useinkaan tarvitse tarkastella virtapiirianalyysissa,
kuten RLC-piirid koskeneessa esimerkissé.

Koska siirrosvirta tulee nékyviin vasta suurilla taajuuksilla, se liittyy
sihkomagneettiseen aaltoliikkeeseen luonnollisella tavalla. Heinrich Hertz
todensi vuonna 1888 siirrosvirran olemassaolon tutkiessaan sihkémagneetti-
sia aaltoja. Témén jalkeen myts Maxwellin alunperin teoreettinen oivallus
sai kokeellisen perustan.
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Varauksen jatkuvuusyhtild seuraa nyt Amperen ja Maxwellin laista
yhdessd Gaussin lain kanssa, joten sitéd ei tarvitse ottaa mukaan erillisend
yhtalond. Tamé ei kuitenkaan tarkoita, ettd varauksen siilymislaki seu-
raisi Maxwellin yhtéloistd, vaan sitéd, ettd annetussa tilavuudessa varauk-
sen ajallinen muutos kompensoituu alueeseen tulevalla tai siitd poistuvalla
sdhkovirralla, koska varaus siilyy!

9.2 Maxwellin yhtilot

Nyt meilld on koossa koko Maxwellin yhtéléiden ryhmé

V-D = p
V-B = 0
0B
E = -2 .
V x 5 (9.7)
oD
H = i
V x J+6t

Téssé lahdetermeinéd ovat ulkoiset (”vapaat”) varaukset p ja ulkoiset
(?vapaat”) virrat J. Sidotut varaukset ja virrat on kétketty kenttiin D
ja H. Mikéli kyseessé on tyhjod monimutkaisempi véliaine, tarvitaan lisiksi
rakenneyhtilot D = D(E,B), H=H(E,B) ja J = J(E, B).

Yhtéaloryhmé 9.7 ei kuitenkaan ole sen yleisempi tai rajoitetumpi kuin
luvussa 1 esitetty ”tyhjomuodossa” kirjoitettu yhtéaloryhma

V-E = p/e
vV-B =0
0B
OE
VxB = puodJ+ poco—-

ot

misséd p ja J kuvaavat kaikkia varauksia ja virtoja. Esitysmuoto 9.7 on
joitain merkintoja vaille sama, jossa Maxwell itse esitti yhtélonsd. Muo-
toa 9.8 voi kuitenkin pitdd jossain mielessd perustavampana, koska se ei
ota mitddn kantaa mahdollisen viliaineen sdhkdisiin tai magneettisiin omi-
naisuuksiin.

Vaikka usein puhutaan neljastd Maxwellin yhtélostd, yhtaloryhméssé 9.8
on kuitenkin 8 yhtiloa (2 skalaariyhtélod ja 6 vektoriyhtéloiden komponent-
tia). Yhtéloryhmé on lineaarinen, joten ratkaisuille pitee yhteenlaskupe-
riaate. Mikéli ldhdetermit p ja J tunnetaan, on jiljelld 6 tuntematonta ja
yhtéloéryhmé riittdd mainiosti E:n ja B:n mé&irddmiseen. Jos kuitenkin et-
sitdén itsekonsistentteja ratkaisuja, tuntemattomia on 10 kpl (E, B, J ja p),
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joten systeemistd tarvitaan lisdtietoa. Sellaiseksi kelpaa esimerkiksi Ohmin
laki (J = oE). Kuten aina differentiaaliyhtéloitéd ratkottaessa, myos reu-
naehdot tiytyy méaarittda oikein.

9.3 Siahkomagneettinen kentti rajapinnalla

Luvuissa 3 ja 6 késiteltiin staattisten sidhko- ja magneettikenttien reunaeh-
toja kahden aineen rajapinnalla. Magneettivuon tiheydelle saatiin yht&alosta
V - B = 0 normaalikomponentin jatkuvuusehto

Bip = Ban (9.9)

Tamé patee myos ajasta riippuvassa kentéssa.

Tarkastellaan sitten sdhkokentédn tangentiaalikomponenttia. Sahkostaat-
tisen yhtédlon V x E = 0 sijasta on kéytettdva Faradayn lakia
0B

VxE=-"" (9.10)

Tehd&ddn samanlainen suorakulmainen silmukka kuin luvussa 3 ja integroi-
daan Faradayn laki silmukan sulkeman pinnan yli
0B
/VxE-ndS:— — -ndS (9.11)
S s Ot
Sovelletaan Stokesin teoreemaa lausekkeen vasemmalle puolelle ja suorite-
taan viivaintegraalit:
, , 0B
lE — B9y + hi By + hoFEoy, — hlEln — h2E2n = — E -ndS (9.12)
S
missd [ on silmukan pituus rajapinnan suunnassa, h; ja hg ovat silmukan
etéisyydet rajapinnasta kummankin véliaineen puolella ja E;, ja El, ottavat
huomioon, ettd sihkdkentidn normaalikomponentit saattavat poiketa toisis-
taan silmukan eri péissi. Kun silmukan korkeus litistetdan havidvin pienek-
si, havidvat sahkokentdn normaalikomponentteja sisdltdvit termit ja samoin
yhtélon oikea puoli, jos 0B /0t pysyy &érellisené. Lopullisesta yhtélostd jad
jaljelle sama jatkuvuusehto kuin sdhkostatiikassa

Ev = Ey (9.13)

Séhkovuon tiheyden normaalikomponentin reunaehto on monimutkaisempi,
koska nyt pintavaraustiheys voi muuttua. Sekaannusten valttdmiseksi merk-
itddn johtavuutta o:lla ja pintavaraustiheyttd og:1la. Yhtélosta V- D = p
saadaan pillerirasialla samannékoinen tulos kuin sdhkostatiikassa

Dgn - Dln —= 0 (914)
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missd D, = D -n ja pinnan normaalivektori n osoittaa aineesta 1 aineeseen
2. Toisaalta varaustiheyden muutosta kontrolloi jatkuvuusyhtilo

dp
V- J=—-— 9.15
T (9.15)
josta seuraa analogisesti
Jog
n — JIn = T 5, 1
Ja J1 5 (9.16)

Sovelletaan tatéa yksinkertaiseen aaltoliikkeeseen eli oletetaan séhkoken-
tén olevan muotoa E(t) = Ege ™! Tillsin voidaan korvata 0/0t — —iw.
Olettamalla lineaarinen véliaine ja kiyttdmalld rakenneyhtéloitda D = €E ja
J = oE voidaan D,:n ja J,:n reunaehdot kirjoittaa yhtéloparina

62E2n—61E1n = Og
UgEQn—UlEln = ’iWUs (9.17)

Jos pintavaraustiheys hividd, on oltava €1/01 = €2/09, miki voidaan saada
aikaan valitsemalla sopivat véliaineet. Yleisesti o, ei hdvié, joten se voidaan
ratkaista yhtédloparista ja sdéhkokentédn normaalikomponentille saadaan

02

(q + iﬂ> By, = (62 + i—) Eop, (9.18)
w w

Tarkasteltaessa H-vektorin tangentiaalikomponenttia taytyy kentdnmuu-

tosvirta huomioida 5D

Tangentiaalikomponentin reunehto 16ytyy jilleen suorakulmaisesta silmukas-
ta. Samoin kuin Faradayn laissa oletettiin 0B /0t:n pysyvén dérellisend sil-
mukkaa kutistettaessa, nyt pidetddn 0D /0t dérellisend ja jiljelle jad mag-
netostatiikasta tuttu reunaehto

n x (Hg — Hl) =K (920)

missé K on pintavirran tiheys ja pinnan normaalivektori n osoittaa alueesta
1 alueeseen 2. Pintavirran tiheys on nolla, jos véliaineen johtavuus on &dérel-
linen. Siis ellei véliaineen johtavuus ole d&dreton, magneettikentédn tangenti-
aalikomponentti on jatkuva.

Tarkastellaan lopuksi tilannetta, jossa viliaineen 2 johtavuus on déreton.
Amperen ja Maxwellin laki viliaineelle 2 on

D
VxHy=Jy+ % (9.21)
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Olettamalla harmoninen aikariippuvuus e =™ ja kiyttamslld rakenneyht#loi-

td saadaan

1
Ey=——VxH, (9.22)
09 — 1WEQ

Jos V x Hjy on rajoitettu, niin ehto o9 — oo edellyttia, ettd Eg = 0. Olet-
taen myos Ha:n aikariippuvuus harmoniseksi Faradayn laki ja lineaarinen
rakenneyhtélo B = pH antavat

1

H, = -
iwpiy

V x EQ (923)

ja siten myos Ho havida. Tama kaikki tarkoittaa sité, ettd sihkomagneettinen
aalto ei etene dérettoméan hyvédn johteeseen.

9.4 Sihkomagneettinen energia ja liikkemaira

Periaatteessa koko elektrodynamiikka on nyt hallinnassa. Kurssin alkuosassa
tuli kuitenkin esille ongelmia litkemé&iran ja liitkema&ramomentin sdilymisla-
kien kanssa. Samoin jii epéselviksi, mille oliolle esimerkiksi sihkostaattinen
energia oikein kuuluu.

9.4.1 Poyntingin teoreema: energian sidilyminen

Tarkastellaan aluksi yksittédistd sahkomagneettisessa kentéssé liikkuvaa va-
rauksellista hiukkasta. Siithen vaikuttaa Lorentzin voima F = ¢(E + v x B).
Mekaniikassa on opittu, ettd voima tekee tyota teholla F - v, joten hiukkasen
mekaanisen energian muutosnopeuden méaardad sihkokentté, koska magneet-
tikentta ei tee tyotéas:

dWmek

dt

Muita kuin séhkémagneettisia voimia ei tissd yhteydessid oteta huomioon.

Yleistys jatkuvalle virrantiheydelle alueessa V' antaa hiukkassysteemin me-
kaanisen energian muutosnopeudeksi

=qv-E (9.24)

AWine
b :/ J.-EdV (9.25)
dt %

Aletaan muokata pistetuloa J - E kiyttiden Maxwellin yht&loita véliaine-
muodossa. Amperen ja Maxwellin laki antaa

J~E:E-V><H—E-aa—]3 (9.26)
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Oikean puolen ensimméinen termi houkuttelee kiyttdmain tulon derivoimis-
kaavaa V- (ExH) =H-V x E—E -V x H, josta Faradayn lakia kéyttiden
tulee

B
V~(E><H):—H-aa—t—E-V><H (9.27)
T&dhén mennessé on siis saatu
oD 0B
J-E=-V- (ExH)-(E-— +H - — 9.28
(B xH) - & 3 +H-0) (9.25)
Oletetaan nyt, etti viliaine on yksinkertaista (LIH), jolloin
0,1 1

-E=-V.- (ExH)-—(=D-E+-B-H 2

J V- (E x H) 8t(2 +2 ) (9.29)

Statiikassa opitun perusteella on luonnollista tulkita, etté jalkimmaéaisen sul-
kulausekkeen sisdlld on sahkémagneettisen kentéin energiatiheys

1 1
Kun vield méaéritelliin Poyntingin vektori
S=ExH (9.31)
saadaan Poyntingin teoreema differentiaalimuodossa jatkuvuusyhtilona
0
7g;mﬂtv-sz—J-E (9.32)

Tulkintaa helpottaa vertailu varauksen jatkuvuusyhtiloon 0p/ot+V-J = 0,
joka seuraa varauksen siilymislaista. Poyntingin teoreema on siis hiukkasten
ja kentéin muodostaman systeemin energian siilymislaki. Ndhddan myos,
ettd hyvalld syylla sihkomagneettista kenttdd voidaan pitédé itsendisend fysi-
kaalisena oliona. Témé tulkinta vahvistuu muiden séilymislakien yhteydessa.
Termi J - E ilmaisee sen, ettd kenttd ja hiukkaset voivat vaihtaa energiaa
kesken&in.

Integroimalla jatkuvuusyht&ld alueen V' yli ja kdyttamalla divergenssi-
teoreemaa saadaan Poyntingin teoreema havainnolliseen integraalimuotoon

i(Wmek + Wem) = — S-dA (9.33)
dt oV
Téamén perusteella voidaan kvalitatiivisesti ajatella, ettd Poyntingin vek-
tori "kuljettaa energiaa” (yksikkoé on .J/(m?s) eli energiavuon yksikks).
Téllainen tulkinta johtaa kuitenkin erikoiselta vaikuttaviin tilanteisiin yksin-

kertaisissakin esimerkeissé, kuten tasavirtajohtimessa.

FEi ole itsestéddn selvéd, ettd Poyntingin vektorin ”oikea” lauseke on 9.31.
Poyntingin teoreeman differentiaalimuodon perusteella vektoriin S voitaisiin
lisété roottorikenttd. Monimutkaisempiakin muunnelmia on olemassa, mutta
silloin my6s energiatiheyden lauseketta on muutettava. Oleellista on, etté
energian séilymislain muoto ei muutu. Pohjimmiltaan kyse on siité, ettei
sihkomagneettisen kentéin energiaa voida paikallistaa.
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9.4.2 Maxwellin jannitystensori

Palataan kuvan 5.3 tilanteeseen: rikkooko elektrodynamiikka liikemé&dran
siilymislakia? Vastaus on kielteinen. Ratkaisu on siind, ettd SM-kentélla
on energian lisdksi lilkem&&ris. Siilyvd suure on hiukkasten ja kenttien
yhteenlaskettu liikemé&#rd. Témén ndkemiseksi on tarkastellaan Maxwellin
jannitystensoria ajasta riippuvassa tilanteessa.

Oletetaan véliaine tyhjon kaltaiseksi. Kaikkien tilavuudessa V' olevien
hiukkasten liikkemé&édrien summa p,,.; noudattaa Newtonin toista lakia

d me
) ’f:/p(E+va)dV=/(pE+JxB)dV (9.34)
dt v 1%

joten voimatiheys on
f=pE+JxB (9.35)

Eliminoidaan p ja J Maxwellin yhtél6iden avulla, jolloin

£ = (V- E)E + (iv <B— eoa—E) «B (9.36)
o ot
Nyt
OE 0
EXB:a(EXB)—FEX(VXE) (9.37)

missé viimeisessa termissé on kéaytetty Faradayn lakia. Voimatiheys on siten

_ LB X (VxB) - (B x B) (9.38)

f=ol(V-E)E-Ex (VxE) - - ot

Lauseke saadaan symmetrisemmiksi lisaamélld termi (V - B)B/po, joka on
aina nolla. Kenttien roottorilausekkeet voi kirjoittaa auki kaavalla (HT)

Ex (VXE) = %V(EZ) —(E-V)E (9.39)

ja samoin B:lle. Ndin voimatiheys on saadaan muotoon

1

Ho
1 1 0

— V(e E? B2> — e~ (ExB 9.40
5V (0B + B — oz (B < B) (9.40)

f = ¢[(V-E)E+ (E-V)E]+ —[V-B)B+ (B-V)B]

Tamé siistiytyy méarittelemilla Maxwellin jinnitystensori 7:

1 1 1
7;]' = € (EiEj — §6ijE2) + @ (BZ'BJ' - §5ijBQ> (9,41)
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Tensorin 7 divergenssi on vektori, jonka komponentit ovat
1
(V-T), = e [(v "E)E; + (E-V)E; - §vjE2]

1 1
+ — {(v ‘B)B; + (B-V)B; — §vj32} (9.42)
Ho

Namé ovat Poyntingin vektorin aikaderivaattaa vaille voimatiheyden kom-

ponentit, joten

0S
f=V.-7-— — 4
AV €0 L0 N (9.43)

Integroidaan tdmaé tilavuuden V yli ja kirjoitetaan jdnnitystensorista riip-
puva osa pintaintegraaliksi. T&ll6in kokonaisvoima on

F = T-nda—eouoi/ Sdv (9.44)
ov dt Jv

Staattisessa tilanteessa sihkomagneettinen kokonaisvoima méaraytyy janni-

tystensorista pelkdstdin tarkasteltavan alueen reunalla. Siis 7 laskettuna

alueen reunalla jotenkin pitéé siséllaén voimien kannalta olennaisen tiedon

kentistd koko alueessa.

Voimien laskeminen jénnitystensorista ei rajoitu elektrodynamiikkaan.
Mekaniikasta tuttu energia-impulssitensori on formaalisti samanlainen otus,
yleinen suhteellisuusteoria formuloidaan Einsteinin tensorin avulla jne.

9.4.3 Liikeméaéirén ja liikem&dardmomentin siilyminen

Palataan sitten liikemé&dran sédilymiseen. Newtonin toisen lain mukaan hiuk-
kaseen vaikuttava voima on yhté suuri kuin sen litkemé&érin aikaderivaatta

_ dpmek
dt

F (9.45)

missi alaindeksi mek viittaa mekaaniseen liiketilan muutokseen. Toisaalta

dpmek _
dt %

d
7 -nda — eo,uo—/ Sdv (9.46)
dt Jv

T&amén voi tulkita samaan tapaan kuin Poyntingin teoreeman. Oikean puolen
ensimmainen termi kertoo litkema#ran virtauksen aikayksikossé pinnan 9V
lépi ja jilkimmaé&inen termi puolestaan kenttiin kertyneen litkemé&érin muu-
toksen. Siis sihkémagneettisen kentan liikkem#iri on

Pem = GUHO/ SdV (947)
|4

Yhteenlasketun sihkomagneettisen ja mekaanisen liikemé&rin muutos vas-
taa tarkastelualueeseen kenttien mukanaan tuomaa liitkemé&araa.
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Olkoon Py, mekaaninen litkem#aratiheys. Méaaritellian vastaavasti SM-
kentén liikemaaritiheys

ﬁem = 60#08 (948)
Té&ll6in liikkemédrdn sédilyminen voidaan ilmaista differentiaalimuodossa
0. .
&(pmek +pem) =V-7 (949)

Todetaan vield lopuksi, ettd sihkomagneettisella kent&lla on myos liikemaé-
rdmomenttia eli impulssimomenttia. Sen tiheys mééritelldan

~

lem =T X ﬁem = €guor X S (950)

Myo6s kokonaisimpulssimomentti on séilyvé suure.

9.5 Aaltoyhtilo ja kenttien ldhteet

9.5.1 Aaltoyhtilo tyhjossa

Siirrosvirtatermin ansiosta Maxwellin yhtél6illa on ratkaisunaan sihko-
magneettinen aaltoliike. Tarkastellaan tilannetta ensiksi tyhjossi (p = 0,
J = 0). Ottamalla roottori Amperen ja Maxwellin laista saadaan
I(V x E) 0°B
VXxVxB= = = =
ot 5, 01053
josta kirjoittamalla vasemman puolen roottorit auki ja kayttamalld mag-
neettikentén ldhteettomyyttd saadaan aaltoyhtélo

(9.51)

0°B

VB - -5
01053

=0 (9.52)
Ottamalla puolestaan roottori Faradayn laista ja huomioimalla, ettd myos-
kédn sidhkokentilld ei ole tyhjossd ldhteitd, saadaan sdhkokentille sama
yhtalo

O’E
o2
Tallainen aalto etenee nopeudella ¢ = 1/, /€ypug eli valon nopeudella.

V2E — eopo =0 (9.53)

9.5.2 Potentiaaliesitys

Tarkastellaan seuraavaksi Maxwellin yhtéloiden ratkaisemista olettamalla
kenttien ldhteet p ja J tunnetuiksi. Esitetddn tarkastelu tyhjonkaltaisessa
véliaineessa (€g, po) kentille E ja B. Siirtyminen lineaariseen viliaineeseen
on suoraviivaista.
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Ongelmaa on tehokkainta ldhestyé kayttdmalld kenttien skalaari- ja vek-
toripotentiaaleja ¢ ja A. Yhtélostd V - B = 0 seuraa, ettd magneettivuon
tiheys voidaan esittdd muodossa B = V x A. Sijoittamalla tdmé Faradayn
lakiin saadaan

d
VxE+ 5 VxA=0 (9.54)

Fysikaalisen siisteille kentille aika- ja paikkaderivaattojen jérjestyksen voi
vaihtaa, joten

0A

eli voidaan kirjoittaa E + 0A /0t = —V . Sahkokenttd on siis muotoa

E=-Vp- e (9.56)
eli sdéhkdstaattisen potentiaalin lisdksi Faradayn laki tuo vektoripotentiaalin
aikamuutoksesta johtuvan osuuden sahkokenttédan. Néin kenttien kuusi kom-
ponenttia on ilmaistu neljin muuttujan (¢, A) avulla. Tdhéin on tarvittu
nelja Maxwellin yhtaléiden kahdeksasta skalaarikomponentista, joten jéljelld
on nelja yhtdlod neljéan tuntemattoman ratkaisemiseen. Coulombin ja Ampe-
ren ja Maxwellin lait saadaan muotoon

o(V-A
V2, + (at) — —p/e; (9.57)
5 1 0°A 1 9p

Saatu yhtéloryhma ndyttdd pahemmalta kuin alkuperédiset Maxwellin yhté-
16t, mutta sille 16ytyy kétevid ratkaisumenetelmié.

Koska kentdt B ja E muodostuvat potentiaalien derivaatoista, voidaan
potentiaaleihin lisétéd sellaisia tekijoitd, jotka katoavat derivoitaessa. On
helppo ndhdé, ettd seuraava muunnos ei vaikuta kenttiin:

A — A=A+VU (9.59)
o — ¢ =¢p—0V/0t (9.60)

Niitd mittamuunnoksia kisitellaan tarkemmin luvussa 9.6.

Yksi tapa sailyttdd alkuperéiset kentét on edellyttéa, etté

1 0y
V- A+—5—-—=-=0 9.61
* c? ot (9.61)
Téta kutsutaan Lorenzin mittaehdoksi ja kyseistd mittaa Lorenzin mi-

taksi. T4lloin jaljelld olevat yhtélot yksinkertaistuvat epihomogeenisiksi
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aaltoyhtiloiksi
1 92
, 107

joille tunnetaan yleisid ratkaisumenetelmis. Historiallinen huomautus: ky-
seessé on todellakin Lorenzin mitta eikd Lorentzin mitta. Lorenz oli tans-
kalainen ja Lorentz hollantilainen fyysikko.

9.5.3 Viivistyneet potentiaalit

Edelld on 16ydetty itse asiassa neljéa karteesisissa koordinaateissa toisistaan
riippumatonta skalaariyhtéloéd, joten ratkaisumenetelmén kannalta riittéa
tarkastella yhtélod ¢:lle. Staattisen kentédn tapauksessa kyseessd olisi tuttu
Poissonin yhtélo, jonka ratkaisuja ovat Laplacen yhtélon yleiset ratkaisut
seké jokin Poissonin yhtélon erikoisratkaisu.

Ratkaistaan aaltoyhtdlo ensin yhdelle varaukselle, joka on sijoitettu ori-
goon. T4lléin homogeeninen aaltoyhtélo

1 62

patee kaikkialla muualla kuin origossa. Koska tilanne on pallosymmetrinen,
© = p(r) ja homogeeninen aaltoyht#lo voidaan kirjoittaa pallokoordinaatis-

tossa 82( ) 82( )
7Y 1 TP
_ =0 9.65
Or? 2 Ot? ( )
Talla on tutut +r-suuntiin eteneviat ratkaisut
ro = f(r—ct)+ g(r+ct) (9.66)

Naista f(r — ct) etenee poispiin varauksesta ja g(r+ ct) etenee kohti varaus-
ta. Koska haluamme ymmaértas varauksen vaikutusta ympéristoonsa, riittaa
tarkastella ratkaisua f.

On siis 16ydetty homogeeniselle aaltoyhtélolle pallosymmetrinen ratkaisu

o= M (9.67)

ja nyt méaritetdan funktion f muoto. Staattisessa tapauksessa potentiaali

on
— (9.68)

- Adweor
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ja nyt ilmeisesti ¢ = ¢(t). Kirjoitetaan f ajan funktiona f(t — r/c), missi
vakio —c on upotettu méarattiavain funktioon itseenséd. Néin ollen ajan-
hetkelld ¢t — r/c on voimassa

q(t —r/c)

t— = 9.69
fle=rje) = TL (9.69)
ja yksittaisen varauksen epahomogeenisella aaltoyhtélolla on ratkaisu
t —
olr, 1) = L=1/0) (9.70)

dmegr

Integroimalla kaikkien varausten yli saadaan

L)y Lt
t) = dv' = dV 71
P(r,t) Areg /v Ir — /| v dmey Jv v — /| (9-71)

missid ¢’ = t — |r — 1/|/c on viiviistynyt aika. Potentiaalia ¢ kutsutaan
viivastyneeksi skalaaripotentiaaliksi, koska se huomioi ajan, joka kuluu
kustakin pisteesté tarkastelupisteeseen nopeudella ¢ etenevilti signaalilta
(HT: piirrd kuva).

Vektoripotentiaalin aaltoyhtédlén kukin komponentti on matemaattises-
ti aivan samanlainen kuin skalaripotentiaalin aaltoyhtéls, joten jokaiselle

komponentille on olemassa sama ratkaisu. Kokoamalla kaikki komponentit
yvhteen saadaan viivistynyt vektoripotentiaali

(e, I t—|r—r'
A(r,t)—@/ (r, )dv’@/ ot =le=xl/e) o (g.7)
Vv Vv

A Jy e -1  4rm lr —r/|

Néin on ratkaistu skalaari- ja vektoripotentiaalit annettujen varaus- ja vir-
tajakautumien funktioina. S&hko- ja magneettikentit saadaan néistéd suo-
raviivaisesti: E = -V — 0A /0t ja B = V x A. Kdytannossé derivaattojen
laskeminen on usein tyoldstid. Sen vaikeutta on hyvi kokeilla sijoittamalla
potentiaalien integraalilausekkeet takaisin aaltoyht&léon.

Tutustumme kurssin lopulla suppeampaan suhteellisuusteoriaan, jossa
vektori- ja skalaaripotentiaalien aaltoyhtalot voidaan koota nelipotenti-
aalin A% = (p, A;) aaltoyhtéloksi

2 fo — 2 1 82 « e}

missé nelivirran j¢ komponentit ovat (p/eg, poJ;). Osoittautuu, ettd Max-
wellin yhtélot ovat Lorentz-invariantteja eli valmiiksi kelvollisia suhteelli-
suusteorian pétevyysalueelle. Historiallisesti juuri elektrodynamiikka johti
Einsteinin suhteellisuusteorian jéljille. Taas historiallinen huomautus: mitta
on Lorenzin, mutta invarianssi Lorentzin.
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9.5.4 Aaltoyhtédléon Greenin funktio

Tarkastellaan aaltoyhtdlon ratkaisua kdyttamalld luvussa 2.11 esitettyd Gree-
nin funktion ideaa. Sekd A:n ettd ¢:n aaltoyhtdlét ovat muotoa
V) L& 4 f(r,t) (9.74)
[ = —477 .
c2 ot? ’
missé f(r,t) on tunnettu ldhdetermi. Tehddin seké v:lle etté f:lle Fourier-
muunnos ajan suhteen

w(r,t):% / (e, w)e 't du ; f(r,t):% / Frw)e “ du (9.75)

Sijoittamalla ndm# aaltoyhtdloon ja merkitsemélld k = w/c saadaan Fourier-
komponenteille
(V2 + E2) (r,w) = =4 f(r,w) (9.76)

Tamé on epiihomogeeninen Helmholtzin aaltoyhtls, joka tapauksessa
k = 0 palautuu Poissonin yht#loksi. Sen Greenin funktion tédytyy toteuttaa
yhtalo

(V2 + EHG(r;)) = 47 6(r — 1) (9.77)

Epédhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on silloin

P(r,w) = /Gk(r,r’,w)f(r',w) av’ (9.78)

johon voidaan lisdtd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja.

Koska aaltoyhtélod joudutaan kdytinnossd ratkomaan heijastavien reu-
nojen, aaltoputkien jne. yhteydessé, Greenin funktion muoto riippuu ongel-
man reunaehdoista (vrt. pallon Greenin funktio luvussa 2.11). Tarkastellaan
nyt reunatonta avaruutta, jolloin G on pallosymmetrinen ja riippuu aino-
astaan tarkastelupisteen ja ldhdepisteen etidisyydesti R = |r — r/|, joten
pallokoordinaateissa

V3G, =

L9 (RQ@) _ L% ey (9.79)

R2OR\" OR) ROR?
Koska R on ainoa muuttuja, voidaan kiyttad kokonaisderivaattaa

1 2
E%(R Gi) + K2Gy = —drd(r — 1) (9.80)

Muualla kuin pisteessd R = 0 tdmé& yksinkertaistuu yhtaloksi

d2
d—R2(R Gr) +k*(RGy) =0 (9.81)
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jonka ratkaisut ovat
RG), = Ae*R 1 Be kR (9.82)

Rajalla R — 0 kR < 1 ja 9.80 palautuu Poissonin yhtéaloksi, jonka ratkaisu
kdyttaytyy kuten 1/R. Tdmé& antaa sidosehdon A+ B = 1 ja Greenin funktio
on muotoa

Gr(R) = AG{(R) + BG; (R) (9.83)

missé Gf = thR/R, G;: kuvaa origosta poispéin etenevédd palloaaltoa
ja G, origoon tulevaa palloaaltoa kuten edellisesséikin luvussa esitetyssd
ratkaisussa.

A ja B miardytyvit reunaehdoista ajan suhteen. Jos ldhde on hiljaa
hetkeen ¢ = 0 asti ja alkaa sitten vaikuttaa, ulospéin etenevé ratkaisu A GZ
on fysikaalisesti mielekis valinta. Jos aallon amplitudi on annettu sopivilla
reunaehdoilla, my6s B G voi olla kéyttokelpoinen.

Tarkastellaan sitten ajasta riippuvaa Greenin funktiota, joka toteuttaa
yhtélon

<v2 _ ia_2> GE(r,t;x' ') = —4md(r —v')o(t —t') (9.84)

Koska ~
1 o
S(t—t)= p / dw et e~ (9.85)

voidaan ldhdetermi yht#lossd 9.77 kirjoittaa muodossa —47wd(r — r’ )ei“’t/ ja

ajasta riippuva Greenin funktio on
1 T etikR
T on R

—00

G*(R,T) e T dw (9.86)

missd 7 = ¢t — t'. Adrettémén avaruuden Greenin funktio riippuu siis vain
lihteen ja havaitsijan vilisestd etiisyydestd R ja aikaerosta t — t'. Koska
k = w/c, voidaan w-integraali laskea ja lopputulos on

GE(r,t;r' ) = ———6(t' — [t T |r — 1| /]) (9.87)

v — |

Nyt G on viiviistynyt Greenin funktio ja G~ puolestaan edistynyt Gree-
nin funktio.

Epédhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on siis

W (r, 1) = / / GE(r, b0, ) f (1) AV dt! (9.88)
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johon voi lisétd homogeenisen aaltoyhtéilon ratkaisuja. Viivistyneelle Gree-
nin funktiolle ratkaisu on tietenkin sama kuin edelld suoremmalla laskul-
la 16ytynyt ratkaisu. Téssd esitetty menetelmd on kuitenkin yleisempi ja
kéyttokelpoisempi tarkasteltaessa monimutkaisempia olosuhteita kuin yksin-
kertaista ldhdettid reunattomassa avaruudessa.

9.6 Mittainvarianssi

Aaltoyhtélon ratkaisu helpottui valitsemalla sopiva mitta. Tdmén teki mah-
dolliseksi Maxwellin yhtéloiden tirked ominaisuus: mittainvarianssi. Kent-
tien potentiaaleja voidaan muuttaa tietylla yleiselld tavalla ilman, ettd kentét
itse muuttuvat. Elektrodynamiikan mittamuunnokset ovat muotoa

A - A=A+VY (9.89)
o — ¢ =¢p—0V/0t (9.90)

Funktiota ¥ kutsutaan mittafunktioksi ja se voidaan valita usealla eri
tavalla. Yksi néistd on edelld kéiytetty Lorenzin mittaehto

1 9¢'
V-A'+5--=0 9.91
c2 ot (9:91)
Télloin mittafunktion ¥ on toteutettava aaltoyhtalo
19%)p
2otz

1 0p

2 — _——
VY c2 ot

-V-A (9.92)
Jos siis potentiaalit A ja @ eivit toteuttaisi Lorenzin mittaehtoa, niin uudet
potentiaalit A’ ja ¢’ toteuttavat sen edellyttien, etti ¥ voidaan ratkaista

aaltoyht&losté.

Voidaan osoittaa, ettd Lorenzin mittaechdon toteuttava funktio ¥ on
aina olemassa, mutta se ei ole yksikésitteinen. Lorenzin mitan etu on, etté
sité kaytettidessd yhtaloiden Lorentz-kovarianssi nédkyy eksplisiittisesti ja tu-
lokset on suoraviivaista siirtdé koordinaatistosta toiseen. Kédytdnnon laskut
voivat kuitenkin olla hyvin monimutkaisia.

Useissa tapauksissa laskennallisesti yksinkertaisempi vaihtoehto on Cou-
lombin mitta, jonka mittaehto on

V-A'=0 (9.93)
Vektoripotentiaali saadaan muunnoksella

V0 =-V-A (9.94)
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joka madrittda mittafunktion additiivista vakiota vaille yksikésitteisesti, jos
A — 0jay — 0, kuin r — o0. Coulombin mitassa skalaaripotentiaali
ratkaistaan yht&losta 9.57

olr,1) = — /p(r/’t) v’ (9.95)

 dweg Jy v — 1|

Nyt aika ei ole viivistetty, vaan skalaaripotentiaali maérdytyy samanaikaises-
ta varausjakautumasta kaikkialla. Tém&a merkitsee, ettd Coulombin mitta
ei ole Lorentz-kovariantti. Koska mitta on kuitenkin kelvollinen Maxwellin
yhtéloille, tésta ei seuraa ristiriitaa kenttien E ja B osalta. Coulombin mittaa
kaytettdessd on kuitenkin oltava tarkkana koordinaatistonmuutosten kanssa.

Coulombin mitassa vektoripotentiaalille tulee aaltoyht&lo

10°A  1_90
AR i vt 4

2otz 2 ot
Oikean puolen ensimmaéinen termi on pyorteetéon. Helmholtzin teoreeman
mukaan vektorikenttd F voidaan jakaa pyorteettoméin ja ldhteettomaéadn

Oosaan

— pod (9.96)

F=F+F;; VxF=0; V-F;=0

missé [ viittaa pitkittdiseen (longitudinaaliseen, pyorteettoméén) ja ¢ poi-
kittaiseen (transversaaliseen, lihteettéméin) osuuteen. Kayttamalla virran
jatkuvuusyhtilod aaltoyhtélo saadaan muotoon (ks. esim. Jackson)
2

V2A — C%%T‘g‘ = —uody (9.97)
Koska vektoripotentiaali médrdaytyy vain virran poikittaisesta komponen-
tista, Coulombin mittaa kutsutaan usein poikittaismitaksi. Se tunnetaan
myos nimelld séteilymitta, koska sahkomagneettiset séteilykentdt saadaan
lasketuksi viivéstyneesté vektoripotentiaalista

A(r,t) =10 / St = fr=xllje) o (9.98)

 4rm lr — 1/|

mik4 on olennaisesti helpompaa kuin siteilykenttien laskeminen Lorenzin
mitasta. Coulombin mitta erottelee annetussa koordinaatistossa sdhkokentan
staattiseen (s) ja induktiiviseen (i) osaan

E;=—-Vp; E; = —-0A/0t (9.99)

Klassinen elektrodynamiikka on ensimmaéiinen esimerkki mittainvarian-
teista fysiikan perusteorioista. Mittakentdn késitteestd on tullut erittdin
keskeinen osa fysiikan perusteorioissa kuten kvanttielektrodynamiikassa, séh-
koheikon vuorovaikutuksen teoriassa, kvanttikromodynamiikassa ja n&itd
yvhdistévisséd yhtendiskenttéteorioissa. Esimerkkiné olkoon vuoden 1999 No-
belin palkinto, jonka saivat Gerardus t’Hooft ja Martinus Veltman toistéén
kvanttikromodynamiikan ei-abelisten mittakenttien parissa.
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