Luku 13

Liikkuvan varauksen kentta

Téssé luvussa tutustutaan liikkuvan varauksen aiheuttamaan kenttéaén. Jo-
kaisen sihkddynaamikon on laskettava ainakin kerran elamésséan Liénardin
ja Wiechertin potentiaalit ja kentét.

13.1 Liénardin ja Wiechertin potentiaalit

Tarkastellaan yksittéistd varauksellista hiukkasta, jonka rata on r = r,(¢).
Varaus- ja virrantiheys ovat t&lloin

t go(r —ry(t)) (13.1)
t) = qigo(r —ry(t)) (13.2)

Kayttokelpoisten potentiaalien laskeminen ei ole aivan helppo tehtédvi. Hah-
motellaan tésséd ratkaisumenetelmé Greenin funktioita kdyttden (yksityis-
kohdat HT).

Tehtavana on ratkaista epdhomogeeniset aaltoyhtilot

1 02
<V2 - g@) ¢ = —ple (13.3)
1 0%

Kuten luvussa 9 todettiin, ndiden ratkaisut ovat Greenin funktion avulla
lausuttuina

W (r 1) = / / G (r, 0!, ) f (2, 1) AV dt! (13.5)

missd ¢F (r, t) ovat viiviistyneet (+) ja edistyneet () skalaaripotentiaalit tai
vektoripotentiaalin karteesiset komponentit ja f(r’,¢') vastaa lihdetermeji
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164 LUKU 13. LIIKKUVAN VARAUKSEN KENTTA

(p/€o, mod). Nyt riittad kdyttad viiviistyneen potentiaalin Greenin funktiota

Glr.t:x! ) i&t’— (t = |r —r'|/c)) (13.6)

v — /|

Tekija 47 on otettu Greenin funktion mééritelméén, kun se luvussa 9 oli
G:n aaltoyhtélossé.

Ensin integroidaan paikkaintegraalit lahdetermien J-funktioiden avulla.
Sen jilkeen aikaintegraalia laskettaessa kéytetdén hyviksi tulosta

|9/ (i)]

[ f@stgta)dz =3

missd g(z;) = 0. Lopputuloksena saadaan Liénardin ja Wiechertin po-
tentiaalit:

plr.t) = 4:@ {(1 - n1 : ,B)R]m N 47:'160 [R - 1R : ,6} et (13.8)

Alr,t) = 47quoc {(1 - 1118 B)R]Tet - 47quoc {R —12{ . B]ret (13.9)

missi R =r —r,, n = R/R ja 8 = v/c. Alaindeksi ret viittaa lausekkeen
laskemiseen viiviistyneelld ajalla ¢/, joka on ratkaistava ehdosta

t'+|r—ry(t)|/c=1t (13.10)

Havaitsija siis mittaa kentdn pisteessé r hetkelld t.

Kaikkein eleganteinta (7), joskaan ei sen helpompaa, on tehdi yllédoleva
lasku relativistisessa formalismissa, missé ¢ ja A ovat nelipotentiaalin A
komponentit ja

A%(z) = / Glw — o) (') d'a’ (13.11)

(ks. Jackson tai CL luku 13.3).

13.2 Kenttien laskeminen

Kun potentiaalit tunnetaan, kentéit saadaan derivoimalla, joka vaatii nyt
kérsivallisyyttd. Hankaluuden aiheuttaa viivistyneen ajan implisiittisesti
médrittelevd yhtdlo 13.10. Aluksi kannattaa selvittéa itselleen koordinaatis-
to (kuva 13.1). Séhkokentté saadaan lausekkeesta

dA ¢ [V<R—5-R>] g [a B

E=-— - = — _
Ve ot  4dmeg [ (R—B-R)? drege [OtR—B-R

] (13.12)
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) e )

R(t') = 1 (")

Kuva 13.1: Varauksellisen hiukkasen liiketila hetkelld ¢ méirdd kentén
mydhempénd hetkend ¢. Kenttd etenee pisteesté ry(t') havaintopisteeseen
r ajassa R(t')/c, jolloin hiukkanen on ehtinyt radallaan pisteeseen ry(t).

Hakasulku viittaa lausekkeen laskemiseen viivistetylld ajalla (jatetdén sulut
pois vilivaiheissa).

Aloitetaan R(t'):n derivoinnista: koska ¢’ riippuu paikkavektorista r, niin
VR(t") = —cVt'. Derivoidaan lauseketta 13.10 puolittain, jolloin esimerkiksi
gradientin x-komponentti on

o w—zg—cB-(r—ry)(0t/0)

i 13.13
Ox clr —rgl ( )

Téssd on kéytetty derivoinnin ketjusédéntod 0/0x = (0t'/0x)(0/0t). Nyt
voidaan ratkaista

ot —(z —zq)
AT 5 a2 o 13.14
dxr ¢(R—-pB-R) (13.14)
joten
R
= 13.1
VI="{®-B R (13.15)
ja
R
VARG R (1316)
Tarvitaan myos V(3 - R). Lasketaan taas z-komponentti:
ot . _
(VB R))w = o+ 5-(B-R=B-1) (13.17)

Taten

(R-B-R)B+(-B-R/)R
R-B R

V(BR) = B+(B-R—B-1,)VH = (13.18)
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Kokoamalla tulokset saadaan skalaaripotentiaalin gradientiksi

¢ [R-(R-B-R)B— (-8 R/OR

V= —
? A7eg (R—B-R)3

(13.19)

Vektoripotentiaalia varten tiytyy laskea OR/0t = ¢(1 — 0t'/0t). Nyt

ot’ B-Rot

— =14 —— 13.2
o TR w (13.20)
josta ratkaistaan
ot R
—_——= 13.21
ot R-—3B-R ( )
Vastaavalla tavalla saadaan
R t' OR
OR _OFOR _ __cRB (13.22)

ot oto R-B-R

Vektoripotentiaalin lausekkeessa esiintyvé aikaderivaatta on siis

{6’ B ] _ lR(R—ﬁ-R)M (Rﬁ-R+cﬂ-R—cRﬁQ)ﬂ]
OtR—[(B-R (R-—B-R)3

(13.23)
Séhkokentéiksi saadaan lopulta

— )R — _ 3)/c
Bl = L [(1 PR R(ﬂéf?x R()(gR RB)xﬁ)/Lt (13.24)

Samanlaisten veivausten (luonnollisesti HT') jélkeen saadaan magneettiken-
télle lauseke

1! [%}t < E(r, 1) (13.25)

Vilittomésti todetaan, etti staattisen varauksen (3 = 0) sihkokenttd on
Coulombin kentté. Silloin séhkokenttd on yhdensuuntainen vektorin R kans-
sa, joten staattinen varaus ei odotetusti aiheuta magneettikenttad. Vakiono-
peudella liikkuvan varauksen kentté on selvisti tekemisissi Lorentzin muun-
noksen kanssa. Séteilykentiksi kutsutaan kiihtyvyyteen ﬁ verrannollista
termié, joka pienenee kaukana varauksesta kuten 1/R eli kertalukua hitaam-
min kuin Coulombin kenttéd. Téstéd seuraa erityisesti se, ettd séteilykentén
Poyntingin vuo ei mene nollaan &irettomyydessdkaén. Tarkastellaan nidita
tilanteita seuraavassa yksityiskohtaisemmin.
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Ay
(xy.2)

R=r—,(t")

Y X

rq(t’) : rq(t-R/c)
=(vt’,0,0)

Kuva 13.2: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen kentéin
laskeminen.

13.2.1 Vakionopeudella liikkuvan varauksen kentta

Tarkastellaan z-akselia pitkin vakionopeudella v liikkuvan varauksen kent-
tdéd (kuva 13.2). Kentté pisteessi (x,y, z) lasketaan hetkelld ¢, jolloin varaus
on ehtinyt pisteeseen (vt,0,0) (varaus on ohittanut origon hetkelld ¢ = 0).

Koska R = /(z —vt')? +y%2 + 22 = ¢(t — /), niin viiviistynyt aika ¢’
saadaan lausekkeesta

(1— B3 =t — fr/c— (/e (@ —vt)? + (1 - B2)(y2 +22)  (13.26)

jolloin
[R—R-fl=/(x— vt +(1- B2 +22)  (13.27)
Skalaaripotentiaali voidaan nyt esittdd muodossa
q v
z,Y,2,t) = 13.28
Py, 2,1) dmeg /2 (x — vt)2 + y2 + 22 ( )
missd v = 1/4/1 — 32. Vektoripotentiaalilla on vain z-komponentti

Varauksen lepokoordinaatistossa potentiaalilla on tuttu lauseke

q 1

PEVE) = e VT T

Liikkuvan varauksen potentiaali saadaan (melkein) koordinaattimuunnok-
sella, jossa y ja z pysyvit ennallaan ja z:sti tulee y(x — vt). Vield ja4 mie-
tittaviksi, mistéd tekija v ilmestyy kertomaan potentiaalia. Liséksi taytyisi

(13.30)
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selvittdd, misté vektoripotentiaali saadaan, kun se on nolla lepokoordinaatis-
tossa. Téhédn palataan suhteellisuusteoriassa, jossa A:n ja (:n havaitaan
yhdessd muodostavan nelivektorin.

Kentét saadaan derivoimalla (tdlld kertaa helposti):

q v(z — i)
E t) = 13.31
2(2, 9, 2,1) dmey (V2(x — vt)2 + y2 + 22)3/2 ( )
q Y
FE t) = 13.32
y(@,y,21) dreg (V2 (z — vt)2 + y2 + 22)3/2 ( )
q vz
E t) = 13.33
Z($7y727 ) 47760 (72(:L'—Ut)2+y2+z2>3/2 ( )
B(z,y, 2,t) = C% x E(z,y, 2, ) (13.34)

Namaé lausekkeet pétevit kaikilla nopeuksilla. Kaukana varauksesta kentté
heikkenee kasintden verrannollisesti etdisyyden neliéon. Suurellakaan nopeu-
della liikkuva hiukkanen ei siis séteile.

Kenttda on mukavinta tarkastella varauksen kulloisenkin paikan suhteen.
Kohtisuorassa suunnassa (x — vt = 0) sihkokentén voimakkuus on

/ q Y

Témé on Coulombin kentté tekijilld v suurennettuna (aina y > 1). Varauk-
sen edessé ja takana y = z =0 ja

q 1

F—FE. —
T dmeg 2 (z — vt)?

(13.36)

Tam# on puolestaan Coulombin kentt# tekijilli 1/4% pienennettyni.

Kenttéaviivat saadaan piirtdmalla ensin staattisen varauksen kenttaviivat
ja sitten liikuttamalla kuviota suurella nopeudella silmien ohi, jolloin havai-
taan Lorentz-kontraktio (ei onnistu kotioloissa kovin helposti). Vaihtoehtoi-
sesti puristetaan z-akselia kasaan tekijén v verran (kuva 13.3). Kannattaa
kuitenkin muistaa, ettd kenttédviivat eivit ole todellisia fysikaalisia olioita.
Magneettikentéin hahmottaminen jaa lukijan mietittdvéiksi samoin kuin hi-
taasti liikkkuvan varauksen magneettikentén osoittaminen samaksi kuin lu-
vussa b.

13.2.2 Kiihtyvissé liikkeessi olevan varauksen kenttia

Tarkastellaan aluksi epérelativistista rajaa (§ < 1), jolloin 1/R-séteilyken-
tiksi tulee

E, 44(r,t) nx (nxv)/R (13.37)

 Adweyc?
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Kuva 13.3: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen sdhkokentéan
kenttaviivat. Vasemmalla staattinen varaus, oikealla liikkuva varaus.

1R q .
Biu(r,t) =—-—=xE=—— R 13.38
a(r,t) = — 5 % Tnegd U n/ (13.38)

missd n = R/R. Niistd saadaan Poyntingin vektoriksi

1 ?  |Rxv?
S=—E; 4w X By =
110 rad rad 167’(26003 RS

R (13.39)

Tam# vaimenee etdisyyden funktiona kuten 1/R?, joten Poyntingin vuo ei
1/ R-séteilykentilld mene nollaksi kaukanakaan varauksesta.

Séteilyteho avaruuskulmaan df2 on siis

P %2

.2
TV Gn%g 13.40
A0~ 1672 (13.40)

missd € on v:n ja n:n vilinen kulma. Suorittamalla kulmaintegroinnit saa-
daan Larmorin kaava
q2v2

~ 6mepc

P (13.41)
Tésté on oleellista ymmiirt#ii, mistd verrannollisuus tekijisn (gv)? on peréi-
sin.

Relativistisille hiukkasille #:n ja t":n vilinen ero on tirkeid. Aikavililli
t1 =t + R(t))/c...ta = th + R(th)/c siiteilty energia on

t2 th dt
W = [S-n],dt = S-n—adt' (13.42)
t1 t/1 dt
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On siis mielekéistd médritelld hiukkasen séteilyn intensiteetti S - n dt/dt’ =
S-n (1 —n-B) sen omassa ajassa ja omassa paikassa:
.2

Py ¢ |nx(m-B8)xB)

= 13.4
ds) 1672¢qc (1—n-pB)° (1343)

Kun # — 1, niin dP/d:n nimittdjin merkitys kasvaa ja siiteilykeila alkaa
venyé hiukkasen liikkeen suuntaan. Maksimi-intensiteetti saavutetaan, kun
Omaz — 1/(27) ja keilan leveys on ~ 1/+. Koska laskuissa ei ole tehty oletuk-
sia kiihtyvyyden suunnasta, saadut kaavat kuvaavat seké jarrutusséiteilya
ettd syklotroni- ja synkrotroniséteilyd. Séteilyn kokonaisteho saadaan in-
tegroimalla kulmien yli (siis ei helposti) tai tekemélld Larmorin kaavalle
Lorentzin muunnos (jos osataan suhteellisuusteoriaa). Lopputulos on

2

P=_1_ 53— (8xp3? (13.44)

~ 6mepe




