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Luku 1

Johdanto

It requires a much higher degree of imagination to understand the electro-
magnetic field than to understand invisible angels.

R. P. Feynman

1.1 Mika tama kurssi on

Edessd on kuuden opintoviikon paketti elektrodynamiikkaa, joka voidaan
siséllyttéid joko fysiikan laudatur-oppiméérién tai teoreettisen fysiikan cum
laude- oppiméaaradan. Muutamana viime vuonna ndmaé aikanaan erilliset kurs-
sit on luennoitu yhdessi. Kahden ldhestymistavoiltaan erilaisen kurssin yh-
distdminen ei ole ollut aivan helppo asia osin erilaisen oppimateriaalin, mut-
ta myos opiskelijoiden erilaisen taustan ja mielenkiinnon kohteiden vuoksi.

Tavoitteena on oppia ymmartdmaén elektrodynamiikan perusrakenne ja
kéayttamaéadn sité erilaisissa vastaan tulevissa tilanteissa. Elektrodynamiikan
rakenteen ymmaértdminen kuuluu jokaisen fyysikon yleissivistykseen. Se on
opiskelijalle ensimméinen fysiikan teoria, jossa kentén késitteelld on ratkai-
seva osa. Toisaalta séihkomagnetismi on keskeisessé osassa niin kaikkialla
fysiikassa kuin arkipéivissikin. Parempaa syytéd elektrodynamiikkaan pe-
rehtymiselle on vaikea keksia.

Tavoitteena on saada siahko- ja magnetostatiikka seké induktiolaki kési-
teltyd ensimmaéisen puolen lukukauden aikana. Kurssin toinen puolikas sisél-
tad padasiassa dynaamisia ilmiditéd, jolloin samalla mennéin syvemmaélle
seké teoriaan ettd kaytantoon.

Kurssin ldht6tasoksi sihkémagnetismin osalta oletetaan fysiikan
peruskurssien hallinta. Erittédin suositeltavaa oheislukemistoa ovat Kaar-

le ja Riitta Kurki-Suonion oppikirjat Vuorovaikutuksista kenttiin — sdhko-
magnetismin perusteet (KSII) ja Aaltoliikkeesti dualismiin (KSIII). Joillakin
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4 LUKU 1. JOHDANTO

opiskelijoilla saattaa olla taustalla peruskurssin sijasta fysiikan approbatur,
miké tietenkin hyvin opiskeltuna riittaa sekin.

Yksi elektrodynamiikan opiskelun vaikeuksista on varsin vaativien mate-
maattisten apuneuvojen tarve. Télld kurssilla opiskelijan oletetaan hallitse-
van fysiikan matemaattisia menetelmii MAPU I-II:n ja FYMM I:n tasolla.
My6s FYMM II olisi hytdyllinen, mutta koska monet teoreettisen fysiikan
opiskelijat suorittavat elektrodynamiikan kurssin jo toisen vuoden kevéalls,
taté ei varsinaisesti edellytetd. FYMM II:n opiskelu viimeistiin tamén
kurssin rinnalla on kuitenkin erittiin suositeltavaa. Térkeimpis ma-
temaattisia apuneuvoja kerrataan myos laskuharjoituksissa.

Laskuharjoitustehtévien ratkaiseminen on olennainen osa oppimista. Vai-
keimpien ongelmien kohdalla aktiivinen ryhmétyo on erittdin hyodyllista,
kuten myos kirjallisuuden kéaytté. Physicumin kirjasto tarjoaa loistavat mah-
dollisuudet tdhédn. On myo6s tdysin luvallista kysyé vihjeitd luennoitsijalta
ja assistenteilta.

1.2 Hieman taustaa

Klassinen elektrodynamiikka on yksi fysiikan peruskivistd. Se saavutti for-
maalisesti nykyasunsa vuonna 1864, kun James Clerk Mazwell julkaisi en-
simméisen painoksen kuuluisasta teoksestaan ”Treatise on Electricity and
Magnetism”. Vaikka Maxwell olikin yksi fysiikan tutkimuksen jé#ttildisisté,
hénen teoreettinen rakennelmansa perustui aiempien fyysikoiden téille, jois-
ta mainittakoon 1700-luvulta vaikkapa Cavendish, Coulomb, Franklin, Gal-
vani, Gauss ja Volta sekd aiemmalta 1800-luvulta Ampere, Arago, Biot,
Faraday, Henry, Savart ja Orsted.

Térkeimpid Maxwellin teorian ennustuksia oli valon nopeudella etenevi
sihkomagneettinen aaltoliike, jonka Heinrich Hertz onnistui todentamaan
rakentamallaan vérdhtelypiirilld vuonna 1888. Pian tamén jélkeen tultiin
yhteen fysiikan historian suureen murroskauteen. Osa ongelmista liittyi suo-
raan elektrodynamiikkaan, jonka kummallisuuksia olivat esimerkiksi liik-
keen indusoiman jénnitteen ja sihkomotorisen voiman ekvivalenssi seké va-
lon nopeuden vakioisuus. Juuri téllaisia ongelmia selittdméian Albert Fins-
tein kehitti suppeamman suhteellisuusteoriansa vuonna 1905. Vaikka suh-
teellisuusteorian perusteet voikin olla havainnollisempaa opetella mekanii-
kan vélinein, kyseessé on nimenomaan elektrodynamiikasta noussut teoria.
Maxwellin elektrodynamiikka osoittautui ensimmaéiseksi relativistisesti kor-
rektisti muotoilluksi teoriaksi.

Samaan aikaan suhteellisuusteorian kanssa alkoi myos kvanttifysiikan ke-
hitys. Se aiheutti paljon enemmén elektrodynamiikkaan liittyvid ongelmia,
silld ei ollut selvéd, ettd makroskooppisista kokeista johdettu teoria olisi
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riittdvan yleinen myos mikromaailmassa. Kaiken lisdksi kvanttimekaniikan
alkuperiiset muotoilut, kuten Schrodingerin yhtdld, ovat epérelativistisia.
Kesti aina 1940-luvun lopulle ennen kuin onnistuttiin luomaan kunnollinen
relativistinen kvanttimekaniikka. Té#té teoriaa kutsutaan kvanttielektro-
dynamiikaksi (QED) ja ratkaisevat askeleet sen luomisessa ottivat Julian
Schwinger, Richard Feynman, Sin-itiro Tomonaga ja Freeman Dyson. Ny-
kyain elektrodynamiikka QED:n klassisena rajana on osa menestyksekésti
standardimallia, jonka uskotaan olevan oikea tapa yhdist&dd sahkomagneet-
tinen, heikko ja vahva perusvuorovaikutus. Klassisen elektrodynamiikan ym-
mértdminen on perusta paljon pidemmaélle menevén teoreettisen fysiikan te-
kemiselle!

HT: Kertaa perusvuorovaikutukset.
HT: Kertaa aaltohiukkasdualismi.

Vaikka késitteellisesti elektrodynamiikka on tullut osaksi kvanttimaail-
man ihmeellisyyttd, se on yhi darimmaéisen térkeé tyoviline kaikessa kokeel-
lisessa fysiikassa ja insindoritieteisséd aina ydinvoimaloista kénnykoiden ra-
kenteluun. Léhes kaikissa fysiikan mittauksissa tarvitaan elektrodynamiikan
soveltamista jossain vaiheessa. Se on keskeisté materiaalifysiikassa, hiukkas-
suihkujen fysiikassa, rontgenfysiikassa, elektroniikassa, optiikassa, plasmafy-
siikassa jne. Klassisen elektrodynamiikan ymmaértdminen on aivan olennai-
nen perusta myos menestyksekkéille kokeellisen fysiikan tekemiselle!

Elektrodynamiikan perusongelmia ovat
1. Varauksellisten hiukkasten ja sdhkovirtojen aiheuttaman sédhkémagneet-
tisen kentdn mé#rittdminen.
2. Sahkomagneettisen kentén varauksiin tai virtajohtimiin aiheuttamien voi-
mien médrittdminen.
3. Varauksellisten hiukkasten radan méarittdminen tunnetussa sdhkomag-
neettisessa kentéssé.
4. Indusoituvan sihkdémotorisen voiman ja induktiovirran ennustaminen tun-
netussa virtapiirissi, kun indusoiva muutos tunnetaan.
5. Tunnetun indusoivan muutoksen vaikutuksesta ympéristoon levidvan séh-
komagneettisen aaltoliikkeen ja tdmén avulla tapahtuvan energian siirtymi-
sen ennustaminen.

1.3 Elektrodynamiikan perusrakenne

Useat elektrodynamiikan oppikirjat rakentavat teorian esittelyn pala palalta
lihtien sihkostatiikasta ja paidtyen Maxwellin yhtél6ihin ikdénkuin olet-
taen, ettd opiskelijat eivét olisi koskaan kuulleetkaan asiasta. Tamé ei ole
aivan totta en&d talld kurssilla, vaan kédytannossd kaikki ovat jo tutustu-
neet ainakin péaéllisin puolin Maxwellin yht&aléihin ja tietdvét yhté ja toista
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elektrodynamiikan rakenteesta. Pohditaan jo kurssin aluksi hieman, misté
on kyse. Kirjoitetaan Maxwellin yht&lot ”tyhjomuodossaan”:

p

vE =2 (1.1)
€0
V-B = 0 (1.2)
oB
E = —— 1.
V x En (1.3)
1 0E

Sahkokentan E ja magneettikentén (tdsméllisemmin magneettivuon tihey-
den) B aiheuttajina ovat sdhkovaraukset p ja sdhkovirrat J. Néin kirjoitet-
tuna yhtdloryhmé on téysin yleinen eiké ota mink#énlaista kantaa mahdol-
lisen viliaineen sihkomagneettiseen rakenteeseen. Viliaineessa yhtaloryhmé
kirjoitetaan usein kenttien D ja H avulla, mihin palataan mythemmin.

Y14 €y on tyhjon sdhkodinen permittiivisyys ja pg on tyhjon magneet-
tinen permeabiliteetti. Néiden ja valon nopeuden c vélilld on yhteys ¢ =
(eo,uo)_l/ 2. Koska valon nopeus tyhjossi on vakio, sille annetaan nyky#in
tarkka arvo

c=299792458 m/s

Koska sekunti mé#aritellddan tietyn Ce-133 siirtyméviivan avulla, tulee met-
ristd johdannaissuure, joka on aika tarkkaan samanmittainen kuin Parii-
sissa sdilytettdva platinatanko. Myds pg mééritellddn tarkasti ja se on SI-
yksikoissi

po = 4 - 1077 Vs/Am

joten my6s tyhjon permittiivisyydelle tulee tarkka arvo eg = (c?ug) ™!, jonka
numeerinen likiarvo on

€0 ~ 8.854 - 10712 As/Vm

Sahko- ja magneettikenttis ei voi havaita suoraan, vaan ne on mééritetté-
vé voimavaikutuksen avulla. Nopeudella v liikkuvaan varaukseen ¢ vaikuttaa
Lorentzin voima

F=¢(E+v xB) (1.5)

T&dmé& on suureen médrdan kokeita perustuva empiirinen laki, jota emme
edes yritd johtaa mistdédn vield perustavammasta laista. Vaikka séhko- ja
magneettikenttid ei voikaan "n#hdd”, ne ovat fysikaalisia olioita. Niilla on
energiaa, liikkemé&draéd ja liikemédrdmomenttia ja ne kykenevét siirtdmaéain
néitd suureita myos tyhjossa.

Mitattavat sdhko- ja magneettikentédt ovat aina jossain mielesséd makro-

skooppisia suureita. Mikroskooppisessa kuvailussa QED:n tasolla séhkomag-
neettinen kentté esitetdéin todellisten ja virtuaalisten fotonien avulla. Tahén
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ei yleensi ole tarvetta arkipéaivin séhkotekniikassa tai tavanomaisissa labo-
ratoriokokeissa, mikéd kdy ilmi seuraavista esimerkeistd (HT: tarkasta lu-
kuarvot peruskurssien tietojen avulla):

e Yhden metrin pa#ssd 100 W lampusta keskimédrdinen sdhkokenttd on
suunnilleen 50 V/m. Tam# merkitsee 10'® niikyviin valon fotonin vuota ne-
lidsenttimetrin suuruisen pinnan lapi sekunnissa.

e Tyypillisen radioldhettimen taajuus on 100 MHz suuruusluokkaa. Vastaa-
van fotonin litkem#érs on 2,2- 10734 Ns. Yksittéisten fotonien vaikutusta ei
siis tarvitse huomioida esimerkiksi antennisuunnittelussa.

e Varausten diskreettisyyttd ei myoskédn tarvitse yleensd huomioida. Jos
yhden mikrofaradin kondensaattoriin varataan 150 V jénnite, siihen tarvi-
taan 10 alkeisvarausta. Toisaalta yhden mikroampeerin virran kuljetuk-
seen tarvitaan 6,2 - 10'? varausta sekunnissa.

Yksi elektrodynamiikan peruskivist# on sihkoéisen voiman 1/r2-etiisyys-
riippuvuus. Jo hyvin varhaisista havainnoista voitiin paételld, ettd riippu-
vuus on ainakin ldhes téillainen. Olettamalla riippuvuuden olevan muotoa
1/r2*¢, voidaan mittauksilla etsié rajoja e:lle. Cavendish pasityi vuonna 1772
tarkkuuteen |g| < 0,02. Maxwell toisti kokeen sata vuotta myshemmin ja
saavutti tarkkuuden |e| < 5-107°, ja nyky#in on samantyyppisillé koejérjes-
telyills pasdsty tulokseen |e| < (2,7 £3,1) - 10716,

Teoreettisesti voi perustella, etti 1/r2-etiisyysriippuvuus on yhtapitavis
fotonin massattomuuden kanssa. Tarkin Cavendishin menetelm&in perustu-
va tulos vastaa fotonin massan ylirajaa 1,6 - 107°° kg. Geomagneettisilla
mittauksilla yldraja on saatu vieldkin pienemmiksi: 1,4 - 107°! kg. Foto-
nin massattomuus ja séhkoéisen voiman 1/ r2-etiisyysriippuvuus ovat erittiin
hyvin todennettuja kokeellisia tosiasioita. Lopuksi on hyva muistaa, etté
elektrodynamiikka tehtiin aluksi makroskooppisille systeemeille. Vasta pal-
jon myochemmin kévi selviksi, etté elektrodynamiikan peruslait ovat yleisia
luonnonlakeja, jotka péteviat myos kvanttitasolla.

1.4 Pari sanaa laskennasta

Elektrodynamiikassa on osattava laskea sujuvasti. Osa menetelmistd on
tuttuja ennestédn mapuilta ja vastaavilta kursseilta. Osa opitaan FYMM
IL:1la ja/tai tdlld kurssilla. Séhkostatiikassa ja vdhdén myohemmin magne-
tostatiikassa tulee vastaan vektorilaskenta, johon kuuluu erinédinen kokoel-
ma derivointi- ja integrointitaitoja. Ne on syyté opetella heti kunnolla, koska
niitd tarvitaan ihan oikeasti (jopa myshemmin esimerkiksi tutkijan tyossi).
Erikoisfunktioista ei pidd hermostua, koska ne ovat vain funktioita. Muu-
ta perustarvikkeistoa ovat esimerkiksi Fourier-sarjat ja kompleksiluvut. Ek-
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soottisinta lienee tensorilaskenta, jota tarvitaan suhteellisuusteoriassa. Sen
perusteet opetellaan talld kurssilla myo6s riippumattomasti.

Kokeissa on syytéd ”laskennallisissa” tehtévisséd kirjoittaa lyhyt sanalli-
nen perustelu. Oikein ymmaérretysté fysiikasta voi herua irtopisteité, vaikka
laskenta olisi epdonnistunut. Sanattomat kaavailut puolestaan eivét ole an-
siokkaita.

1.5 Kirjallisuutta

e Cronstrom, C., ja P. Lipas, Johdatus sdhkddynamiikkaan ja suhteellisuus-
teoriaan, Limes ry., 2000 (jatkossa viite CL).

Uudistettu laitos TFO:n monivuotisesta luentomonisteesta. Suositeltavaa
oheislukemistoa.

e Feynman, R. P., R. B. Leighton, and M. Sands, The Feynman lectures on
physics, vol. II, Addison-Wesley, 1964.

Erittdin suositeltavaa oheislukemistoa sisdltéden erinomaisia esimerkkeja ja
syvillista ajattelua ilman hankalaa laskennallista késittelyé.

e Griffiths, D. J., Introduction to Electrodynamics, Prentice Hall, 1999.
Suosittu oppikirja amerikkalaisissa yliopistoissa. Persoonallinen esitystapa
ja paljon opettavaisia esimerkkeja.

e Jackson, J. D., Classical electrodynamics, 3rd edition, John Wiley & Sons,
1998.

Klassisen elektrodynamiikan piplia. Harjoitustehtévét ovat riittdvan vaikei-
ta. My6s alemmat versiot ovat kayttokelpoisia, joskin niissd on kaytetty
cgs-yksikoita.

e Kurki-Suonio, K. ja R., Vuorovaikutuksista kenttiin — sihkémagnetismin
perusteet ja Aaltoliikkeestd dualismiin, Limes ry., useita painoksia.

Erittdin fysikaalista tekstid selvilld suomen kielelld. Tukee erityisen hyvin
sahko- ja magnetostatiikkaa ja aaltoliikkeen perusteita.
e Lindell, I., Sihkotekniikan historia, Otatieto, 1994.

Sahkomagnetismin historiaa ammoisista ajoista 1900-luvun alkuun.

e Lindell, I. ja A. Sihvola, Sédhkdmagneettinen kenttéiteoria. 1. Staattiset
kentét, Otatieto, 1999. Sihvola, A. ja I. Lindell, Sihkémagneettinen kentté-
teoria. 2. Dynaamiset kentét, Otatieto, 2000. Sihvola, A., Sihkomagneettisen
kenttdteorian harjoituskirja, Otatieto, 2001.

Elektrodynamiikkaa suunnilleen vastaava kokonaisuus TKK:lla. Hieman eri-
lainen ldhestymistapa, mutta tutustumisen arvoinen.



Luku 2

Staattinen sihkokentta

Téssé luvussa tutustutaan sihkovarausten aiheuttamaan staattiseen sahko-
kenttddn. Asia on periaatteessa tuttua peruskurssilta, mutta laskennallinen
kéisittely on huomattavasti jareampéaid. Kannattaa olla kérsivéllinen, silld
hyvin opittu sdhkostatiikka helpottaa magnetostatiikan omaksumista.

2.1 Sihkoévaraus ja Coulombin laki

Maailmankaikkeudessa on tietty maééré positiivisia ja negatiivisia sdhkova-
rauksia. Nykytietdmyksen mukaan niitd ei voida hévittda eikd luoda. Min-
k#dn suljetun systeemin varausten mééra ei siis voi muuttua. Kaytdnnossé
useimmat systeemit ovat neutraaleja, eli niissé on yhté paljon positiivisia ja
negatiivisia varauksia. Makroskooppisen kokonaisuuden varauksella tarkoi-
tetaan yleenséd sen nettovarausta eli poikkeamaa neutraalisuudesta. Netto-
varaus séilyy, ellei systeemi ole vuorovaikutuksessa ympéristonsé kanssa.

1700-luvun lopulla oli opittu, ettd varauksia on vain kahta lajia, joita ny-
kyisin kutsutaan positiivisiksi ja negatiivisiksi. Charles Augustin de Coulomb
muotoili kokeisiinsa perustuen lain: kaksi pistevarausta vaikuttavat toisiinsa
voimilla, joiden suunta on niitd yhdistdvén suoran suuntainen ja kéédntden
verrannollinen varausten vélisen etédisyyden nelioén. Voimat ovat verran-
nollisia varausten tuloon siten, ett&d samanmerkkiset varaukset hylkivét toi-
siaan ja erimerkkiset vetéivit toisiaan puoleensa. (Laiskan fyysikkoslangin
mukaisesti puhutaan varauksista, vaikka parempi termi olisi ” varauksellinen
hiukkanen”.)

Coulombin laki nykyaikaisin merkinndin kertoo, etté varaus g9 vaikut-
taa varaukseen ¢; sdhkdstaattisella voimalla

F1 =k ql—??QI‘lQ (21)

12

9
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missid rip = r; — ry on varauksesta ¢o varaukseen ¢ osoittava vektoril.
Séhkostaattinen vuorovaikutus noudattaa voiman ja vastavoiman lakia. Jos
varaukset liikkuvat, tilanne muuttuu ratkaisevasti, mutta siihen palataan
myShemmin. Jos varauksia on useita, varaukseen ¢; vaikuttaa voima

N
q;q;
i#i i
Tamé laki ilmaisee my6s voimien kokeellisesti oikeaksi todetun yhteenlas-
kuperiaatteen eli superpositioperiaatteen.

Coulombin laki edellyttédéd vuorovaikutuksen vélittymisté déarettémén no-
peasti koko avaruuteen. Tdmé on approksimaatio, koska mik&dén tieto ei
etene suuremmalla kuin valon nopeudella. Toisaalta valon nopeuden suu-
ren arvon vuoksi staattisuus on aivan kelvollinen oletus monissa k&ytdnnon
tilanteissa.

Verrannollisuuskerroin k riippuu kéaytetysta yksikkojérjestelmésta. Séah-
koopissa kiytetddn yhé usein cgs-yksikoitd (Gaussin yksikoitd), joissa k =
1. T&lloin varauksen yksikké mééritelldén siten, ettd se aiheuttaa 1 cm
etdisyydelld 1 dynen voiman (1 dyn = 1075 N) toiseen yksikkovaraukseen.
Me kaytamme SI-yksikoitd eli MKSA-jarjestelméd, jossa

1

k= 2.3
47req (2:3)

missi eg ~ 8,854 - 107'2 F/m on tyhjén permittiivisyys. Titen kertoi-
men numeroarvo on k =~ 8,9874 - 10° Nm2C~2 (muistisdsnts: 9 - 10° SI-
yksikkod). Naisséd yksikoissd siéhkovirta on perussuure. Palataan siihen tuon-
nempana, mutta todettakoon téssé, ettd virran SI-yksikké on ampeeri (A)
ja varauksen yksikko coulombi (C = As). €p:n yksikko on faradi/metri (F/m
= C2N"1m™1).

Coulombin laki perustuu kokeellisiin havaintoihin ja voisi siten olla esi-
merkiksi 1 /r2—riippuvuuden osalta vain likim&#rdinen tulos. Modernin fy-
siikan teoreettiset perusteet ja erittdin tarkat mittaukset viittaavat siihen,
ett# 1/r2-riippuvuus on tidsmillinen luonnonlaki. My6s painovoima riippuu
etdisyydestid kuten 1/r2, mutta on olemassa vain yhdenmerkkisti massaa.
Liséksi se on paljon sihkostaattista voimaa heikompi (HT: vertaa kahden
elektronin vilistd séhkostaattista ja gravitaatiovuorovaikutusta.).

Tarkastellaan sitten varausta itsedén. Mitattavissa oleva varaus on kvan-
tittunut yhden elektronin varauksen suuruisiin kvantteihin. Makroskooppi-
sessa mieless# alkeisvaraus on erittdin pieni (e =~ 1,6019 - 1071 C). Kvar-
keilla on £1/3 ja £2/3 e:mn suuruisia varauksia, mutta ne néyttévit olevan

'Vektoreita merkitédn lihavoiduilla symboleilla. Myos kisin kirjoitettaessa kuuluu
hyviin tapoihin erottaa selvisti vektorit skalaareista vaikka piirtdmélld viiva symbolin
ylapuolelle tai mato sen alle.
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Taulukko 2.1: Séhkovarausten suuruuksia ja suuruusluokkia. HT: Mieti,
mika ylldpitdd Maan pinnan varausta.

varaus [C]
elektroni 1,6019 - 10~
pieni kondensaattori 1077
1 A virta sekunnissa 1
salamaniskun kuljettama varaus 1-100
auton akusta saatavan virran kuljettama varaus 105
Maan pinta 106

aina sidottuja toisiinsa siten, ettéd kaikkien alkeishiukkasten varaukset ovat
+e:n monikertoja ja elektronin varaus on siten pienin luonnossa vapaana
esiintyvé varaus. HT: Kertaa peruskurssilta Millikanin koe.

Yksikkovarauksen pienuudesta johtuen makroskooppinen varausjakau-
tuma muodostuu yleensé suuresta joukosta alkeisvarauksia, ja varaustihey-
den kisite on hyddyllinen (vrt. taulukko 2.1). Kolmiulotteisen avaruuden
varaustiheys maéiritellidn muodollisesti

Aq
= 1i — 2.4
P= A2 AV (2:4)
ja pintavaraustiheys vastaavasti
Ag
= i — 2.5
7= A5 (25)

misséd V on tarkasteltava tilavuus ja S tarkasteltava pinta. Jos tilavuudessa
V on varausjakautuma p ja V:ta rajoittavalla pinnalla S pintavarausjakau-
tuma o, niin pisteessé r olevaan varaukseen g vaikuttaa voima

r—r q r—r
F,= 47r60/ ‘r_r,‘?’p )dV/+471'60/S’I‘—I‘"?’U(r/)dS/ (2.6)

2.2 Sidhkokenttid

Séhkostaattinen vuorovaikutus on luontevaa ajatella kaksivaiheiseksi: staat-
tinen systeemi aiheuttaa kentén E(r), joka vaikuttaa pisteessé r olevaan
varaukselliseen hiukkaseen (varaus ¢) voimalla

F(r) = gE(r) (2.7)

joka voidaan mitata. Sihkostatiikalle tyypillinen kokeellinen ongelma on se,
ettéd kenttddn tuodaan télloin ”yliméédrdinen” varattu kappale. Se voi vaikut-
taa huomattavasti siithen varausjakaumaan, joka aiheuttaa kentén: kappaleet
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polarisoituvat. Tdmén vuoksi useat oppikirjat puhuvat pienisté testivarauk-
sista, jotka eivdt vaikuta kentédn aiheuttajaan. Sdhkokentin voimakkuuden
madritelmé ei kuitenkaan edellytd testivarauksen késitettd. HT: Kuinka pai-
novoima eroaa tassé suhteessa sihkostaattisesta voimasta?

Yksittdisten varausten ja varausjakautumien yhteenlaskettu sdhkokentta
on voimien yhteenlaskuperiaatteen nojalla

r—r;

1 X 1 r—r
E = ; "dv’
(x) 47eg ;ql v —r;[3 * 4reg /V lr — r’\3'0(r )

1 r—r

(r')ads’ (2.8)

dmeg Js |r — r’\?’a

Téssé vaiheessa on syytéd tehd& itselleen kristallinkirkkaaksi lausekkeessa
esiintyvien vektorimuuttujien merkitykset. Vektori r on kentén E(r) ha-
vaintopiste. Vektori r’ kiy puolestaan ldpi kaikki jatkuvan varausjakauman
pisteet eli se on integroimismuuttuja; r; on yksittéisen pistevarauksen paik-
ka.

Yksittdiset pistevaraukset voidaan kisitelld myos samalla tavalla kuin
varausjakautumat ottamalla kdytt6on Diracin deltafunktio d(r), jolloin pis-
teessd r; olevaan varaukseen g; liittyva varaustiheys on p(r) = ¢;6(r — r;).
Deltafunktion tutuiksi oletettuja perusominaisuuksia ovat

o(r) = 0, josr#0 (2.9)
/ F()s(r —ro)dV = F(ro) (2.10)

Periaatteessa sdhkokenttid voidaan siis méarittéad laskemalla kaikkien va-
rausjakautumien ja yksittédisten hiukkasten aiheuttamat kentét. Kayténnos-
sd tdmaé on usein tdysin ylivoimainen tehtdvé. Myoskédn mielikuvan luomi-
nen sdhkokentésté ei ole aivan yksinkertaista. Faraday otti kayttoon kentti-
viivan késitteen. Vektorikentdn kenttdviiva on matemaattinen kéyra, joka
on jokaisessa pisteessé kyseisen vektorin suuntainen. Se on oikein kéytettyni
hyddyllinen apuvéline, mutta se on turvallisinta ymmaértés vain keinoksi ha-
vainnollistaa sdhkokenttdé, joka on varsinainen fysikaalinen suure.

HT: Kuinka kuvailisit séhkokenttdd (tai magneettikenttdd) henkilolle, joka ei
ole fyysikko? Pohdi asiaa uudestaan kurssin loppuvaiheissa, kun dynamiikka
on tullut tutuksi.

HT: Kuinka selittaisit jonkin arkipaivéiisen sihkostaattisen ilmion pienelle
lapselle? Kokeile samaa myohemmin magnetostatiikassa.
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2.3 Sihkostaattinen potentiaali

Vektorianalyysin alkeista tiedet&in, etté

r—r
VX —=0 2.11
lr — /|3 (2.11)

joten staattisen sdhkokentédn roottori havida:
VXxEr)=0 (2.12)
Sahkokenttd voidaan siis esittdéd sihkostaattisen potentiaalin ¢ avulla:
E(r) = —V(r) (2.13)

Pisteessé r; sijaitsevan hiukkasen aiheuttama potentiaali on siten

1 Q1
= 2.14
“P(r) 47['60 ’r _ r1’ ( )

kun sovitaan, ettd ddrettomyydessd potentiaali hdvidd. Vastaavasti mielival-
taiselle varausjoukolle

1 X g 1 px') o 1 o(r)
= d ds’ (2.1
o(r) 4W60i:21|r_ri|+4 /V|r_r,| v+ / 7 S (2.15)

TeEQ dmey Js |r —r

Sahkostaattinen kenttd on esimerkki konservatiivisesta voimakent&sté.
Tamé& merkitsee, ettd potentiaalienergia U eli voiman F viivaintegraali
annetusta vertailupisteesté ry tarkastelupisteeseen r

Ulr) = — / :F(r') Ldr! (2.16)

on riippumaton integrointitiestd. Koska itse fysikaalinen suure sihkokentté
riippuu vain potentiaalin derivaatasta, potentiaalin nollakohdan voi valita
mieleisekseen. Asettamalla ¢(rg) = 0 saadaan U(r) = go(r).

Potentiaalin késitteestd on suurta hyotyé erilaisissa sihkokenttéan liitty-
vissé ongelmissa. Témé johtuu osaksi siitd, ettd sdhkokentén integroiminen
varausjakautumista on monimutkaisempi tehtédva kuin yksinkertaisemman
potentiaalin laskeminen. Potentiaali on vield derivoitava, mutta se on hel-
pompaa kuin integrointi. Merkittivé syy potentiaalin kayttokelpoisuudelle
on se, ettd matematiikan potentiaaliteoria tarjoaa koko joukon hyodyllisia
apuneuvoja.

SI-jarjestelméssd voiman yksikkoé on newton (N) ja varauksen yksikko
on coulombi (C), joten séhkokentén yksikkdé on N/C. Energian yksikko on
puolestaan joule (J = Nm) eli séihkostaattisen potentiaalin yksikko on siten
J/C. Sdhkoopissa potentiaalin yksikk6d kutsutaan voltiksi (V = J/C) ja
sihkokentén yksikko ilmaistaan yleensd muodossa V/m.
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2.4 Gaussin laki

2.4.1 Maxwellin ensimméinen yhtalo

Tarkastellaan origossa olevan pistevarauksen g kenttéa

g r
e 13

E(r) (2.17)
Olkoon V jokin tilavuus varauksen ympérilla ja S sen reuna. Integroidaan
sdhkokentdn normaalikomponentti reunan yli:

jéE.dszjéE.ndS: q yfr'nds (2.18)
S S dmeg Jg 13

missd n on pinnan S yksikkéulkonormaali. Nyt (r/r)-n dS on pinta-alkiovek-
torin dS = dS n projektio r:ié vastaan kohtisuoralle tasolle ja tdmé pinta-
ala jaettuna r2lla on avaruuskulma-alkio dS?, joka pallokoordinaatistossa
on sin 0 df d¢. Valitaan V:n sisépuolelta origokeskinen pallo, jonka reuna on
S’. Infinitesimaalinen pinta-alkio dS’ kattaa yhtd suuren avaruuskulman dS2
kuin elementti dS, joten

/

r-n r -n
ds = dS'= ¢ dQ =14 2.19
%5‘ 73 S’ r'3 S’ i ( )

misti seuraa
ffE-ndsu:q/m (2.20)
S

Jos varaus on tilavuuden V ulkopuolella, se ei vaikuta pintaintegraaliin.
Téamin nékee tarkastelemalla varauksen kohdalta kohti tilavuutta V avau-
tuvaa avaruuskulmaelementin df2 suuruista kartiota. Tdmé kartio lapéisee
tilavuuden V' sekd sisédéin- ettd ulospéin ja pinta-alkioiden integraalit sum-
mautuvat nollaan (HT: piirrd kuva).

Tulos yleistyy N:n varauksen parvelle:

1 N
E -ndS=— i 2.21
f 52 (2.21)

Jos suurta varausjoukkoa tarkastellaan varausjakautumana, voidaan pdV
ajatella alkioksi, joka tuo osuuden pdV/eq eli integroituna tilavuuden V' yli

fEmw:l/pw (2.22)
S €0 JV

miké on peruskurssilta tuttu Gaussin laki integraalimuodossa.

Vektorianalyysin divergenssiteoreeman eli Gaussin lauseen mukaan
riittdvan siistille vektorikentélle u pétee

j{u-ndS:/ V.-udV (2.23)
S |4
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misséd n on tilavuutta V ympéréivin pinnan S ulkonormaalivektori. Sovel-
letaan tétd Gaussin lain vasemmalle puolelle, jolloin

1
/V-EdV:—/,odV (2.24)
\%4 € JV
Téamén téaytyy olla riippumaton tilavuuden V valinnasta, eli
V-E=p/e (2.25)

Taméa on Gaussin laki differentiaalimuodossa eli Maxwellin ensimméinen
yhtalo.

2.4.2 (Gaussin lain soveltamisesta

Gaussin laki on kétevi esimerkiksi tilanteessa, jossa voidaan péételld kentédn
olevan vakio jollain koordinaatiston tasa-arvopinnalla. Liséksi on tiedettédva
kenttdvektorin suunta.

Pallosymmetrinen varausjakautuma

Pallosymmetrisessé tapauksessa varaustiheys on muotoa p = p(r), jolloin
sdhkokenttd on radiaalinen ja riippuu ainoastaan etéisyydesté origosta: E =
E(r)e,, mikd on helppo pédtelld suoraan Coulombin laista. Tarkastellaan
Gaussin lakia pallokoordinaateissa, kun pinnaksi S valitaan r-séteinen pallo:

T 27

]{ E.dS — 0/ 0/ E(r)e, - (rsin0df dde,) = 4nr2E(r) (2.26)

Toisaalta pallon sisdén jad varaus

r om 2T

/,odV = ///p(r')(r'2 sin Odr'dfd¢) = 4x /07" p(r )" dr’! (2.27)
000

joten pallosymmetrisen varausjakautuman sihkokenttd on

1 T
E(r) = — "Nr'2dr! 2.28
1) == [ ot)war (228)
Sovelletaan tété tasaisesti varatulle R-séteiselle pallolle, jonka sisdlld varaus-
tiheys on pg ja ulkopuolella nolla. Pallon kokonaisvaraus on @ = 47 R3pg/3.

Integrointi antaa sédhkokentéksi

Qr
< . =
r<R E(r) pr—
Q
: E(r)= ——— 2.2
r>R (r) Treor? (2.29)

Varausjakautuman ulkopuolella sihkokentté on siis sama kuin origossa ole-
van pistevarauksen Q kentté.
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Viivavaraus

Esimerkkiné sylinterisymmetrisesté tapauksesta tarkastellaan pitkdd tasai-
sesti varattua ohutta lankaa, jonka varaustiheys pituusyksikkoa kohti on A.
Symmetrian perusteella sihkokenttd on radiaalinen ja riippuu ainoastaan ra-
diaalisesta etédisyydesté. Tarkastellaan langan ympaérilla olevaa r-séteista sy-
linterié, jonka pituus on [. Integroitaessa sdhkokentéin normaalikomponent-
tia sylinterin pinnan yli sylinterin p#ét eivét tuota mitdén. Vaipan pinta-
ala on 27rl ja sylinterin sisélla oleva varaus Al, joten Gaussin laki antaa
2nrlE, = N /e eli

A
E. = 2.30
" 2mer ( )
Viivavarauksen kentti pienenee siis kuten 7~!. Kentin potentiaali on

A
2meq

p=— In(r/rg) (2.31)
misséd rg on vakio. Téssd tapauksessa ei voida sopia potentiaalia nollaksi
Adarettoméan kaukana.

Johdekappale

Kappaletta, jolla voi olla sisédisté varausta, kutsutaan eristeeksi (engl. die-
lectric). Johteissa on puolestaan tarpeeksi liikkuvia varauksia, jotka jat-
kavat liikettédén, kunnes sdhkokenttid kappaleen sisélld on nolla. Varaukset
joutuvat télloin kappaleen pinnalle, eli sisélld varaustiheys on nolla ja kap-
paleen mahdollinen nettovaraus on pintavarausta. Jotta tilanne olisi staatti-
nen, pinnalla olevan sdhkdkentén tédytyy olla pinnan normaalin suuntainen:
E,, = E,n, koska muuten varaukset liikkuisivat pitkin pintaa.

Sovelletaan Gaussin lakia sylinterinmuotoiseen pillerirasiaan (korkeus h),
jonka ulompi pinta yhtyy tarkasteltavan kappaleen pintaan ja jonka tilavuus
on hdS (dS =ndS, dS pohjan pinta-ala) (kuva 2.1). Saadaan

%E-dS:En-ndS—Ei-ndS—i— E-dS (2.32)

vaippa
missd E; on kenttd pillerirasian sisemmélléd pinnalla, siis 0. Rajalla h — 0
integraali vaipan yli menee my6s nollaksi ja
odS

€0

1
En-ndS:—/ pdV = (2.33)
€0 Jv

Koska tdmén tdytyy péted kaikilla pinta-alkioilla, on séhkokenttéd johdekap-
paleen pinnalla suoraan verrannollinen pintavaraukseen:

E="n (2.34)
€0
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AE

Kuva 2.1: Pillerirasia johdekappaleen reunalla.

Harjoitustehtéaviksi jad osoittaa, ettd mielivaltaisen johdekappaleen ympé-
réiméssé tyhjassd onkalossa ei ole sdhkostaattista kenttdd. Samoin jéd mie-
tittavaksi, miksi tdmé on merkittdiva tulos Coulombin lain kokeellisen tes-
taamisen kannalta.

HT: Laske tasaisesti varatun dérettomén tason aiheuttama sihkokentti ja
vertaa ylldolevaan tulokseen.

2.5 Sihkoéinen dipoli

Olkoon origossa varaus —q ja pisteessd d varaus ¢ (kuva 2.2). Télloin po-
tentiaali pisteessd r on

_q 1 1
dmeg v —d| x|

o(r) ) (2.35)

Tamé lauseke on tdysin yleinen riippumatta varausten etdisyydestd. Sahkoi-
sella dipolilla tarkoitetaan raja-arvoa d — 0, miké on sama asia kuin dipolin

r-d

Kuva 2.2: Séhkodipoli muodostuu kahdesta ldhekkéisestéd samansuuruisesta
vastakkaismerkkisestéd varauksesta.
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Kuva 2.3: Dipolikentén kenttéviivat zz-tasossa. Dipoli sijaitsee origossa ja
on z-akselin suuntainen.

katselu kaukaa (|r| > |d|). Binomisarjan avulla saadaan

1 -d
r—d| ' =[?-2r-d+d* V2 = —(1+r—2+...) (2.36)
r r
Rajalla d — 0 potentiaali havidé, ellei g kasva rajatta. Pistedipoli on idea-
lisaatio, jonka varaus on nolla, mutta jonka dipolimomentti p = gd on

ddrellinen. Origossa olevan sdhkodipolin potentiaali on siis

1 p'r

= — 2.
o) = =2 (2.37)
Ottamalla tdstd gradientin vastaluku saadaan sdhkokentéksi (HT)
1 3r-p P 1 3pcosf P }
E(r)= —— _Pl_ _P 2.38
(x) 47eg { . r3} 47eg { PR (2:38)

missd # on dipolimomentin ja vektorin r véilinen kulma. Mydhemmin saa-
daan magneettiselle dipolille ssamanmuotoiset lausekkeet. Dipolikent&n kent-
tdviivat on hahmoteltu kuvaan 2.3.

2.6 Sidhkokentidn multipolikehitelméa

Tarkastellaan seuraavaksi mielivaltaista varausjakautumaa p(r’) origon ym-
paristossi. Sen aiheuttama potentiaali pisteessé r on

1 p(x')
p(r) = 47TEO/V |r_r,|dV (2.39)
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Kehitetésn |r — /|~ binomisarjaksi, kun r > r/:
’I‘ - I,/’71 _ (7"2 —or-r + 7a/2)71/2

1 . 1 21‘-1"4_7“'2

o 2 72 r2

Sijoitetaan timé potentiaalin lausekkeeseen, jitetddn r’:n toista potenssia

korkeammat termit pois ja jéirjestetiiin termit r’:n kasvavien potenssien mu-

kaan. Taméa antaa potentiaalin multipolikehitelmén kvadrupolimoment-
tia myoten

1 1 / /! r / / / /
= - av’ + — - av
o) = - { [oeav+ 5 [ o)

lx;z;
+ Z Z 2 7"5] / wixl — i) p(x') av’ (2.41)

i=1j=1

3

+ 3l ]2+...} (2.40)

missé x;:t ovat paikkavektoreiden karteesisia komponentteja ja d;; on Kro-
neckerin delta
_ )0, i#F g
0ij = { 1 e (2.42)

Multipolikehitelmén ensimmaéinen tekijé vastaa origoon sijoitetun varaus-
jakautuman osuutta potentiaaliin. Toinen tekija vastaa origoon sijoitettua
dipolimomenttien jakautumaa. Kolmas termi on muotoa

3.3 11‘2‘1'j
225 o Qij
i=1j=1

missé (;; on kvadrupolimomenttitensori. Potentiaalin multipolikehitel-
mé voidaan siis kirjoittaa sarjana

L L ZZ L x“ﬂ] T Qi + (2.43)

dmeg | T = 71

Kaukana varausjakautumasta potentiaali on likimain ensimméisen nollasta
poikkeavan termin aiheuttama potentiaali. Atomien ytimissi dipolimoment-
ti on nolla, mutta korkeammat multipolit ovat tarkeitd ydinfysiikassa.

2.7 Poissonin ja Laplacen yht&lot

Séhkostatiikka olisi aika suoraviivaista, jos tietdisimme kaikkien varausja-
kautumien paikkariippuvuudet. Néin ei kuitenkaan ole monissa kayténnon
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ongelmissa. Koska V - E = p/ep ja E = —V, Gaussin laki differentiaali-
muodossa vastaa matematiikan Poissonin yht4l6a

Vi = —p/eo (2.44)

Jos varaustiheys on nolla, niin Poissonin yht#lé yksinkertaistuu Laplacen
yht&loksi
Vip=0 (2.45)

Laplacen yht#lon toteuttavaa funktiota kutsutaan harmoniseksi.

Poissonin yhtélo voidaan ratkaista, jos varausjakautuma ja oikeat reu-
naechdot tunnetaan. Tarkastellaan sédhkostaattista systeemid, joka koostuu N
johdekappaleesta. Kunkin johteen pinnalla potentiaali on ¢;, i =1,..., V.
Reunaehtoja on kahta perustyyppia:

1. Tunnetaan potentiaali ¢ alueen reunalla (Dirichlet’n reunaehto).

2. Tunnetaan potentiaalin derivaatan normaalikomponentti dp/0n alueen
reunalla (von Neumannin reunaehto).

Selvitetéadin, ovatko mahdollisesti 16ydettavit ratkaisut yksikésitteisia. On
selvid, ettd jos p1(r),..., o, (r) ovat Laplacen yhtélon ratkaisuja, niin

p(r) = Cipi(r)
missé C;:t ovat mielivaltaisia vakioita, on Laplacen yht&lon ratkaisu.

Yksikisitteisyyslause: kaksi annetut reunaehdot téayttavia Poissonin
yhtalon ratkaisua ovat additiivista vakiota vaille samat. Tarkastellaan tdmén
todistamiseksi johteiden pinnat Si,..., Sy sisdénsd sulkevaa tilavuutta Vjp,
joka on pinnan S sisilld (pinta voi olla ddrettomyydessd). Olkoot o1 ja ¢
kaksi Poissonin yhtélon toteuttavaa ratkaisua, jotka tédyttdvit samat reu-
nachdot johteiden pinnalla Sy, siis joko ¢1 = @9 tai dp1/0n = Jpa/On
néilld pinnoilla seké pinnalla S. Tarkastellaan funktiota ® = ¢ — @o. Ti-
lavuudessa Vj on selviisti V2® = 0. Reunaehdoista puolestaan seuraa, etté
kaikilla reunoilla

0P

joko =0 tai n-V&é=_—=0
on

Sovelletaan sitten divergenssiteoreemaa vektoriin &V ®:

V. (BVP)dV — ]{ (BVP)-ndS = 0

Vo
S+S1+..+SNn

koska joko ® tai V& - n on pinnoilla 0. Toisaalta

V- (dVD) = dV2D + (V)% = (VD)?
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eli

/(V@Pdvzo
Vo

Koska (V@)% > 0 koko alueessa Vj, sen on oltava nolla kaikkialla. Té#sté
seuraa, ettd ® on vakio koko alueessa Vj ja yksikisitteisyyslause on siten
todistettu.

Tama4 ei ole todistus ratkaisun olemassaololle vaan sille, ett4 mahdolliset
ratkaisut ovat yksikésitteisia. Tuloksen térkeys on siiné, etté jos 1oydetdin
milla keinolla tahansa annetut reunaehdot tayttdva Poissonin yhtélon rat-
kaisu, se on Dirichlet’'n reunaehdolla yksikésitteinen ja von Neumannin reu-
naehdolla vakiota eli potentiaalin nollatasoa vaille yksikésitteinen.

2.8 Laplacen yhtilon ratkaiseminen

Laplacen yht#lo on fysiikan keskeisimpié yhtéloitéa. Sihkoopin liséksi se esiin-
tyy lAmmonsiirtymisilmioissa, virtausmekaniikassa jne. Kovin monimutkai-
sissa tilanteissa yht&loéd ei voi ratkaista analyyttisesti, mutta joskus ongel-
man symmetriasta on hyotyéd. Laplacen yhtalo, joka on osittaisdifferenti-
aaliyhtalo, saadaan separointimenetelmé&lld muunnettua ryhméksi tavallisia
yvhden muuttujan differentiaaliyhtéloita. Laplacen yht#lo voidaan separoi-
da kaikkiaan 11 erilaisessa koordinaatistossa, joista téssé esiteltdvét kolme
tapausta ovat tavallisimmat.

2.8.1 Karteesinen koordinaatisto

Kirjoitetaan Laplacen yhtilo ensin karteesisissa koordinaateissa

%o 0%p 32<p_

=0 2.46
ox? = Oy? 022 (246)

ja etsitdén sille ratkaisua yritteelld
p(r,y,2) = X(2)Y (y)Z(2) (2.47)

Sijoitetaan tdmé yhtdloon (2.46) ja jaetaan tulolla XY Z, jolloin saadaan

1¥X+1£Y+1¥Z
X da?2 Y dy?2 7 dz?

=0 (2.48)

Nyt jokainen termi riippuu vain yhdestid muuttujasta, jotka ovat kesken&ain
riippumattomia. Niinp& kunkin termin on oltava erikseen vakioita

1d’°X 5, 1dY

1d*Z
Xd2 Y Y dy?

2
=06%; —= = 2.4
N Zd2 " (249)
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missi o + 32 + 2 = 0. Kukin yhtélsistd (2.49) on helppo ratkaista:

X(x) = A1e™® 4 Ape o
B1e® + Bye ™ (2.50)
Z(z) = Cie’*+Che 7

)~<
S
Il

Yleisesti kompleksiarvoiset vakiot A;, B;, C; ja «, 3, v madrdytyvit ongel-
man reunachdoista. Koko ratkaisu on muodollisesti summa

oz, y,2) = Y X(2)Y(y)Z(2) (2.51)
a,B,y

missé separointivakioille «, (3, tulee tilanteesta riippuvia rajoituksia.

Esimerkki. Potentiaali laatikossa

Tarkastellaan laatikkoa 0 < x < a,0 < y < b,0 < z < ¢. Olkoon potentiaali
nolla muilla reunoilla paitsi yldkannella (z = ¢), jossa se on tunnetuksi
oletettu funktio V(x,y). Ratkaistaan potentiaali laatikon sisalla.

Edellé saatua ratkaisua voitaisiin kayttad suoraan, mutta kirjoitetaankin
nerokkaasti

X(z) = Ajsin(ax)+ Ay cos(ax)
Y(y) = Bisin(By)+ B cos(By) (2.52)
Z(z) = Cysinh(yz) + Cycosh(vz)

missi a? + 32 = +2 (HT: totea, ettéi yrite on kelvollinen). Téssd on tar-
koituksella valittu trigonometriset funktiot x- ja y-suunnissa ja hyperboliset
funktiot z-suunnassa. Reunaehtoja soveltamalla néhdéén heti, ettd voidaan
valita Ao = By = C5 = 0, kun separointivakiot « ja G toteuttavat seuraavat
ehdot (reunaehdoista sivuilla = a ja y = b):

a = mn/a
B = nn/b (2.53)

missd m, n ovat kokonaislukuja, ja ne voidaan rajoittaa liséiksi positiviisiksi.
Myo6s kolmas separointivakio saa silloin vain diskreetteja arvoja:

Y = Ymn = 7/ (m/a)? + (n/b)? (2.54)

Samaan tulokseen olisi luonnollisesti padadytty, vaikka olisi lihdetty liikkeelle
eksponenttifunktioiden avulla kirjoitetusta ratkaisusta. Tilanteesta riippuu,
mik&d muoto on laskuteknisesti mukavin.
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T&dhén mennessé on siis saatu ratkaisuksi Fourier-sarja

o(x,y,z) = Z A sin(mmz/a) sin(nmy/b) sinh(v,,,2) (2.55)

m,n=1

On jarkevié tarkastaa vield kerran, etté tdmé toteuttaa Laplacen yhtélon ja
antaa potentiaaliksi nollan vaadituilla reunoilla. Tuntemattomat kertoimet
A, saadaan asettamalla z = c:

o(x,y,c) =V(x,y) = Z A sin(mmz /a) sin(nry/b) sinh(ymnc) (2.56)

m,n=1

Loppu on Fourier-kertoimien médrittamistéa. Jos funktio V' (z, y) on riittavéin
siisti, kertoimet saadaan laskettua ortogonaalisuusintegraalien avulla. Tamé
lienee tuttua FYMM L:1tA.

Edelld ei mietitty sitd mahdollisuutta, etté jotkin separointivakioista oli-
sivat voineet olla nollia. Huolellinen lukija tutkikoon erikseen t&dmén tilan-
teen. Lyhyemmin voidaan kuitenkin todeta, etta 16ydetty ratkaisu on selvésti
kelvollinen ja yksikésitteisyyslauseen mukaan ongelma on sillé selvé.

2.8.2 Pallokoordinaatisto

Koska pistevarauksen kenttd on pallosymmetrinen, pallokoordinaatisto on
usein erittdin kdyttokelpoinen. Laplacen yhtaloé on téalléin

102 1 0 Oy 1 0%
-2 = T (sind ) T 2.
pr A U e pnri (Sm b5 ) T TanZg o 0 (2:57)
Etsitaan talle ratkaisua muodossa
R(r
o(r0,0) = " ow)a(s) (2.59)

Sijoitetaan tdma yhtiloon (2.57), kerrotaan suureella r2sin?6 ja jaetaan
RO®:1la:

1 d’R 1 1d do 1 d*®
2 2 .
in2 @ —_ H— + = 2.
roem (R dr?2  r2sin6 © df (Sm db )) d dop? 0 (2:59)

Ainoastaan viimeinen termi riippuu ¢:stéd, joten sen on oltava vakio, jota
merkitéan —m?2:114:
L& 2 (2.60)
_ = —m .
O dg?

Taman ratkaisut ovat muotoa

B(¢) = CeFim? (2.61)
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Yleisesti m on kompleksinen, mutta fysikaalinen ehto rajaa sen mahdolli-
set arvot: jotta potentiaali olisi jatkuva, kun ¢ — 0 ja ¢ — 2w, on oltava
®(0) = ®(2m), joten m = 0,%+1,+2,.... Jatkuvuus on luonnollinen vaa-
timus, koska séhkostaattinen potentiaali voidaan tulkita yksikk&varauksen
potentiaalienergiaksi.

Yhtilon (2.59) ensimmiiisen termin on oltava puolestaan m?, joten

1 ,d’R 1 1d de m?
L2l =2 (5o ) - ) = 2.62
R @t <sin9®d0 (Smeda) sin20> o @8

Témén yhtédlon ensimmaéinen ja toinen termi riippuvat kumpikin ainoastaan
omasta muuttujastaan ja ovat siten yhtésuuria vastakkaismerkkisié vakioita,
jota merkitddn mukavuussyista [(I + 1):114

1 ,d’R
T oy = 1 2.
R g~ D (2.63)
1 1d /. dO m?
sinf © df <5m0@>_—5m29 = —l(l+1) (2.64)

s

Yhtilén (2.63) yleinen ratkaisu 1oydetédén yritteelld R(r) = r:
R(r) = Art*l 4 Br~! (2.65)
missid A ja B ovat vakioita. Kirjoittamalla & = cos § saadaan ©:n yht#loksi

a
dg

de m?
((1- 52)E) - (l(l +1) - 1_—€2> 0=0 (2.66)

Jotta tdmén ratkaisut olisivat Hérellisid pisteissd & = £1 eli 8 = 0,7, on
oltava [ = |m|,|m| + 1,.... Tietylld tavalla normitettuja ratkaisuja ovat
Legendren liittofunktiot P;™(¢). Niille on voimassa ehto |m| < [, joten

m=—l,—l+1,....0—1,1 (2.67)

Erikoistapauksessa m = 0 Laplacen yht&lon ratkaisu ei riipu ¢:sta, jolloin
Legendren liittofunktiot palautuvat Legendren polynomeiksi P;:

1 d

=9 d_gl(§2 - 1) (2.68)

hi(€)

Legendren liittofunktiot saadaan puolestaan Legendren polynomeista:

P(e) = (1 - 5%““52—”;%) (2.60)
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Yleisesti Laplacen yhtélolla on siis pallokoordinaatistossa jokaista [ kohti
2l + 1 kulmista 6 ja ¢ riippuvaa ratkaisua. Ne voidaan sopivasti normittaen
lausua palloharmonisten funktioiden

2041 —m)! .
+ 1 m)‘PZm(COS 0)eim? (2.70)

Yim(0,¢) = (=1)™ T m)

avulla. Normitus on valittu siten, etté pallofunktiot Y7, muodostavat orto-
normitetun taydellisen funktiojarjestelmén pallon pinnalla:

[ Yiia(0.6)Y2y (0. 6) 42 = Gy (2.71)

Palloharmonisten yhteenlaskuteoreema antaa kahden vektorin vélisen etéi-
syyden k#dnteisluvun summana

Z Z QZH m Yir (8, 6)Yim (6, &) (2.72)

missé vektorin r suuntakulmat ovat 6, ¢ ja vektorin r’ suuntakulmat 6’, ¢’
sekd r~ = man(r,r’") jars = max(r,r’). Timi on hyddyllinen tulos, koska se
erottelee pisteiden r ja r’ koordinaatit (r, 6, ¢) ja (r',6',¢'). Moni integraali
olisi vaikea laskea ilman t&td kaavaa.

Mikéd hyvénséd riittdvin sdédnnollinen pallon pinnalla mééritelty funk-
tio voidaan kehittds palloharmonisten sarjaksi. Esimerkkiné kiy maapallon
magneettikentté, jonka sarjakehitelmén johtava termi vastaa magneettista
dipolia ja korkeammat termit johtuvat kentén lihteen poikkeamisesta di-
polista, magneettisen maa-aineksen epétasaisesta jakautumasta ja maapal-
lon ylapuolisissa ionosfidrissé ja magnetosfairissé kulkevista sihkovirroista.
Palloharmonisia funktioita tarvitaan paljon myo6s atomifysiikassa ja kvant-
timekaniikassa mm. tarkasteltaessa impulssimomenttioperaattoreita. Tekija
(—1)™ kaavassa (2.70) on vaihetekiji, joka voidaan jattdd pois tai ottaa mu-
kaan jo P/™:n mairitelmésséd (2.69). Sen ottaminen mukaan on hyoédyllista
etenkin kvanttimekaniikan laskuissa (katso esim. Arfken).

Kootaan lopuksi Laplacen yhtélon separoituva ratkaisu, kun 0 < r < oo:

o(r,0,¢) = Z A Y (0, 6) + Z B Y0(0, 0) (2.73)

missd summaus on
00 l
=2
Im =0 m=-—1

ja kertoimet Aj,, B, miirdytyvit reunaehdoista.
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Esimerkki. Kiertosymmetrinen tilanne

Rajoitutaan nyt tapaukseen, jossa dp/0¢ = 0 eli p = ¢(r, ). Téllaisia ovat
esimerkiksi pistevarauksen tai dipolin kentét. Laplacen yht&lé on nyt
1 0 (4,00 1 9 /. Op
il bl — 2] =0 2.74
r2Or (T 87") + r2sin g 00 (sm ) (2.74)
Toistetaan harjoituksen vuoksi edelld ollut muuttujien separointi etsimallé
ratkaisua yritteelld ¢(r,8) = Z(r)P(0), jolloin
1d [ ,dZ 1 d dP
= — — | =——=———(sinf— 2.75
Z dr (r dr) Psin6 df (Sm ) (2.75)
Yhtélon molemmat puolet ovat yhté suuria kuin jokin vakio k kaikilla r:n

ja 0:n arvoilla. Néin osittaisdifferentiaaliyhtiloé on hajotettu kahdeksi taval-
liseksi differentiaaliyhtéloksi. Kulman 6 yhtéloé kirjoitettuna muodossa

1 d dP
——— [sinf— kP = 2.
sin 0 df (Sm de) * 0 (2.76)
kutsutaan Legendren yht&loksi. Kuten edelld todettiin, fysikaalisesti kel-
volliset ratkaisut kaikilla 6 € [0, 7] edellyttévit, ettd k = n(n+1), missi n on
positiivinen kokonaisluku. Ratkaisut ovat Legendren polynomeja P, (cos )
1 "

P, =—————[cos?f — 1]" 2.
. (cos 0) S d(cosﬁ)"[cos 0 —1] (2.77)

Muutama ensimmaéinen P,, on

P, =1

P, = cosf

P = % (3 cos? 0 — 1)

Py = % (5 cos® 0 — 3 cos 9)

Radiaalisen yht&lon

LA — 29

kaksi riippumatonta ratkaisua ovat muotoa r™ ja r~ (1) Tiydellinen rat-
kaisu on néiden lineaariyhdistelmé

Zn(r) = Apr™ + Bpr~ (D (2.79)

ja koko Laplacen yhtélon ratkaisu kiertosymmetriassa on muotoa

e}

o(r,0) = Z <Anr” + %) P, (cosf) (2.80)
n=0

Integroimisvakiot A,, ja B,, on mé#ritettdvi reunaechdoista.
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Esimerkki. Johdepallo vakiosihk6kentéssi

Tuodaan tasaiseen sihkokenttdin Eqg varaamaton a-séteinen johdepallo. Joh-
de pakottaa alunperin suorat kenttdviivat taipumaan siten, ettd ne osu-
vat pintaan kohtisuoraan. Valitaan koordinaatisto siten, etté origo on pal-
lon keskipisteessé ja z-akseli on sdhkokentdn suuntainen. Télloin ongelma
on kiertosymmetrinen. Johteen pinta on kaikkialla samassa potentiaalissa
©(a,0) = ¢o. Kaukana pallosta sdhkokenttéd ldhestyy vakioarvoa

E(r,0),— = Epe, (2.81)
joten kaukana potentiaali 1dhestyy lauseketta

o(r,0)r 0o = —Eoz+ C = —Eprcosf + C (2.82)

Kirjoitetaan auki potentiaalin muutama ensimméinen termi lausekkees-
ta 2.80:

B B 1
o(r,0) = A0+—O+A1TCOSG+—2ICOSH+A2T2 [—(3(30829—1)]
T T 2
+—5 [5 (3cos 9—1)] +... (2.83)

Kun r — oo, niin ¢ = —FEgrcos, joten A, = 0 kaikille n > 2 ja A; = —Fj.
Koska pallon kokonaisvaraus on nolla, potentiaalissa ei ole 1/r-riippuvuutta,
eli By = 0. Jéljelld olevat cos™#-termit (n > 2) ovat kaikki lineaarisesti
riippumattomissa polynomeissa P,,, joten ne eivét voi kumota toisiaan pallon
pinnalla, missé ei ole f-riippuvuutta, eli B,, = 0 kaikille n > 2. Jiljelle jai

v(a,0) = o (2.84)
B
o(r,0) = C — Egrcosf + r_21 cos 6 (2.85)

Kun r = a, cos §-termien on kumottava toisensa, joten C' = g ja By = Epa®.
Reunaehdot tayttava Laplacen yhtdlon ratkaisu on siis

CL3 E()

o(r,0) = po + ( 5 — Em") cos 0 (2.86)
T

Sahkokentédn E = —V¢ komponentit ovat

3
E = -22_- g (1 + 2“—3> cos 0 (2.87)
T

a3
By = ——=o=—E(1——5]|sin0 (2.88)
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Pallon pintavaraustiheys on
o =¢eE.(r=a)=3eEycosb (2.89)

Indusoituva pintavarausjakautuma on #:n funktio. Sen dipolimomentti on

p = / rp(r)dV = / (zey + yey, + ze;)(3egEp cos 0)r2 sin 6 df do
pallo r=a
= 6ma’eEy / e, cos?0sinfdh = dneg a®Ep e, (2.90)
0

Pallon ulkopuolella sen osuus kentésté on sama kuin origoon sijoitetun di-
polin, jonka dipolimomentti on p = 4mwega®Epe..

2.8.3 Sylinterikoordinaatisto

Tarkastellaan sitten sylinterisymmetristé tilannetta ja oletetaan liséksi, ettei
tilanne muutu sylinterin suunnassa. Nyt d¢/0z = 0 ja Laplacen yht&lo on

10 [ Op 1 0%p B
v (1) + g =0 (2:91)

Huom. Sylinterikoordinaatistossa r:114 ja 6:lla on eri merkitys kuin pallo-

koordinaatistossa! Kirjallisuudessa kéytetédéin usein radiaalietéisyydelle sym-
bolia p ja kiertokulmalle ¢.

Laplacen yht&lo separoituu yritteelld ¢ = Y (r)S(6):

rd [ dY 1428
r _ 1d5 _ 9.92
Ydr(rdr) saez " (2.92)

missi separointivakiolle n? tulee jilleen rajoituksia kulmayhtalosta

2

% +n%8 =0 (2.93)
Témén ratkaisut ovat sin(nf) ja cos(nf). Jos kulma 6 saa kaikki arvot vlilld
0 < 6 <27, on oltava ¢(0) = (0 + 2m). Tésté seuraa, ettd n on kokonaislu-
ku, joka voidaan rajoittaa positiiviseksi. Lisdksi tapauksessa n = 0 saadaan
ratkaisu S = Apf + Cp (ehto ¢(0) = p(0 + 27) ei silloin toteudu, mut-
ta pidetddn tdmikin termi mukana tédydellisyyden vuoksi). Radiaalisesta
yhtélosta tulee nyt

d ([ dY 5 ,d’Y dy
dr (7" dr) " " dr? +rdr " 0 (2.94)
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joka ratkeaa yritteelld Y = r®. Saadaan s = £n, joten ratkaisufunktiot ovat
muotoa Y = r" ja Y = r~". Tapaus n = 0 antaa lisiksi Y = In(r/ro).
Kokonaisuudessaan ratkaisu on
o0
o(r,0) = Z (Apr™ + Bpr™™) (Cp sinnd + Dy, cos nd)
n=1

+ (Ao In (7“/7’0)) (C()H + DO) (2.95)

Vakiot on jilleen selvitettévd tarkasteltavan tilanteen ominaisuuksista ja
reunaehdoista.

Huom. Jos kulmariippuvuus on rajattu johonkin sektoriin, on pallo- ja
sylinterikoordinaatistossa kulmayht&ldiden separointivakioiden arvot méaari-
tettdva tapauskohtaisesti. Esimerkiksi pallokalotin tapauksessa paadytaan
kalottiharmonisiin funktioihin, jotka ovat paljon konstikkaampia kuin pallo-
harmoniset funktiot.

2.9 Kuvalidhdemenetelméi

Laplacen yhtélon yksikésitteisyys antaa ratkaisijalle vapauden kayttda mie-
leisiddn kikkoja ratkaisun 16ytédmiseen. Tietyissd geometrisesti yksinkertai-
sissa tapauksissa peilivarausmenetelmé on kéteva keino valttda differentiaa-
liyvhtdlon ratkaiseminen. Tarkastellaan tilannetta, jossa on joko annettu tai
varausjakautumasta helposti laskettavissa oleva potentiaali ¢ (r) ja johteita,
joiden pintavarausjakautuma olkoon o(r). Kokonaispotentiaali on

o) = 1) + o [ T (2.90)

dmey Js v —1/|

Ratkaisuun johdesysteemin ulkopuolella ei vaikuta lainkaan, kuinka varaus
on jakautunut johteen pinnan takana, kunhan pinnalla on voimassa sa-
mat reunaehdot. Voidaan siis ajatella, ettei kyseessé olekaan johdekappa-
le vaan pinta, jonka takana on varausjakautuma, joka antaa samat reu-
naechdot kuin oikea johdekappaleen pintavaraus. Kuvamenetelm#s voidaan
kiayttad myos ajasta riippuvissa tilanteissa seké varausten ettéd virtojen yh-
teydessd muidenkin aineiden kuin johteiden yhteydessé. Teknillisen kor-
keakoulun Sahkomagnetiikan laboratoriossa on kehitetty tétd menetelméas
erittédin pitkélle.

Esimerkki. Pistevaraus johdetason lédhella

Valitaan johdetasoksi (y, z)-taso ja asetetaan varaus g z-akselille pisteeseen
x = d. Taso oletetaan maadoitetuksi, jolloin sen potentiaali voidaan vali-
ta nollaksi. Toisaalta taso saadaan nollapotentiaaliin asettamalla varaus —q
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Kuva 2.4: Pistevaraus johdepallon ldhellA.

pisteeseen (—d, 0, 0). Ratkaisujen yksikésitteisyyden vuoksi nédin saadaan oi-
kea ratkaisu alueessa z > 0. Puoliavaruuteen z < 0 tatd menetelméia ei saa
soveltaa, koska siellé ei ole oikeasti varausta. Kokonaispotentiaali on

_q 1 _ 1
o(r) = T (‘r_d‘ ‘r+d‘) (2.97)

missd d = (d,0,0). Tésté saa suoraan sdhkokentén

_ _q r-d r+d
B = -Ve) = 1 (g aaE)  (299)

ja johteen pintavaraustiheyden

qd
A2 + 42 + 22)3/2

o(y,z) = eoly| o= — 2.99

(y ) 0 $‘:L'_O 27T( ( )
Varaus vetédd pintaa puoleensa samalla voimalla kuin se vetéisi etdisyydella
2d olevaa vastakkaismerkkistéd varausta. HT: integroi pintavaraustiheys koko
tason yli.

Téssé esimerkissé siis pisteessi (d,0,0) olevan pistevarauksen potenti-
aali toteuttaa Poissonin yhtélon alueessa x > 0. Tadma ei kuitenkaan riita
ratkaisuksi, koska reunaehto johdetasolla ei toteudu. Pisteesséd (—d, 0,0) ole-
van kuvaldhteen potentiaali puolestaan toteuttaa Laplacen yhtélon alueessa
x > 0 ja sen lisdksi varmistaa reunaehdon toteutumisen. Yhteenlaskettu
potentiaali on siis haettu ratkaisu alueessa x > 0.

Esimerkki. Pistevaraus maadoitetun johdepallon ldhell&d

Valitaan origoksi pallon keskipiste, olkoon a pallon séde ja d etdisyys origos-
ta varaukseen ¢ (kuva 2.4). Etsitddn potentiaali ¢(r) (r > a) reunaehdolla
¢(a) = 0. Symmetrian perusteella peilivarauksen ¢’ tiytyy olla suoralla, joka
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kulkee varauksen ¢ ja origon kautta. Varauksen ja peilivarauksen yhteenlas-
kettu potentiaali pisteesséd r on

1 q q >
= 2.1
#(x) Are <|r—d| SATIN (2.100)

1 q q

d7eg {(TQ + d? — 2rdcos 0)1/2 * (r2 4+ b2 — 2rbcos 0)1/2

Pallon pinnalla potentiaali on nolla kaikilla @, ¢. Sijoittamalla r = a ja aset-
tamalla 8 = 0 ja § = 7w saadaan peilivarauksen paikka ja suuruus

[\

a a
b=—,q¢ =—= 2.101
ik 74 (2.101)
ja ongelma on ratkaistu.
Mikali palloa ei olisi maadoitettu, sen keskipisteeseen voitaisiin asettaa
toinen peilivaraus ¢”, joka puolestaan sovitettaisiin antamaan pinnalla oikea
reunaechto. Pallon kokonaisvaraus olisi tilloin Q = ¢’ + ¢”.

2.10 Greenin funktiot?

Edelld tarkasteltiin tilanteita, joissa oli joko pelkéstddan johdekappaleita tai
johdekappaleita ja yksittéisid varauksia. Yleisessé tilanteessa voi olla annet-
tu varausjakautuma p sekd johdekappaleita, joiden pintavarausjakautuma
on tuntematon. T&lloin on ratkaistava Poissonin yht&lo

V2o = —p/eo (2.102)

Tamé& voidaan tehd& integroimalla varausjakautuman yli

1 p(r') /
r) = dav 2.103
o1(r) 4m/v‘r_r,‘ (2.103)
ja lisdamalla tdhan Laplacen yhtélon sellainen ratkaisu o, ettd yhteenlas-
kettu potentiaali toteuttaa reunaehdot johdekappaleiden pinnalla.

Aiemmat esimerkit ovat perustuneet hyvin yksinkertaiseen geometriaan.
Yleisemmin voidaan osoittaa, ettéd Laplacen ja Poissonin yhtélot, jotka to-
teuttavat joko Dirichlet’n tai von Neumannin reunaehdot, voidaan ratkaista
kédyttden Greenin teoreemaa ja Greenin funktioita.

Suoraviivainen HT on johtaa divergenssiteoreemasta Greenin ensimmé&i-
nen kaava (GI):

/ (V2 + V- Vip) dV = 7{ @V -ndS (2.104)
\%4 S

2Tamé luku kuuluu yleissivistykseen
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ja Greenin toinen kaava (GII):

/ (V20 — V) dV = 7{ (Ve — oVi) - ndS (2.105)
1% S

joka tunnetaan myos nimelld Greenin teoreema. Kolmas Greenin kaava (GIII)
saadaan soveltamalla GII:ta tapaukseen

1
v — ']

Tzz)(n rl) =

missd r on jokin kiinteéd piste alueessa V. Muodollisesti voidaan kirjoittaa

Vi (r,r') = —47d(r — ') (2.106)
Sijoittamalla ndmé GlII:een (2.105) saadaan GIII
o _i / 1 2 /
o) = g [ AV )
1 , 1 Jo(r) N 0 ( 1 ﬂ
+477 SdS Lr—r’] on' el )Bn’ lr — 1’| (2.107)

GIIIL:a ei voi kidyttdd suoraan, koska siiné esiintyvét sekd Dirichlet’n etta
von Neumannin reunaehdot. Oletetaan, ettd F'(r,r’) on jokin alueessa V
médritelty harmoninen funktio eli funktio, joka toteuttaa Laplacen yht&lon
V2F(r,r') = 0, missé derivoidaan pilkuttoman koordinaatin suhteen. Nyt
GII antaa tuloksen

0 = —/ dV'F(r,r)V2p(r)

v

do(r')  OF(r,r)
! / b /
+ fés ds <F(r,r) - o )> (2.108)
Muodostetaan sitten Greenin funktio

1

G(r, r/) = ’r — r" + F(I‘, I‘,) (2109)

Summaamalla (2.107) ja (2.108) saadaan tulos

pr) = —ﬁ/vdV’G@,r’)v?so(r’)
A T Ty

Valitsemalla F(r,r’) sopivasti saadaan tdstd Poissonin yhtlén ratkaisu an-
netuilla reunaehdoilla. Greenin funktiolla on selvasti ominaisuus

V2G(r,v') = —4n6(r —1') = V2G(r, 1) (2.111)

Greenin funktioiden kdytto ei rajoitu Poissonin yht#lén ratkomiseen, vaan
niilla on keskeinen osa ratkottaessa erilaisia integraaliyht&loita.
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Esimerkki. Pallon Greenin funktio

Tarkastellaan esimerkkiné pallon Greenin funktiota Dirichlet’'n reunehdolla,
ettd potentiaali pallon pinnalla on tunnettu. Tall6in valitaan

1
Gp(r,r') = T + Fp(r,r’) (2.112)

reunaehdolla
Y Ay - (2.113)
‘I‘ - I‘/‘ r'eS
missé S on pallon pinta. Jo aiemmin on ratkaistu identtinen ongelma yhdel-
le pistevaraukselle pallon ulkopuolella ehdolla, ettéd potentiaali pinnalla on
nolla yhtélossé (2.100). Sielld saatu ratkaisu on vakiota q/4meg vaille yhtélon

(2.113) ratkaisu, joten

1 a

N — —
Colnr) = E ] ~ T (/]

(2.114)

misséd a on origokeskisen pallon sidde. Havaitaan, ettd Greenin funktio on
symmetrinen muuttujien r ja r’ suhteen. TAmé ominaisuus pétee yleisem-
minkin (ks. esim. Jackson).

Potentiaali saadaan integroimalla

1
4meq

/ Gp(r,t)p(r') dV — — / 9Gp(r,r) o as' (2.115)
1% S

p(r) = 47 on

misséd on V viittaa pallon sisdosaan ja S pintaan. Normaalivektori n suuntau-
tuu ulospéin siitd alueesta, jossa potentiaali halutaan laskea. Tarkasteltaessa
aluetta pallon siséllda n = e, ja ulkopuolista aluetta tutkittaessa n = —e,.
Ulospéin suuntautuva normaaliderivaatta on

r o, , 1 a%—r2
E.VGD(nr)r’es - _E|r—r’|3 r'eS
2 _ g2

= " (a® — 2ar cosy 4+ r?)~%% (2.116)

missd v on r:n ja r’mn vilinen kulma.

Sovelletaan Greenin funktiota tapaukseen, jossa pallon sisélléd ei ole va-
rausta eli ratkaistaan Laplacen yht#lo reunachdolla ¢(a) = f(r), kun r on
pallon pinnalla. Tdmé& antaa Poissonin kaavana tunnetun tuloksen

a’2 B r2 / f(a7 9/7 (bl) ds/
4ra Jg (a2 —2ar cosvy +r2)3/2

_ “(“2”2)/5( f(a,0, &) Y (2.117)

47 a? —2ar cos~y + r2)3/2

p(r) =
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joka ilmaisee siis potentiaalin alueen sisdlld olettaen potentiaali tunnetuk-
si pallon pinnalla. Jos puolestaan halutaan tarkastella potentiaalia pallon
ulkopuolella, pintaintegraalissa normaalin suunta méaritelladn ulospéin ja
ainoa muutos on korvata (a? —r?) — (r? — a?).



Luku 3

Sahkokentta valiaineessa

Edella tarkasteltiin sdhkostaattista kenttdé tilanteissa, joissa oli annettuja
varausjakautumia tai vapaita varauksia johdekappaleiden pinnalla. L&hes-
kédn kaikki aineet eivat kuitenkaan ole johteita. Hyvén johteen vastakohta
on ideaalinen eriste, jossa ei ole lainkaan vapaita varauksia. Aine on kui-
tenkin koostunut positiivisista atomiytimistd ja negatiivisista elektroneis-
ta. Jos eriste asetetaan sdhkokenttddn, kenttd aiheuttaa voimavaikutuksen
eristeen rakenneosasiin. Vaikutuksen suuruus riippuu aineen mikroskoop-
pisista ominaisuuksista. Eristeeseen syntyvéd makroskooppista vaikutusta
kuvataan eristeen erimerkkisten varausten siirtyméné toistensa suhteen. Ai-
neen sanotaan talloin polarisoituneen. Sisdisen polarisoituman ja ulkoisen
kentdn vuorovaikutusketju on usein hyvin monimutkainen, silld polarisoi-
tuma muuttaa puolestaan ulkoista kentt&dd. Mikali eristeen l&helld on joh-
dekappaleita, niiden pinnalle indusoituva varausjakautuma muuttuu, miké
puolestaan muuttaa eristeeseen vaikuttavaa ulkoista kentt#a.

3.1 Sihkoéinen polarisoituma

Palautetaan ensin mieleen, etté sdhkostatiikka hallitaan yhtéloilla

V-E = ,0/60 (3.1)
VXxE = 0 (3.2)

Erityisesti on huomattava, etté p siséltda kaikki varaukset eikéd mitdédn jakoa
muihin” varauksiin tarvitse tehdéa. Periaatteessa polarisoi-

”vapaisiin” ja 7’

tuva aine voidaan siis késitelld varausjakaumien avulla.
Tarkastellaan polarisoituneen aineen pienté tilavuusalkiota AV, jonka

dipolimomentti on Ap. Sdhkéinen polarisoituma méiritelldin dipolimo-

menttitiheytena

_4op

P
AV

(3.3)

35
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Tama méaritelma edellyttad, ettd AV on makroskooppisessa mielessé pieni.
Varsinaisesta raja-arvosta AV — 0 ei ole kysymys, koska tilavuusalkiossa
taytyy olla monta molekyylid, jotta polarisaatio ylipddnsd syntyisi. Mak-
roskooppiselta kannalta polarisoitumaa voi kuitenkin tarkastella jatkuvana
paikan funktiona. Polarisoituman Sl-yksikkd on C/m?, joten [P] = [eo][E].
Cgs-yksikoissi tyhjon permittiivisyys on 1/4m, joten niissé polarisoitumalla
on sama yksikko kuin sdhkokentalla.

3.2 Polarisoituman aiheuttama sihkokentta

Tarkastellaan pisteessi r’ sijaitsevan pienen eristealkion dV’ dipolimoment-
tia dp = PdV’. Oletetaan, etté korkeampien multipolien vaikutus voidaan
jattad huomiotta. Vaihtoehtoisesti voidaan ajatella, ettd havaintopiste r on
niin etadlléd, ettd tdmén alkion aiheuttama séhkoinen potentiaali saadaan
laskemalla pelkén dipolimomentin potentiaali

_dp-(r— r’) B P') (r—r')dV’

d = = 34
o) deplr — 13 drepr — 1|3 (3.4)
Kokonaispotentiaali pisteesséd r on tdmén integraali
1 P') - (r—r/)av’
= 3.5
o) = o | (3.5)

Mikéli polarisoituma tunnetaan, potentiaali voidaan laskea téstéd suoraan.
Kéytdnnosséd sama asia on hyodyllista ilmaista hieman eri tavalla. Koska

v’(, ! ,’>: ror (3.6)

r—r lr — /|3

voidaan potentiaalin integrandi kirjoittaa

P(') - (r—1')
EEE

_P) .V (L> (3.7)

v — ']

Kéayttamélla kaavaa V- (fF) = fV-F 4+ F - Vf saadaan

PE) - (r—r) o ( P(r) ) L v .pe) (3.8)

R r-r]) v

Téamén avulla ja soveltamalla divergenssiteoreemaa potentiaali voidaan il-
maista seuraavasti:

1 P(r')-n’ds’ 1 —V'-P("))dV’
o) = L f PO 1 CRE)
dreg Js, Ir— 1| dmeo Jvy Ir—r|

1 / d ! / d !/
_ b{ op(r)dS’ [ pp)dV? V] (3.9)
dmeg LJs, |I' - I'/| Vo |I‘ - I'/|
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misséd Sy on eristeen pinta.

Potentiaali voidaan siis laskea lausekkeista, jotka muistuttavat edelli-
sessé luvussa olleita avaruus- ja pintavaraustiheyden integraaleja. Td4mé on
kaytdnnon ongelmissa usein néppérin tapa laskea potentiaali. Suureita

op = P-n (3.10)
pp = —V-P (3.11)

kutsutaan polarisaatiovaraustiheyksiksi. Niiden laatu on varaus/pinta-
ala (op) ja varaus/tilavuus (pp) ja ne aiheuttavat eristeen ulkopuolella to-
dellisen potentiaalin ¢, josta saadaan sdhkokenttd E = —V. Kyse ei ole
kuitenkaan oikeista vapaista varauksista, vaan tavasta kuvata eristeen omi-
naisuuksia varausjakautuman avulla. Tdmé&n vuoksi polarisaatiovarauksia
kutsutaan usein ndennéisiksi varauksiksi, miké ei kuitenkaan tee niille taytté
oikeutta. Eriste on kokonaisuudessaan neutraali, joten kokonaisvaraus

Qp:/ (-V-P)dV'+ ¢ P-ndS=0 (3.12)
Vo SO

miké seuraa suoraan divergenssiteoreemasta.

3.3 Sihkoévuon tiheys

Edellé oletettiin eristeen polarisoituma P tunnetuksi. Todellisuudessa néin
ei yleensé ole, vaan polarisoituma syntyy vasteena ulkoiseen sdhkokenttasn.
Tarkastellaan eristettd, jonka sisélld on mahdollisesti ulkoisia (”vapaita”)
varauksia. Sovelletaan Gaussin lakia eristeen sisélld olevalla pinnalla S, joka
sulkee sisédnsé niin ulkoiset varaukset kuin polarisaatiovarauksenkin:

jésE-ndS:%(QJer) (3.13)

missd @ = > ,_;__n ¢ on ulkoisten varausten summa ja

Qp:/v(—V-P)dV:—fiP-ndS (3.14)

on polarisaatiovaraus. Téssd on implisiittisesti oletettu, ettd ulkoiset va-
raukset ovat pistemaéisid. Jos eristeen sisdlld olisi makroskooppisia johde-
kappaleita, niiden pinnoilta tulisi osuus polarisaatiovaraukseen @) p. Namé
pintatermit kuitenkin kumoutuisivat muutettaessa tilavuusintegraalit pin-
taintegraaleiksi.

Saadaan siis
f(eoE +P)-ndS=Q (3.15)
S
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eli vektorin
D=¢gE+P (3.16)

vuo suljetun pinnan ldpi on sama kuin pinnan sulkemaan tilavuuteen sijoitet-
tu nettovaraus. T#td vektoria kutsutaan sdhkévuon tiheydeksi (electric
displacement). Kayttdmailla taas divergenssiteoreemaa ja toteamalla, ettd
Q = [, pdV, saadaan Gaussin laki eristeessé differentiaalimuotoon

V-D=p (3.17)

missé p on nyt ulkoisten varausten tiheys ja kokonaisvaraustiheys on p+ pp.

Huom. Ulkoisia varauksia kutsutaan usein vapaiksi, mutta tdmé saattaa
aiheuttaa sekaannusta, silld eristeesséd oleva ulkoinen varaus ei ole vapaa
samassa mielessé kuin johteen pinnalla oleva varaus.

Séhkostatiikan peruslait on nyt siis puettu muotoon

V-D = p (3.18)
VXxE = 0 (3.19)

Etuna téssd on se, ettd ulkoinen varaus on helpommin hallittavissa kuin
polarisaatiovaraus. Kuitenkin siahkokentta E on suure, joka loppujen lopuksi
halutaan méérittaé. Siksi on vield tunnettava rakenneyhtilo P = P(E).

3.4 Dielektrisyys ja suskeptiivisuus

Séhkoinen polarisoituma aiheutuu sdhkokentéstd. Niiden riippuvuus voi-
daan usein ilmaista sihkoisen suskeptiivisuuden y(E) avulla:

P = \(E)E (3.20)

X(E) mairdytyy véliaineen mikroskooppisesta rakenteesta. Yleisesti x(E)
on tensori, jolloin polarisoituma ei valttaméattd ole samansuuntainen kuin
sahkokentta eli eriste voi olla epéisotrooppista. Téllaisia viliaineita ovat esi-
merkiksi kiderakenteet, joissa epdisotropia aiheuttaa kahtaistaittavuuden.
T4ll6in eri tavoin polarisoituneet sihkdomagneettiset aallot taittuvat eri ta-
voin. Kahtaistaittavuutta tapahtuu myos vapaista varauksista koostuvassa
magnetoituneessa plasmassa. Toinen ongelmakenttd ovat véliaineet, joissa
X(E) on sidhkokentén funktio, jolloin P riippuu séhkokentistd epélineaa-
risesti. Tamé ilmio esiintyy yleenséd vain hyvin voimakkailla sdhkokentilla.
Kaikissa aineissa ei edes ole suoraa relaatiota P:n ja E:n vélilla. Ferrosahkai-
sissé aineissa on polarisoitumaa myos ilman ulkoista sdhkokenttéas.

Tarkastellaan nyt vain isotrooppisia eristeité, joille x(E) on skalaari ja
rajoitutaan lineaarisiin véliaineisiin, joille x on sdhkodkentésté riippumaton
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Taulukko 3.1: Eristeiden ominaisuuksia. T#sséd annettu ilman l&dpilyonti-
kestéavyys Fyq: koskee kuivaa ilmaa, muissa oloissa arvo on pienempi. Lasin
suhteellinen permittiivisyys vaihtelee kemiallisesta koostumuksesta riippuen.

aine €& Emaz [MV/m]
akryyli 3,3 20
eboniitti 2,7 10
kuiva ilma 1,0006 4,7
lasi 5-10 15
kova paperi 5 15
eristyspaperi ) 30
posliini 5,5 35
tislattu vesi 81 30

suure. Télloin vallitsevat rakenneyhtélot

P = yE (3.21)
D = ¢E (3.22)

missd permittiivisyys € = ¢g + x voi olla paikan funktio. Laadutonta suu-
retta .
@=—=1+X (3.23)
€0 €0
kutsutaan viliaineen eristevakioksi, dielektrisyysvakioksi tai suhteelliseksi

permittiivisyydeksi.

Riittavan suuri kenttéd repii elektroneja ulos molekyyleisté, jolloin aine
alkaa johtaa séihkod. Téata rajaa kutsutaan aineen dielektriseksi vahvuudeksi
tai ldpilyontikestidvyydeksi. Taulukossa 3.1 on joidenkin aineiden eriste-
vakioita ja dielektrisid vahvuuksia. Ilma on sdhkoisesti hyva eriste. Veden
eristevakio on taas suuri, mikd merkitsee vahvaa polarisoitumista ja siten
kohtuullisen hyvéad sdhkonjohtokykyé polarisoitumisvarausten kantamana.

3.5 Sihkokenttd rajapinnalla

Eristeet ovat usein paljon hankalampia késiteltdvia kuin johteet. Hyvéan joh-
teen ominaisuus on, ettd sen sisédinen sihkokenttd on nolla ja kaikki varaus
kertyy pinnalle. Eristeet sen sijaan polarisoituvat ja erilaiset eristeet polari-
soituvat eri tavoin. Eristeongelmissa joudutaan usein tarkastelemaan kent-
tien ominaisuuksia eri eristeiden tai eristeiden ja johteiden rajapinnoilla.

Tarkastellaan tilannetta kahden yksinkertaisen (lineaarinen, isotroop-
pinen, homogeeninen = LIH) eristeen rajapinnalla ja oletetaan rajapinta
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makroskooppisessa mielessé ohueksi. Tamé tarkastelu voidaan ulottaa myds
epahomogeenisiin eristeisiin, jos eriste voidaan kuvata eri eristevakiolla va-
rustettuina kerroksina. Merkit&ddn véliaineita indekseilld 1 ja 2 ja olkoon
o pintavaraustiheys rajapinnalla. Tarkastellaan pienté sylinterinmuotoista
pillerirasiaa, jonka kannet ovat eri viliaineissa (kuva 3.1).

Sovelletaan Gaussin lakia

fD-ndsle.n1A51+D2-n2A52+ 7{ D-ndS=Q (3.24)

vaippa

Annetaan pillerirasian korkeuden lahestyé nollaa. Téll6in integraali vaipan
yli on nolla ja pillerirasian sisélld oleva varaus on pintavaraus kerrottuna
pinta-alalla: @ = o AS, missd AS = AS7 = ASs. Koska n; = —no, voidaan
kirjoittaa reunaehto sdhkdvuon tiheyden normaalikomponentille:

(D2 — Dl) Ny =0 (325)

tai
D2n - Dln =0 (326)

Mikéli kahden eristeen rajapinnalla ei ole ulkoista varausta, sdhkoévuon ti-
heyden normaalikomponentti on jatkuva rajapinnan ldpi. Koska eristeet po-
larisoituvat, on tarkasteltava nimenomaan séhkovuon tiheyttd eikd sahko-
kenttaa.

Myos séhkostaattiselle kentélle 16ytyy reunaehto rajapinnalla. Koska E =
—V, niin viivaintegraali

7{E =0 (3.27)

pitkin mitd tahansa suljettua silmukkaa. Sovelletaan tétd suorakulmaiseen
silmukkaan ABCD eristeiden rajapinnalla. Olkoot rajapinnan suuntaiset

Kuva 3.1: Pillerirasia kahden véliaineen rajapinnalla ja séhkévuon tiheyden
taittumiskulmien maaritelma.
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sivut AB ja C'D kumpikin eri viliaineessa ja pituudeltaan Al. Viliaineesta
toiseen kulkevat sivut BC ja DA oletetaan hévidvin lyhyiksi. Télloin

%E-dlz(Eg—El)-Alzo (3.28)
joten

By = By (3.29)

eli sihkokentén tangentiaalikomponentti on jatkuva rajapinnan yli. Tamé
tulos on voimassa riippumatta mahdollisesta pintavarauksesta.

Tutkitaan sitten vektorin D taittumista rajapinnalla tapauksessa o = 0.
Olkoon oy "rajapinnalle tulevan” vektorin D ja ni:n vélinen kulma ja aso
"rajapinnalta ldhtevan” vektorin Ds ja ng:n vélinen kulma. Koska viliaineet
on oletettu yksinkertaisiksi, niin

Dyt = e1E1y ;3 Doy = eaFoy (3.30)

Talloin

tanag Do D1y €For €2 €
= = =—==— (3.31)

tana; Do, D1t aBun e €

Séhkovuon tiheysvektori taittuu siis poispdin normaalin suunnasta mentées-
sé huonommasta parempaan eristeeseen. Tdmé on sukua aaltojen taittumi-

selle eri viliaineiden rajapinnalla, johon tutustutaan luvussa 11.

Tarkastellaan sitten potentiaalin reunaehtoa rajapinnalla. Oletetaan jél-
leen o = 0, jolloin Dy, = D1, ja €2€0E2, = €,1€0E1,. Koska E,, = —0¢p/0n,

tulee reunaehdoksi
dp2 dp1

— = €1 3.32

€r2 on erl on ( )

Téaman liséksi ¢ on jatkuva reunan yli. Tdmé& ndhd&én tarkastelemalla kahta
pistettd r1 ja ro reunan molemmin puolin. T&ll6in

ra
/ E-dr=p;—ps —0 (3.33)
1

kun ri ja 7o ldhestyvét toisiaan eri puolilta rajapintaa silla fysikaalisella
oletuksella, ettd sihkokenttd on &irellinen rajapinnalla.

3.5.1 [FEristepallo sdhkodkentéssa

Yksinkertaisessa véliaineessa D = €E, joten V - E = p/e. Ainoa muodolli-
nen ero edellisten lukujen kisittelyyn on korvata ey — €. Useissa kdytédnnon
ongelmissa eristeessi ei ole ulkoista varausta, joten V2p = 0 koko eris-
teessd. Tarkastellaan a-séteistéd eristepalloa homogeenisessa sdhkokentéssa
E(. Ratkaisumenetelmé on samanlainen kuin johdepallon tapauksessa. Va-
litaan z-akseli alkuperiisen sdhkokentén suuntaiseksi: Eg = Fye,, jolloin
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kaukana pallosta ¢ = —FEyrcosf. Asetetaan origo pallon keskipisteeseen
ja todetaan kiertosymmetria z-akselin suhteen: ¢ = ¢(r,0). €, on vakio
eristeesséd ja € = ¢y muualla. Ilman ulkoisia varauksia p = 0 kaikkialla ja
Laplacen yht&lo on voimassa eristeessé ja sen ulkopuolella. Kirjoitetaan rat-
kaisu jédlleen vyohykeharmonisten funktioiden sarjana (2.80):

o(r,0) => (Anr" + Bnr_("+1)) P, (cosf) (3.34)
n=0

Merkitdén termejd pallon ulkopuolella (r > a) indeksilld 1 ja sisédpuolella
(r < a) indeksilla 2. Etailla pallosta ratkaisu ldhenee alkuperéistd potenti-
aalia — Fyr cos 0, joten pallon ulkopuolella

AanO, kunn22; A11:—E0
jolloin

v = Z B~ "D P (cos 0) — Egr cos 6 (3.35)
n=0

Pallon sisilld potentiaalin on oltava &irellinen origossa, joten kaikki kertoi-
met By, ovat nollia ja sisdratkaisu on muotoa

Y2 = Z A2nTnPn(COS 0) (336)
n=0

Kéytetéddn sitten potentiaalin reunaehtoja rajapinnalla. Potentiaalin on
oltava jatkuva eli ¢1(a, ) = p2(a, ), joten

B B B
—Epacosf + =2 4 % cos 0 + %PQ(COSG) +...
a a a
= Ay + Asjacosf + Asga’Po(cos ) + ... (3.37)
Toisaalta potentiaalin derivaatan reunaehdosta

0p1(r,0) _. Opa(r,0)

seuraa

By 2Bn

3 B12
—Epcosf — — — 0 — P 0)+...
0 COS 3 5 Cos i »(cos ) +

= €421 cos O + 2¢, AggaPy(cos ) + . .. (3.38)

Koska Legendren polynomit muodostavat ortonormaalin kannan, kunkin P,,-
termin téytyy toteuttaa yhtilot erikseen. Nyt molemmat yhtilot (3.37) ja
(3.38) toteutuvat vain, jos Ag, = 0 ja By, = 0 kaikilla n > 2. Yhtélon (3.38)
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ainoa cos f:sta riippumaton termi on Bjg = 0, joka sijoitettuna yht#loon
(3.37) antaa Agg = 0 ja jaljelle j&& yhtalopari

B
—Ega + % = Asa (3.39)
2B
—Ey — a;l = € Agy (3.40)
joiden ratkaisuna saadaan
Ay = — ; B = E 3.41
21 o +2 11 6 +2 0a ( )
Kaiken kaikkiaan ratkaisu pallon ulkopuolella on
1 a3
o1(r,0) = — <1 — ET - i—?)) Eqrcos (3.42)
T
ja pallon sisélla
wo(r,0) = — Eoprcosf = — Eypz (3.43)
€+ 2 €+ 2

Pallon sisélld on siis vakiokenttd Eo = 3Eg/(e, + 2), mikéd on erona joh-
depalloon, jossa pintavaraukset kumoavat sisikentéin. Koska e, > 1, niin
kentté eristeen sisélla on pienempi kuin ulkopuolella. Eristepallon aiheutta-
ma héirié pallon ulkopuolella on dipolikentté.

Séhkovuon tiheydelld ei ole ldhteitéd, vaan kaikki kenttéviivat jatkuvat
pallon lapi. Sitdvastoin polarisoitumisesta johtuva pintavarauskate aiheut-
taa sen, ettd sdhkokentélld on ldhteitd ja nieluja pallon pinnalla ja osalla
kenttéviivoista pdé on pallon pinnalla. Siksi kenttéviivat eivat myoskédan ole
kohtisuorassa pallon pintaa vastaan (HT: piirrd kuva). TAmé osoittaa, ettd
polarisaatiovarauksen kutsuminen néennéiseksi on kyseenalaista.

3.5.2 Pistevaraus eristepinnan ldhelld

Jakakoon xy-taso avaruuden kahteen homogeeniseen eristealueeseen: (z >
0,€1) ja (2 < 0,€2). Asetetaan varaus ¢ pisteeseen (0,0, d) alueeseen 1. Ole-
tetaan, ettel rajapinnalla ole ulkoisia varauksia. Tehtévéinéd on laskea po-
tentiaali koko avaruudessa. Helpoimmalla p#astddn kuvaldhteiden avulla.
Maadoitetun johdetason tapauksessa ongelma ratkesi peilikuvavarauksella
—q pisteessé (0,0, —d). Eristeenkin tapauksessa potentiaali alueessa 1 yri-
tetddn esittdd varauksen ¢ ja jonkin alueessa 2 sijaitsevan kuvavarauksen
¢ avulla. Sivistynyt arvaus on sijoittaa kuvavaraus pisteeseen z = —d, jol-
loin potentiaali alueessa 1 on sylinterikoordinaateissa lausuttuna Poissonin
yhtdlon toteuttava

1 q q/
N CEr AV R CE 2l

pi(r, z) = (3.44)
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Kiertosymmetrian vuoksi kannattaa kdyttda sylinterikoordinaatistoa, mutta
tehtédvé ratkeaisi sujuvasti myos karteesisessa koordinaatistossa.

Alue 2 on eriste, joten johdetilanteesta poiketen siellikin on kenttd. Kos-
ka alueessa 2 ei ole varauksia, potentiaali toteuttaa Laplacen yht#ilon. Aina-
kin laskennallisesti kelvollinen ratkaisu alueessa 2 saadaan alueessa 1 sijait-
sevan kuvavarauksen ¢” avulla, joka viisaasti sijoitetaan pisteeseen z = d.
Télloin potentiaali alueessa 2 on

1

_ 1 q
" dwey /T2 (z —d)?

pa(r, 2) (3.45)

Mikali kuvavarausten suuruudet saadaan sovitettua siten, etta reunaeh-
dot toteutuvat, niin ongelma on ratkaistu. Reunaehtojen mukaan sdhkévuon
tiheyden z-komponentti on jatkuva rajapinnalla (ei pintavarausta) samoin
kuin sdhkokentén r-komponentti. Jalkimméinen on yhtapitdvéaa sen kanssa,
ettd potentiaali on jatkuva. Néin saadaan yhtélopari

q—q = ¢
1 1
a@+d)= g% (3.46)
Kuvavaraukset ovat siten
q/ _ €2 — €1
€2 + €1
2¢€9
¢ = e ! (3.47)

HT: Laske polarisoitumaan liittyva varaustiheys aineiden rajapinnalla. Jos
véliaine 2 on johde, niin ratkaisu saadaan muodollisesti asettamalla €5 déret-
tomiksi, jolloin potentiaali alueessa 2 hividi ja ¢ = —q.

Viimeistdén reunaehtoja sovellettaessa tuli selviksi, ettd kuvaldhteet
kannatti sijoittaa nimenomaan pisteisiin z = —d ja z = d. Paikkariippuvuu-
det supistuvat silloin pois reunaechtoyhtéloista. Kuvaldhteet ovat vain kuvit-
teellisia apuvilineité, jotka eivit oikeasti sijaitse missdén. Kun ratkaisu on
16ydetty, kuvaldhteet voidaan unohtaa ja todeta saaduista lausekkeista, etté
kaikki vaadittavat yht&lét reunaehtoineen toteutuvat.

3.6 Molekulaarinen polarisoituvuus

Tarkastellaan yksinkertaista véliainetta, jossa yksittdisen molekyylin dipo-
limomentti p,, on verrannollinen polarisoivaan sihkokenttéaan E,,:

Pm = agE,, (348)



3.6. MOLEKULAARINEN POLARISOITUVUUS 45

Kuva 3.2: Sahkokentan maarittadminen erilaisissa onkaloissa.

Suuretta a kutsutaan polarisoituvuudeksi (yksikko m?3). Oletetaan, ettei
molekyylilld ole pysyvééd dipolimomenttia. Tavoitteena on lausua molekyy-
lin polarisoituvuus makroskooppisesti mitattavien suureiden avulla. Pola-
risoiva sdhkokenttd on kentté, jonka aiheuttavat kaikki ulkoiset ldhteet ja
véliaineen polarisoituneet molekyylit lukuunottamatta tarkasteltavaa mo-
lekyylid itsedéin. Poistetaan makroskooppisesti pieni, mutta mikroskooppi-
sesti suuri palanen ainetta molekyylin ympaérilta ja lasketaan kentté jéljelle
jaavéssd onkalossa. Kenttd molekyylin kohdalla on silloin

E,=E+E,+E;c (3.49)

Téssd E on keskiméérdinen kenttd koko kappaleessa, E, onkalon pinnan
polarisaatiovarauksen aiheuttama kentté ja E,.q- on onkalossa olevien kaik-
kien muiden molekyylien aiheuttama kentté. Aivan tarkasteltavan molekyy-
lin kohdalla on siis otettava huomioon aineen yksityiskohtainen rakenne.

Kentté E,cq on nolla esimerkiksi sdannollisen kuutiohilan hilapisteissé,
jos molekyylien dipolimomenttivektorit ovat identtisid (HT). Samoin voi-
daan olettaa E,.q nollaksi nesteissé ja kaasuissa, joissa molekyylit ovat
tédysin satunnaisesti jakautuneita. Useista molekyylityypeista koostuvissa ai-
neissa se voi kuitenkin poiketa nollasta. Jatkossa oletetaan, etté E;cq- = 0.

Kentté E,, riippuu onkalon muodosta (kuva 3.2). Jos se on kapean suora-
kaiteen muotoinen ja pitk# sivu on kentén E suuntainen (a), niin kentté on
onkalossa sama kuin véliaineessa kentén tangentiaalikomponentin jatkuvuu-
den perusteella. Jos suorakaidetta k#innetddn 90 astetta (b), niin onkalos-
sa E, = E 4+ P/¢g sihkovuon tiheyden normaalikomponentin jatkuvuuden
vuoksi (pinnoilla on polarisaatiovarausta, mutta ei vapaata varausta).

Luonnolliselta tuntuva vaihtoehto on olettaa onkalo palloksi (c). Kentta
onkalossa saadaan vihentdmaélla tasaisesti polarisoituneen pallon kentta ken-
tdstd E. Voidaan kéyttdd hyviksi analogiaa tilanteeseen, jossa tasaisesti
polarisoituneen pallon sisilld on vakiokenttd —P/(3eg) (HT), ja onkalossa
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E,, = E+ P/(3¢). Tamé& on jonkinlainen vélimuoto suorakaiteen muotois-
ten onkaloiden kentisté.

Jos molekyylien lukumééréatiheys on n, polarisoituma on mééritelmén
mukaan P = np,,, joten

P = naey(E + P/(3¢)) (3.50)

Toisaalta P = (€, — 1)¢oE, joten saadaan Clausiuksen ja Mossottin yht#lo

oo ezl (3.51)
n(e, +2)

jossa €, ja m ovat makroskooppisia suureita. Voidaan esimerkiksi mitata
kaasun €, ja n, jolloin saadaan « laskettua. Jos polarisoitumismekanismi
on samanlainen my06s nesteessé, voidaan tunnettujen tiheyksien avulla en-
nustaa sen suhteellinen permittiivisyys. Ndin saadaan varsin hyvia tuloksia
esimerkiksi aineille C'Sy, Oo ja C'Cly. Vedelle tulisi vastaavalla tavalla ennus-
teeksi negatiivinen permittiivisyys, joten pysyvésti polarisoituneelle aineelle
esitetty malli ei péde.

Pysyvén polarisaation Py tapauksessa ulkoisen kentén ollessa nolla E,,, =
Py/(3¢p), joten on oltava na = 3. Useimmilla aineilla na/3 < 1, joten ne
kayttaytyvit kuten tavalliset eristeet. Jotkin kristallirakenteiset kiintedt ai-
neet kuitenkin toteuttavat ehdon ja niitd kutsutaan ferroelektrisiksi mate-
riaaleiksi. Esimerkiksi BaT'iOs on ferroelektristé alle 120° C:n lampdétilassa
(Feynman Lectures, osa II, luku 11-7).

Pysyvésti polarisoitunut kappale (elektretti) on kestomagneetin sdhkoi-
nen vastine. Se eroaa kuitenkin magneetista ratkaisevasti, koska elektretin
pinnalle "sataa” vahitellen véliaineesta varauksia, jotka neutralisoivat pola-
risaatiopintavarauksen. Ferroelektrisyydelle ominainen pysyvé polarisoitu-
vuus aiheuttaa hystereesi-ilmién. Kun aine on kerran polarisoitu tasol-
le P, niin polarisaatio el katoa vietéessd sdhkokenttd nollaan, vaan vasta
selvasti nollan alapuolella. Kasvatettaessa negatiivista sdhkokenttdad polari-
saatio saavuttaa uudelleen uuden tason — P, josta ei puolestaan p#éasti eroon
kasvattamalla sdhkokenttd nollaan, vaan kenttdd on kasvatettava riittavan
paljon nollan ylapuolelle. Polarisaation ja siahkokentédn vélinen yhteys ei ole
yksikésitteinen. Vastaavaan ilmioon tutustutaan myshemmin ferromagne-
tismin yhteydessé.



Luku 4

Sihkostaattinen energia

Voiman, tyon ja energian kisitteet ovat keskeisiél fysiikassa. Sihko- ja mag-
neettikenttid mitataan voimavaikutuksen kautta. Kun voima vaikuttaa va-
raukselliseen hiukkaseen, se tekee tyoté ja hiukkasen energia muuttuu. Ku-
ten mekaniikassa, my0Os elektrodynamiikassa energia voidaan jakaa liike- ja
potentiaalienergiaan. Séhkostaattinen energia on potentiaalienergiaa. Kun
varaus ¢ siirtyy pisteestd A pisteeseen B sihkostaattisessa kentéssé, kentté
tekee tyon

B B B
W:/ F-dl:q/ E-dl:—q/ Ve -dl=—q(ep —pa) (4.1)
A A A

Tyo6n ja energian SI-yksikké on joule (J), joka on sama kuin wattisekunti
(Ws). Ty6 on myds varaus kertaa sdhkoinen potentiaali, jonka yksikké on
CV tai elektronivoltti (eV). Koska elektronin varaus on 1,6022-1071% C, on
1eV =1,6022-10"19 J.

4.1 Varausjoukon potentiaalienergia

Varausjoukon sdhkostaattisella energialla tarkoitetaan systeemin potentiaa-
lienergiaa verrattuna tilanteeseen, jossa kaikki varaukset ovat &édrettomén
kaukana toisistaan. Energia saadaan laskemalla yhteen tyo, kun kukin va-
raus tuodaan yksitellen paikalleen varausjoukkoon. Koska alunperin tarkas-
teltavassa systeemissé ei ole varauksia, ensimmaéinen varaus q; saadaan pis-
teeseen ry ilman tyotéd, Wy = 0. Toisen varauksen go tuominen merkitsee
tyontekoa voimaa F = qir;/4meg|r1|? vastaan, joten varauksen sijoittami-
seksi pisteeseen ry on tehtéva tyota

Wy = q192

= 4.2
47['607“21 ( )

47
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Kolmannelle varaukselle

q1 q2
W3 =gq3 ( + )
471'607“31 471'607“32

ja niin edelleen kaikille NV kappaleelle varauksia. Koko systeemin séhkostaat-
tinen energia U on

U= iw- — ﬁfj (S ik ) (4.3)

Summaus voidaan jérjestéd uudelleen muotoon

1 (X, gian
U= 3 > (Z /37> (4.4)
j=1 \k=1

dmegr g

missd 3 merkitsee, ettd termit j = k jitetédiin pois. Energia voidaan siis
ilmaista varaukseen j vaikuttavien kaikkien muiden varausten potentiaalin

N
4k
e 4.5
90] kz::l 47T607“jk ( )
avulla:
1 N
U=3> 0 (4.6)
j=1

4.2 Varausjakautuman sihkostaattinen energia

Tarkastellaan seuraavassa jatkuvia varausjakautumia. Osa varauksista voi
olla johteiden pinnalla ja lisdksi systeemissi saa olla eristeitd, mutta ne
on oletettava lineaarisiksi. Syy téhén on, etté epélineaarisilla eristeilld va-
raussysteemin kokoaminen riippuu tiesté, jota pitkin varaukset tuodaan
darettomyydesté tarkastelualueeseen.

Suoraviivaisimmin energian lausekkeen saa yleistamélla diskreettien va-
rausjakautumien tulokset jatkuville jakautumille eli muuttamalla summa
integraaliksi:

U=3 [ e av (4.7)

Téssé el ole kirjoitettu erikseen nékyviin mahdollisia pintavarauksia tai dis-
kreettejé pistevarauksia. Johdekappaleet on kéytannollistd késitelld erik-
seen, silld niiden varaukset (); ovat kokonaan pinnoilla S; ja kunkin johteen
potentiaali ¢; on vakio:

1 1
U=- = —-Qip; 4.
5 /Sj opdS QQ]% (4.8)
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Varausjakautuman sdhkostaattinen energia on kaiken kaikkiaan
1 1
U=3 [ eV 53 Qi (49)
2 Jv 2 Z

missé jalkimméisessd termisséd summataan yli kaikkien johdekappaleiden.

Koska johdekappaleen pinnalla on suuri mé#réd varauksia, ei johdekap-
paleita summattaessa kappaleen omaa osuutta (itseisenergiaa) voida jattas
huomiotta, kuten tehtiin yksittdisten varausten tapauksessa edellisessé lu-
vussa. Pistevarausten itseisenergia voidaan jattdd huomiotta makroskooppi-
sissa tarkasteluissa, mutta aikoinaan muotoiltaessa kvanttitason elektrody-
namiikkaa tastéd aiheutui ongelmia.

4.3 Sihkostaattisen kentéin energia

Edelldoleva tarkastelu edellyttdéd potentiaalin tuntemista koko systeemissé.
Usein tunnetaan kuitenkin sdhkokenttd ja halutaan méarittadd sen avulla
sihkostaattinen energia. Eristeissd p = V-D ja johteiden pinnalla ¢ = D -n,
jolloin

1 1
Uz—/goV-DdV+—/g0D-ndS (4.10)
2 )y 2 Js

Tilavuusintegraali lasketaan alueessa, jossa V - D # 0 ja pintaintegraali on
johteiden pintojen yli. Muotoillaan tilavuusintegraalin integrandia kirjoit-
tamalla ¢ V-D = V- (¢D) — D - V. Téssé oikean puolen jilkimmé&inen
termi on +D - E ja ensimmaéisen termin tilavuusintegraali voidaan muuttaa
Gaussin lauseen avulla pintaintegraaliksi, jolloin saadaan

U:l apD-n’dS+1/D-EdV+1/4pD-ndS (4.11)
2 /545 2Jv 2 /s
Téssé pinta S + 5" on koko tilavuutta V rajoittava pinta, joka muodostuu
johteiden pinnoista S ja tilavuuden V ulkopinnasta S’. Molemmissa tapauk-
sissa n’ osoittaa ulospéin tilavuudesta V. Viimeisen integraalin n puolestaan
osoittaa johdekappaleista ulospéin eli tilavuuden V' sisdén. Integraalit joh-
dekappaleiden yli kumoavat siis toisensa.

Pinnan S’ yli laskettava integraali hividd, kun pinta vieddén kauas va-
rausjakautumasta. Kaukana ¢ o< 1/7 ja D(r) oc 1/72 ja pinta-alkiolle puoles-
taan pétee dS o r2. Tillsin | D-n'dS| oc 1/r eli integraali katoaa. (Huom.
Tamé pétee vain staattisille kentille. Myohemmin tutustutaan séteilykent-
tiin, jotka kuljettavat energiaa mukanaan #érettomyyksiin.)

Energian lauseke on siis

U:E/D-Edv (4.12)
2 Jv
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Téssé V on koko avaruus siséltden my6s johdekappaleet, joiden sisélld E = 0.
Lausekkeen integrandi on sihk&staattinen energiatiheys

u==-D-E (4.13)
Koska on oletettu lineaarinen viéliaine, tdmé voidaan Kirjoittaa myos

1 1 D?
u=—eB*=_-"

4.14
2 2 € ( )

Huom. Sovellettaessa tétéa formalismia systeemiin, jossa on pistevarauksia,
niiden a#reton itseisenergia on vihennettava eksplisiittisesti.

HT: Laske homogeenisen varauspallon sihkostaattinen energia kolmella eri
tavalla: kokoamisty6llé, energiatiheyttd integroimalla, potentiaalin ja va-
raustiheyden tuloa integroimalla.

HT (vaikea): Kuuluuko sihkostaattinen energia hiukkasille vai kentélle?
Toinen tapa johtaa tulos (4.13) on esitetty yksityiskohdittain CL:n lu-
vussa 5.2. Léhdetdén liikkeelle varausjakautumasta p(r) ja tehddén sithen
pieni hiiri6 dp. Hairioon liittyy tyo
U = / 5p(r)p(x) dV (4.15)
%4

ja siirtymékenttd 6D, jolle V - (D) = dp, joten osittaisintegroimalla lause-
ketta (4.15) saadaan

5U = [ (v-D)pav = [ B-sDav (4.16)
\%4 \%4
Nyt voidaan kirjoittaa muodollisesti
D
U:/dV/ E-sD (4.17)
\%4 0
missé integrointi D:n suhteen riippuu integroimistiesté. Yksinkertaiselle vli-

aineelle

E-6D = - §(E-D) (4.18)

DO =

joten

1
U:—/E-DdV (4.19)
2 Jv

Téssé on oletettu, etté tarkasteltava systeemi on mekaanisesti jaykké, jo-
ten yksinkertaisellekin viliaineelle energiatiheyden lauseke (4.13) on vain
approksimaatio. Epilineaarisille véliaineille energia on laskettava suoraan
lausekkeesta (4.17). Tama liittyy jdlleen hystereesi-ilmicon.
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Kuva 4.1: NaCl-kiteen poikkileikkaus.

Esimerkki. Ionikiteen sidhkostaattinen energia

Tarkastellaan tavallista ruokasuolaa (NaCl, kuva 4.1). Kokeellisesti tiede-
téfin, ettd suolan hajottaminen Na™ ja Cl -ioneiksi vaatii energiaa 7,92
eV molekyylid kohti. Lasketaan, onko tdmé& sama kuin yhden molekyylin
siahkostaattinen potentiaalienergia kaikkien muiden kiteen ionien kentéssé.

Yhden NaT-ionin potentiaalienergia on

N
€q;
Up=2) 4.20
! 2 471'6077 ( )

i=1
missd ¢; on te (e = alkeisvaraus) ja r; on kunkin ionin etdisyys origoon
sijoitetusta Na*-ionista. N voidaan turvallisesti olettaa ddrettomiksi mak-
roskooppisille kiteille. Koska halutaan yhden molekyylin potentiaalienergia
U, on laskettava summa U = 2U;:

0. ]
€q;
U= 4.21

; 47['607“2‘ ( )

Rontgendiffraktiokokeista tiedetééin, ettd ionit ovat kuutiohilassa, jossa
kuution sivun pituus @ on noin 2,82 - 107° m. Koska e?/(4mega) ~ 5,1 eV,
niin suuruusluokan puolesta ollaan oikeilla jéljilla. Energian lauseke voidaan
kirjoittaa summana

2

U=_° S

4mepa —~
m,n,p=—00

(_1)m+n+p

(4.22)
m?2 + n? + p?

missd ei pidd ottaa mukaan termid m = n = p = 0. Numeerisesti saa-
daan U =~ —1,747¢?/(4mega) ~ —8,91eV. Téami on hieman liian suuri ar-
vo, koska edelld ei otettu huomioon hyvin l&helld toisiaan olevien ionien
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vililld vallitsevaa poistovoimaa. Sen vaikutus pienentdid molekyylin hajotta-
miseen tarvittavaa energiaa. Liséksi pieni korjaus tulisi ottamalla huomioon
kidevéradhtelyista johtuva liike-energia.

Esimerkki. Eristekappaleen energia

Oletetaa ettd muuten tyhjéssd avaruudessa on varausjakauman po(r) ai-
heuttama sdhkokenttd Eg. Tuodaan avaruuteen yksinkertaisesta aineesta
muodostuva eristekappale V; (permittiivisyys €1) siten, ettd alkuperiisen
kentén Eg aiheuttava varausjakauma ei muutu. Ennen eristekappaleen tuon-
tia sdhkostaattinen energia on

1
U = ;5 / Eo- Dy dV (4.23)
missd Dy = ¢gEg. Kappaleen tuonnin jilkeen energia on

1
U1:§/E-de (4.24)

Energioiden erotus U = U; — Uy voidaan kirjoittaa muotoon

1 1
U— 5/(E.DO—D-EO) dV+§/(E+E0)-(D—D0) AV (4.25)
Jalkimmaéisesséd integraalissa voidaan kirjoittaa E + Eg = —V¢. Integran-

diksi tulee osittaisintegroinnin jélkeen lauseke V- (D —Dy). Tdmé on nolla,
koska alkuperdinen varausjakauma pg oletetaan muuttumattomaksi. Ener-
gian muutos on siis

1
U:i/(E-DO—D-EO)dV (4.26)
Huomataan vield, ettd integroimisalue on ainoastaan Vi, sillid sen ulkopuo-
lella D = ¢gE. Integrandiksi tulee siis —%(61 —e)E-Eg = —%P - Eq po-
larisoituman mééritelmén perusteella. Ulkoiseen kenttéddn Eg tuodun eris-
tekappaleen energiatiheys on siten u = —%P - Eg. Tuloksen avulla voidaan

pédtelld, mihin suuntaan kappale pyrkii lilkkumaan (HT).

4.4 Siahkokentian voimavaikutukset

Sdhkokenttd méiriteltiin alunperin operatiivisesti voimavaikutuksen kautta.
Johdetaan nyt sihkostaattisesta energiasta voimavaikutus. Oletetaan eriste-
tyn systeemin kaikki energia séhkostaattiseksi energiaksi. Voiman F tekemé
ty0 systeemin pienessé siirroksessa dr on

AW =TF - dr (4.27)
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Koska systeemi on eristetty, tdmé tyo on tehtévé sdhkostaattisen energian
U kustannuksella:

AW = —dU (4.28)

Naisté seuraa, ettd voima on energian gradientin vastaluku:
F=-VU (4.29)

Jos voima puolestaan kiertdd systeemid kulman d@ verran (vrt. vékipyord),
tehty tyo on

AW =1 - db (4.30)

missd 7 on vidntomomentti, joka saadaan siis energian negatiivisena gra-
dienttina kiertyméakulman suhteen:

ou
=25l (4.31)

Koska systeemi on eristetty, gradientit lasketaan olettaen varaus @) vakioksi.

Kéaytannosséa sihkostaattiset systeemit eivéit useinkaan ole eristettyjé,
vaan muodostuvat esimerkiksi johdekappaleista, jotka pidetédén kiintedssé
potentiaalissa ulkoisen energialdhteen (pariston) avulla. Siirtykéoén osa sys-
teemistd jilleen sihkoisten voimien vaikutuksesta. Nyt

AW = dW, — dU (4.32)

missd dW, on paristosta peréisin oleva tyd. Johdekappaleiden energia on
U = (1/2) > ¢;Q;. Koska ulkoinen paristo pitédé johdekappaleet samassa
potentiaalissa, saadaan

1
U = 3 > 0idQ; (4.33)
J

Toisaalta paristosta saatava tyo on yhtd suuri kuin tyo, joka tarvitaan
siirtdméén varauksen muutos d@); nollapotentiaalista johdekappaleen po-
tentiaaliin:

AW, = ;dQ; = 2dU (4.34)
J
eli voima on
F = (VU)SO (4.35)

Alaindeksi ¢ viittaa siihen, ettd ulkoinen energialdhde pitdd johdekappalei-
den potentiaalit vakioina siirroksen dr ajan.
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Kuva 4.2: Eristepalkki levykondensaattorin sisilla.

Esimerkki. Levykondensaattorin sisillid olevaan eristepalkkiin vai-
kuttava voima

Olkoon kondensaattorin levyjen sisélld koko kondensaattorin téyttava eris-
tepalkki, jonka permittiivisyys on e (kuva 4.2). Kondensaattorin levyjen
etédisyys on d, niiden pituus L ja leveys w. Ulkoinen virtaldhde pitdd kon-
densaattorin jénnitteen vakiona A¢p. Lasketaan, kuinka suuri voima vet#dé
palkkia kondensaattoriin.

Kondensaattorissa on seké ilmassa etta eristeessd sama sahkokenttd E =
Ap/d, joten sen energiasisiltoé on

1
U=~ / eE2dV (4.36)
2 )y

jattdmalld kondensaattorin reunavaikutukset huomiotta. Systeemin energia
kuvan tilanteessa on

U(z) = % (%)zwxd—i— %0 (%)Qw@ —x)d (4.37)

Voima

U e—e (Dp)? -1 _,
— = w = eo B wd 4.38
o 2 d g 0 (4.38)
osoittaa kasvavan z:n suuntaan vastustaen ulosvetamista. HT: miten tAméan
voi selittids eristepalkkiin indusoituvien varausten avulla?

F, =

4.5 Maxwellin jinnitystensori sihkostatiikassa

Tutustutaan lopuksi tyylikkédseen tapaan laskea voimavaikutukset jannitys-
tensorin avulla. Oletetaan, ettd muuten tyhjéssé avaruudessa on staattinen
sihkokenttd E ja aérellisessd alueessa V' varausjakautuma p. Alueeseen V
vaikuttava kokonaisvoima on Coulombin lain mukaan

F = /V p(r)EdV = /V f(r)dV (4.39)
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misséd f = pE = ¢y(V - E)E on voimatiheys eli voima tilavuusalkiota kohti.
Jélleen kerran pyritdin muuttamaan tilavuusintegraali pintaintegraaliksi.

Todetaan ensin, etté
1
fo= eo(iax(Eg) + 0y(EyEy) + 0,(E.Ey) — E,0,F, — E,0,E;)  (4.40)
Koska sdhkostaattinen kenttéd on pyorteeton eli V x E = 0, niin
OBy = 0yE,, 04, =0, F,,0.E, =0, I, (4.41)

Saadaan

1
Jo = GO(a:v(Ea% - §E2) + 0y(EyEy) + 0-(E-Ey)) (4.42)
ja vastaava tulos muille komponenteille (HT).

Vektorilaskennasta tunnetaan divergenssiteoreeman sukuinen tulos
/ Vo dV — / n o dS (4.43)
\% ov
Témén avulla saadaan kokonaisvoiman z-komponentiksi
1
F, = / fo(r)dV = € / (ny(E2 — §E2) +nyEyEy + n,E.Ey;) dS  (4.44)
\%4 S
ja koko vektoriksi
1
F= / (co(n-E)E — 5eOnE2) ds (4.45)
S

Alueeseen V' vaikuttava kokonaisvoima F voidaan siis korvata vain alueen
pintaan S kohdistuvalla pintavoimalla F¥, jonka pintatiheyden f° kompo-
nentti 7 on

3
17 =2 Tyn (4.46)
j=1
missd on méaritelty Maxwellin jinnitystensori
1
ﬂj = EQ(EZ'E]‘ — §5UE2) (447)

Voimatiheys voidaan esittdé tensorin divergenssiné:
3
fi= Z 0;T;; (4.48)
j=1

Voimien F ja F¥ ekvivalenssin toteamiseksi on vield osoitettava niiden
momenttien yhtdsuuruus mielivaltaisen pisteen suhteen. On siis ndytettava,
etti N = [,r x f dV on sama kuin N° = [yr x f5 dS. Laskennallisesti
suoraviivainen todistus perustuu jannitystensorin ja permutaatiosymbolin
kdyttoon (HT). Jénnitystensoriin palataan magnetostatiikassa analogisella
tavalla ja se tulee vastaan myds lilkemé&dran séilymislain yhteydessé.
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Esimerkki. Johdepalloon vaikuttava sihkostaattinen voima

Asetetaan ohut johtava pallonkuori (séide a) homogeeniseen sdhkokenttéin
E(. Sahkokentta médritettiin jo luvussa 2. Pallon pinnalla sédhkokentalld on
vain radiaalinen komponentti E,(r = a) = 3E cos §. Harjoitustehtévini on
osoittaa jannitystensorin avulla tai muulla tavalla padttelemallé, etté staat-
tisessa sdhkokentéissé olevaan johdekappaleeseen vaikuttava kokonaisvoima

on 1
F—- / o EdS (4.49)
2 Js

missé o on varaustiheys johteen pinnalla S. Symmetrian perusteella pallon
ylempédn puoliskoon (0 < 6 < 7/2) vaikuttava voima on z-akselin suun-
tainen (Flre,) ja alempaan puoliskoon (7/2 < 6 < 7) vaikuttava voima on
F_ = —F,. Koska pallon pinnalla o5 = €y FE,(a), niin

1
F+ = /ez . 560E3(a)erd5 =

9 E2 2 rom w/2 9 2E2
LQOQ/ dgb/ df sin 6 cos® 6 = % (4.50)
0 0



Luku 5

Staattinen magneettikentta

Téassé luvussa tutustutaan liikkuvien sdhkévarausten eli sdhkovirtojen ai-
heuttamaan staattiseen magneettikenttéén. Jos sdhkostatiikka tuli opiskel-
tua huolellisesti, niin analogioiden avulla magnetostatiikkaan p#éssee hel-
posti késiksi. Laskennan puolella korostuu vektorimatematiikan hyvén hal-
linnan valttdméattomyys.

5.1 Sahkovirta

Nykyaikana sahkovirta lienee tutumpi ilmi6é kuin sdhkodvaraus. Todellisuu-
dessa varauksia ja virtoja ei oikeastaan voi kasitelld erikseen. Edellisissa
luvuissakin sdhkovirta on ollut implisiittisesti esilld monta kertaa. Kun va-
raukset jéarjestdytyvét johdekappaleen pinnalle, systeemissé kulkee virtaa, ja
sahkovirran avulla paristo pitda edellisen luvun esimerkissé kondensaattorin
jAnnitteen vakiona. Samoin termit ”johde” ja ”eriste” viittaavat kappaleiden
kykyyn kuljettaa sidhkovirtaa.

Tarkastellaan joukkoa varauksellisia hiukkasia, joiden varaus on ¢, lu-
kuméaritiheys n ja nopeus v. Sdhkovirta I mééaritellidn annetun pinnan
lapi aikayksikossa kulkevan varauksen méaarana

I =dQ/dt (5.1)
Olkoon dS jokin pintaelementti. Sen 1dpi kulkeva virta on

ngvdt - ndS

dl =
dt

=pv-ndS=J-dS (5.2)
missd J on virrantiheys. Virrantiheys on samankaltainen vuosuure kuin
siahkovuon tiheys D tai pian méériteltdvd magneettivuon tiheys B. Fysi-

kaalinen vuo pinnan l&pi saadaan integroimalla vuon tiheys pinnan yli.

o7
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Sahkovirran SI-yksikko on ampeeri A = C/s. Virrantiheys on virta pinta-
alan lipi, joten sen yksikkdé on A/m2. Sl-yksikoissd sihkovirran yksikko
otetaan perussuureeksi ja kaikki muut séhkéiset yksikot voidaan ilmaista
ampeerin, metrin, kilogramman ja sekunnin avulla.

5.1.1 Jatkuvuusyhtilo

Virrantiheys ja sdhkovaraus liittyvét laheisesti toisiinsa. Suljetun pinnan S
lapi alueeseen V' tuleva virta on (n osoittaa ulospéin)

I:—fJ-ndS:—/V-JdV (5.3)
S 1%

Téamén taytyy olla yhté suuri kuin varausten tilavuuteen V' tuoma sdhkovirta

d
1= dQdt =5 /VpdV (5.4)

Oletetaan tilavuus kiinteéiksi, jolloin aikaderivaatta voidaan vied& integraa-
lin sisédn. Koska p on sekd ajan ettd paikan funktio, kokonaisderivaatta
muuttuu osittaisderivaataksi:

_ [ 9
= /V 2 v (5.5)

joten

/V (Op/0t +V-3) dV =0 (5.6)

Koska tdmén taytyy olla voimassa kaikilla tilavuuksilla, saadaan virralle
jatkuvuusyhtils
Op/ot+V-J=0 (5.7)

Jatkuvuusyhtélo seuraa suoraan kokonaisvarauksen séilymislaista eiké edel-
lyté kiinteéin tilavuuden tarkastelua (yleisempi johto: CL 6.1). Mikéli varaus-
tiheys on ajasta riippumaton eli V - J = 0, sdhkovirralla ei ole l&hteitd tai
nieluja ja siten kaikki virtaviivat sulkeutuvat tai jatkuvat darettémyyksiin.
Téllaista virtausta kutsutaan stationaariseksi.

5.1.2 Ohmin laki

On kokeellinen tosiasia, ettd vakiolampotilassa olevissa metalleissa sihkovir-
ta riippuu lineaarisesti sdhkokentésta:

J=0E (5.8)

Téamé on Ohmin laki ja sen verrannollisuuskerroin ¢ on johtavuus. Joh-
tavuudelle kéytetddn yleisen tavan mukaan samaa symbolia kuin aiemmin
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Taulukko 5.1: Aineiden resistiivisyyksid. Johtavuus on resistiivisyyden
kéaanteisluku. Taulukossa 3.1 lueteltujen eristeiden resistiivisyydet ovat tyy-
pillisesti suurempia kuin 103Qm. Vesi on poikkeus, silli sen resistiivisyys on
noin 5000 Qm, joten sité voidaan pitdd myos johteena.

aine resistiivisyys aine resistiivisyys

1078 Qm 1078 Om
alumiini 2,65  kupari 1,67
grafiitti 1375 nikkeli 6,84
hopea 1,59 rauta 9,71
konstantaani 50 sinkki 5,92
kulta 2,35 volframi 5,68

pintavaraukselle. o on kirjallisuudessa yleisin merkinté ja jos joudumme jos-
sain kirjoittamaan molemmat suureet, eroteltakoon ne vaikkapa kirjoitta-
malla pintavaraukselle og. Jélleen on tarkedsd oppia lukemaan yhtéldiden
takana olevaa fysiikkaa eiki niinkdin opetella kaavoja ulkoa!

Lineaarinen Ohmin laki on voimassa tavallisille aineille, ellei sihkokentti
ole kovin suuri. Se ei kuitenkaan ole sellainen fysiikan peruslaki kuin Maxwel-
lin yhtdlot, vaan samantapainen rakenneyhtélo kuin D = ¢E, jonka yksityis-
kohtainen muoto ja jopa olemassaolo riippuvat véliaineen ominaisuuksista.
Epélineaarisissa véliaineissa o on sdhkodkentén ja mahdollisesti myds mag-
neettikentdn funktio. Jos séhkokenttéd on riittdvéan suuri, niin véliaine kuin
véliaine alkaa kéyttaytyé epélineaarisesti.

Johtavuuden ki#nteislukua kutsutaan ominaisvastukseksi eli resistii-
visyydeksi. On térkedd erottaa ominaisvastus (engl. resistivity) ja vastus (re-
sistance). Johtavuuden SI-yksikks on [o] = (A/m?)/(V/m) = A/(Vm), joten
ominaisvastuksen yksikoksi tulee Vm/A. Toisaalta V/A on tuttu vastuksen
yksikko ohmi (2), joten ominaisvastuksen yksikkd on Qm ja johtavuuden
Q 'm~! = S/m, missd on otettu kiyttoon yksikko siemens. Siemensin si-
jasta ohmin kéénteislukuna esiintyy kirjallisuudessa usein mho. Taulukossa
5.1 luetellaan joidenkin hyvien johteiden resistiivisyyksié.

Tarkastellaan sdhkovirran ja jannitteen vélistd yhteyttd ohuessa homo-
geenisessa suorassa virtajohdossa, jonka p#iden vililld on jannite Ay ja
jonka johtavuus on o. Johteessa sdhkokentélld ei ole komponenttia kohti-
suorassa johtoa vastaan, koska tdmé aiheuttaisi jatkuvan sédhkévirran joko
johtoon tai siitd pois ja johdon pinnan varautumisen. Koska systeemi on ho-
mogeeninen ja suora, sihkokenttd on sama koko johdossa, joten Ay = FI,
misséd [ on johdon pituus. Ohmin lain mukaan johdossa kulkee virta, joka
mielivaltaisen poikkileikkauspinta-alan A 14pi on

A
I:/J-ndS:JA:UTAcp (5.9)
A
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Verrannollisuuskerroin on vastus (resistanssi) R = 1/(cA), jonka Sl-yksikko
on siis ohmi. T#stéd voidaan johtaa koulufysiikasta tuttuja yhteyksid, kuten
tyon, jonka sdhkokenttd tekee siirtdessddn varauksen () potentiaalieron U
yli: W = QU ja vastaavan tehon P = UI = RI? = U?/R. Taméin tehon
sanotaan hévidvin materiaalin Joulen lammityksen4.

5.1.3 Johtavuuden klassinen selitys!

Tarkastellaan johteessa nopeudella v liikkkuvaa varauksellista hiukkasta (va-
raus ¢, massa m) klassisen mekaniikan mukaisesti. Sdhkokentéssd E hiukka-
nen kiihtyy voiman ¢E vaikutuksesta. Olkoon kyseessé lineaarinen ohminen
johde, jossa sihkokenttd aiheuttaa tasaisen virrantiheyden J. Hiukkaseen
taytyy vaikuttaa toinenkin voima, joka kumoaa sdhkokentdn aiheuttaman
kithtyvyyden. Jos jarruttava voima on mekaanisen kitkan kaltainen eli ver-
rannollinen hiukkasen nopeuteen, niin liikeyht&lo on

—~ —gE — 1
moy =4 Gv (5.10)

missié G > 0 on vakio. Alkuehdolla v(0) = 0 saadaan ratkaisuksi
v(t) = %E (1 — e~Gt/m) (5.11)

Témén mukaan hiukkasen nopeus léhestyy kulkeutumisnopeutta vy = ¢E/G
eksponentiaalisesti aikavakion 7 ollessa

T=m/G (5.12)

Sijoittamalla tdmé& vg:n lausekkeeseen Ohmin laki voidaan kirjoittaa

J =ngvy = M Ty (5.13)
m
joten
o =ng’t/m (5.14)

missd n on hiukkasten lukuméaratiheys. Jos virrankuljettajia on useampaa
laatua, niin ,

o= LhT (5.15)

7

Kohtuullisen hyvill johteilla metalleista puolijohteisiin 7 voidaan tulkita

johtavuuselektronien keskimé#riiseksi torméysajaksi. Matkaa, jonka johta-

vuuselektroni kulkee keskim&irin torméysten valilla kutsutaan keskimaarai-

seksi vapaaksi matkaksi l,,,5, = vr7, missi vy on elektronien terminen no-

peus. Sen on oltava paljon suurempi kuin vy, silli muutoin 7 tulisi riippu-

vaiseksi sihkokentésté eiké véliaineella olisi enéé lineaarista Ohmin lakia.

Kvantitatiivinen selitys edellyttés kvanttimekaniikkaa. Klassinen malli on kohtuullisen
hyva elektrolyyttiselle sihkonjohtavuudelle.
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Useimmilla metalleilla v &~ 10° m/s ja vy yleensi alle 1072 m/s. Metalleilla
Lgp = 10~8 m huoneenlimmassi, joten 7 ~ 10~ s. Puolijohteilla relaksaa-
tioaika voi olla kertalukua suurempi, mutta joka tapauksessa sdhkovirta rea-
goi kidytannossa valittomaésti sihkokentdn muutokseen. Tamén vuoksi ennen
1800-luvun loppua kentédnmuutosvirtaa (0D /0t) ei ollut havaittu missédén
koetilanteessa.

5.1.4 Samoilla yhtil6illa on samat ratkaisut

Ohmin laki on siis rakenneyht#lé kuten E:n ja D:n vilinen yhteys. Analogia
menee pidemmallekin. Stationaarisen virtauksen jatkuvuusyhtélo V -J =0
on samaa muotoa kuin V - D = 0 tai yksinkertaisen viliaineen tapauk-
sessa V - E = 0. Stationaarisen sdhkovirran virtaviivat voidaan ma#rittas
ratkaisemalla Laplacen yhtal6 tutuilla menetelmilld. Ensin on etsittdva so-
pivat reunachdot virrantiheydelle. Tarkastellaan esimerkkiné johdetta, jossa
on toisesta johdeaineesta koostuva pitké sylinterinmuotoinen este. Kaukana
sylinteristd sdhkokenttd on kohtisuorassa sylinterin akselia vastaan.

Merkitédn sylinterié (sisdalue) alaindeksilld ¢ ja johdetta (ulkoalue) alain-
deksilld u. Sylinterin akseli on z-akseli ja sylinterin séde a. Kaukana sdhko-
kenttd on vakio FEge,. Koska V - J = 0, reunaehdoksi saadaan J,,, = J;
(vrt. sihkovuon tiheys) eli
eli

i~ = Oupy (5.17)

sylinterin pinnalla r = a. Toisaalta potentiaali on jatkuva, joten

(Pu(a7 0) - QOZ'(G, 0) (518)

Kaukana sylinteristd virta on héiriintyméton, joten

@ = —Fgrcosf ,kun r — oo (5.19)
Tehd&dén origossa ja kaukaisuudessa hyvin kéyttaytyvéat ratkaisuyritteet
(vrt. luku 2.9.3)

vi = Arcosf (5.20)
Bcost

ou = —FEgrcosf+ (5.21)

Tésséd on rohkeasti arvattu, ettd vain cosf:aan verrannolliset termit tulevat
kyseeseen, silld ainoastaan ne kytkeytyvét ulkoiseen kenttdéin. Nyt reunaeh-
dot antavat

Bcos6

a

Bcos@)

a2

Aacos) = —Epacosl -+

(5.22)

o;Acosl = oy (—EOCOSG— (5.23)
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Saadaan kertoimet A ja B

A = E, 5.24
0+ 0y 0 ( )

B = ZiZ%p 2 (5.25)
O+ 0y

ja ongelma on yksikésitteisesti ratkaistu.
Jos sylinteri on hyvé eriste (0; — 0), niin kaikki virta kiertdi sen, jolloin

2

J
J,=Jo - 705

(cosfe, +sinbey) (5.26)

Séhkovirran virtaviivat kiertdvit esteen siististi. Ongelma on analoginen
kokoonpuristumattomassa nestevirtauksessa (V - V. = 0) olevan sylinte-
rinmuotoisen virtausesteen kanssa. Laplacen yhtélon ratkominen on varsin
yleispdtevd menetelmé fysiikassa (Feynman lectures, osa 2, luku 12-1: The
same equations have the same solutions).

5.2 Magneettivuon tiheys - Biot’n ja Savartin laki

Magnetismi on tunnettu kauan, mutta sen yhteys séhkoon 16ytyi vasta vuon-
na 1820, kun Orsted havaitsi, ettd sdhkovirta aiheuttaa magneettikentén.
Magneettikenttd mééritelladn voimavaikutuksen kautta samaan tapaan kuin
sdhkokenttd. Pian Orstedin kerrottua havainnoistaan Ampére julkaisi mit-
taustuloksensa, joiden mukaan kahden virtasilmukan, joissa kulkee virrat I
ja I, valilla vaikuttaa voima

1 1 —
Fo = &1112% 7{ Ly > [dh (r23 ] (5.27)
4 C1 JCs ’I‘Q - I'l’

T&mé on siis virtasilmukkaan 2 vaikuttava voima (vrt. Coulombin laki).
Koska Sl-yksikaissé mddritellidn po/4m = 1077 N/A?, tdmin voiman mit-
taus varsinaisesti méérittelee ampeerin, josta saadaan coulombi ja muut
sihkoopin Sl-yksikot. Magneettivuon tiheyden SI-yksikk6é on tesla (T =
Ns/Cm = N/Am) ja magneettivuon yksikké weber (Wb = Tm?). Kos-
ka esimerkiksi maapallon magneettikenttd maan pinnalla vaihtelee valilla
30000-60000 nT, on tesla useissa sovellutuksissa varsin suuri yksikko (tau-
lukko 5.2).

Virtasilmukoiden vilisen voiman lausekkeesta ei vilittomésti nahda, etté
voiman ja vastavoiman laki on voimassa. N&in kuitenkin on, minké voi todis-
taa pienelld vektorilaskennalla. Se osoitetaan my6s energiatarkastelun kautta
luvussa 8.
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Taulukko 5.2: Magneettivuon tiheyksien suuruuksia ja suuruusluokkia.

aivotoiminta 1pT
intergalaktinen kentta 1-10 pT
aurinkotuulen kenttd Maan etéisyydella 5nT
ionosfadrivirtojen kenttd maanpinnalla 10-1000 nT
Maan magneettikentt& Helsingissé 50000 nT
voimakas kestomagneetti 1T
neutronitahti 106 — 10t T

Voiman lauseke voidaan kirjoittaa muodossa

F2 = IQ% d12 X B(I‘Q) (528)
C2
missé i ( )
Ho 1 X (rg —I7
B =—1 —_— .2
O (5.29)

on silmukan C] synnyttdméa magneettikentté (oikeammin magneettivuon ti-
heys) pisteessé ro, joka on silmukassa Cs. Tatd kutsutaan Biot’n ja Sa-
vartin laiksi tai my6s Amperen ja Laplacen laiksi (kunnia kuulunee kaikil-
le). Se voidaan yleistdd jatkuvalle virrantiheydelle korvaamalla I dl — JdV
ja korvaamalla lenkki-integraali tilavuusintegraalilla. Integrandi on nollasta
poikkeava vain alueessa, jossa J # 0, joten

B(r) = %}Agg%é%i;ﬁdv’ (5.30)

Niin voidaan laskea magneettikenttd mielivaltaisesta virtajakautumasta sa-
maan tapaan kuin staattinen sidhkokenttd annetusta varausjakautumasta.

HT: Omaksu viimeistédén nyt koulusta tuttu Biot’n ja Savartin lain sisaltdméa
lyhyen virta-alkion magneettikentéin suuntasainto.

Kokeellinen tosiasia on, etti kaikki magneettikentdt voidaan antaa vir-
tajakautumien avulla. Suoraviivaisella laskulla ndhdéén (HT), ettd

V-B=0 (5.31)

joka on Coulombin lain jéilkeen toinen laki Maxwellin yht#loiden joukossa
ja ilmaisee, ettd ei ole olemassa erillisii kentédn B ldhteitd tai nieluja eli
magneettisia varauksia (magneettisia monopoleja). Tdmé merkitsee myos
sité, ettd magneettikentéin kenttéviivoilla ei ole alku- eiké loppupééti, vaan
kaikki kenttéviivat sulkeutuvat.

Magneettikentdksi kutsuttu suure B on siis oikeammin magneettivuon
tiheys, jonka SI-yksikk6 tesla (T) vastaa yhden weberin (Wb) suuruista
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A y
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I dx

Kuva 5.1: Suoran virtajohtimen aiheuttaman magneettikentén laskeminen.

magneettivuota neliometrin ldpi: magneettivuo ® pinnan .S 1dpi on
o — / B . dS (5.32)
S
Magneettivuo suljetun pinnan l&pi on nolla:
@z}(B-dS:/V-BdV:() (5.33)
S \%

Té&téa voi havainnollistaa epétdsmaiilliselld toteamuksella, etté jokaisesta ava-
ruuden alueesta ldhtee yhté paljon magneettikentéin kenttédviivoja kuin niita
sinne tulee.

Magneettikentdn ldhteettomyys on puhtaasti kokeellinen laki eiké sil-
le ole mitdéan teoreettista tai matemaattista valttamattomyyttd. Modernit
sahkoisté, heikkoa ja vahvaa vuorovaikutusta yhdistavét yhtenédiskenttéteo-
riat mahdollistavat magneettisten monopolien olemassaolon. Ne voidaan pe-
riaatteessa ottaa klassisestikin mukaan kirjoittamalla V - B = p,,,, missi p.,
on magneettinen varaustiheys. Tdhén ei kuitenkaan ole mitéén syyté, koska
monopolien vaikutuksia ei havaita klassisen elektrodynamiikan puitteissa.

Esimerkki. Pitkdn suoran virtajohtimen aiheuttama kentti

Olkoon johdin z-akselilla ja lasketaan magneettikentté pisteessé ro y-akselil-
la. Merkitéén dl = dze, ; r1 = ze, ; ra = aey, jolloin dlx (ra—r1) = adze,.
Biot’n ja Savartin lain suoraviivainen kéytto antaa

+oo

ol / dl x (1‘2 —r]) wol / adx
B = — — s 7 = L
(1'2) ar Jo ’rQ _ rl‘?’ A ($2 T a2)3/2 €,
—00

+oo

ol 2 ol

T 4r¢ a?(a? + 22)1/2 € T o ® (5.34)
—00
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Jos virtajohde on #érellisen mittainen, magneettikentté on oheisessa kuvassa
médritellyn kulman 6 funktio

ol be T pol o2

0 0

B = — = —cos 5.35
(r2) dna &* » (a2 +22)1/2 "~ 47a €z 91( cost)) (5.35)

Tésséa kdytettiin karteesista koordinaatistoa, misséd suunnan e, maaraé tar-
kastelupisteen paikka. Lukiosta muistetaan, ettd magneettikenttd kiertéd
suoran johtimen ympéri oikean kiden kiertosddnnon mukaisesti. Kéytta-
malld sylinterikoordinaatistoa, missé positiivinen z-akseli on virran suun-
tainen ja e on atsimutaalikoordinaatin yksikkovektori (siis eri kulma kuin
ylldolevassa kuvassa), magneettikenttd on

I
B(rs) = % e (5.36)

Esimerkki. Ympyrinmuotoisen virtasilmukan kentti ympyréin kes-
kipisteen lipi kulkevalla akselilla

Olkoon ympyrén side a ja tarkastellaan kenttdd ympyrdn tasoa vastaan
kohtisuorassa olevalla keskipisteen kautta kulkevalla z-akselilla. Olkoon e ,-
vektorin suunta virtaan nihden oikean kdden sdinnén mukainen. Nyt

M()I/ dl x (I‘Q — I‘1)
B = Ve a7
(r2) A C |I'2 — I'1|3
7 ade Ta?
_ Mo a _ Hola
- E/ (22 + a2)3/2 € = 2(22 + a2)3/2 €z (5.37)
0

Jos ympyroitd on useampia, kuten kelassa, on jokaisen osuus summattava.

Esimerkki. Helmholtzin kela

Helmholtzin kela muodostuu kahdesta N-kertaisesta silmukasta, joiden kes-
kipisteet ovat samalla z-akselilla. Olkoot kelojen séteet a ja etdisyys 2b.
Télloin kenttd z-akselilla kelojen vélissé etdisyydelld z toisesta kelasta on

Npola® 1 1
B.(2) =~ {(22 T T } (5.38)

Helmholtzin keloja kéytetéddn tuottamaan suhteellisen homogeeninen mag-
neettikenttd rajoitettuun alueeseen. Td@mén tapainen systeemi on Nurmijér-
ven geofysiikan observatoriossa, jonka testilaboratoriossa voidaan esimerkik-
si kumota maapallon kenttd pienessé alueessa.
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Tarkastellaan magneettikentéin derivaattaa z-akselilla. Kun z = b, niin
dB,/dz = 0. Myés toinen derivaatta on nolla téssi pisteessd, jos 2b = a.
Asettamalla siis kelat niiden sdteen etéisyydelle toisistaan, on kenttd pis-
teen z = a/2 ympéristossd mahdollisimman homogeeninen. Kolmaskin de-
rivaatta hévida ja kentdn epdhomogeenisuus ilmenee vasta Taylorin sarjan
neljannessé termissé

z—a/2)* d*
B.(z) = Buaj2)+ G2 4B

24 dz4 a2
144 [z —a/2\*

5.3 Amperen laki

Tarkastellaan stationaarista virtaa, siis V-J = 0. Lasketaan magneettikent&n
roottori ldhtien Biot'n ja Savartin laista

V x B(r) = V x {Z—; /V W dvf} (5.40)

Roottori kohdistuu paikkavektoriin r. Kun se vied&dén integraalin sisédn ja
kirjoitetaan ristitulot auki, niin saadaan

Ho / r—r ’ r_rl] !
Br)=2 [ |3 I ) i) v— |4 41
V x B(r) 4W/V[ (r)(V ’r_r/‘?)) W)V v (G4
Muistetaan kaava
r—r 5 1
R v B SRV [ 42
P—E \V4 Py mo(r —1') (5.42)

joten integraalin ensimméinen termi on poJ(r).

Jalkimmaéisessd termissé voidaan r — r’:n antisymmetrisyyden vuoksi
vaihtaa derivointi tapahtuvaksi r’:n suhteen vaihtamalla merkki. Koska jél-
kimméinen termi siséltdd V:n ja (r —r'):n vélisen dyaditulon, kisitelldéin se
(r — r'):n komponentti kerrallaan. Muokataan z-komponenttia kaavalla

’r_ r_ r_
J-v’u:v’-(J”C x) A v (5.43)

r—rP) k-rP

Oikean puolen jialkimméinen termi on nolla oletuksen V -J = 0 perusteella.
Jaljelld oleva tilavuusintegraali voidaan muuttaa pintaintegraaliksi

! /
/| Ju)dv/zy{Ju.ds/ 5 44
/VV ( lr — /|3 s |r—r']3 ( )
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Tamén on oltava voimassa pinnan valinnasta riippumatta, joten pinta voi-
daan siirtdd virtajakautuman ulkopuolelle eli integraalin on oltava nolla.
Sama pétee kaikille komponenteille, joten jéljelle on jdényt Ampéren laki
differentiaalimuodossa

V x B = poJ (5.45)

Integraalimuotoon Amperen laki saadaan kaytamalld Stokesin lausetta muo-
dossa

/VXB-ndS:%B-dl (5.46)
S C
joten

fB-dl:MO/J-ndS:MOI (5.47)
C S

Siis suljettua lenkkid pitkin integroitu magneettivuon tiheys on pg ker-
taa lenkin lapi kulkeva kokonaisvirta. Téatd tulosta kutsutaan Ampéren
kiertosédinnoksi (vrt. sihkostatiikan Gaussin laki). Sen avulla voi laskea
suoraan magneettikentén sopivissa symmetrisissé tapauksissa. Integraaleissa
on muistettava, ettd pinnan S normaalivektori n méérittelee oikeakétisesti
kéyrédalkion dl.

Esimerkki. Kentti toroidikdimin sisilla

Tarkastellaan toruksen ympérille kierrettyd kadmida (N kierrosta). Kentén
voidaan padtelld (HT) olevan sylinterikoordinaateissa ilmaistuna muotoa
B = B(r, z)ey, missi ¢ on toruksen keskipistetté kiertdvé kulma ja r etdisyys
toruksen keskipisteesté toruksen sisélld olevaan pisteeseen. Sovelletaan Am-
peren kiertosdantod pitkin r-séteistd ympyrad toruksen sisallé:

?{ B-dl = B(r,z)2nmr = poNI (5.48)
C

joten kentté riippuukin vain radiaalietaisyydesté.:

polNI
2rr

B= ey (5.49)

Toroidin ulkopuolella magneettikentté on nolla, silld geometrian perusteella

B = B(r, 2)ey ja lenkin lapéisevé virta on nolla.

5.4 Virtasilmukan magneettimomentti

Tarkastellaan virtajohdinta, joka muodostaa suljetun silmukan C. Téalloin
koko silmukkaan vaikuttaa voima 5.28

F :7{ IdlxB (5.50)
C
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Kokonaisvirta ei riipu paikasta, joten se voidaan siirtéé integraalin ulkopuo-
lelle, samoin magneettikenttd, mikéli se on vakio:

F:-IBxfdl:o (5.51)
C

Siis vakiomagneettikentéissé virtasilmukkaan vaikuttava voima on nolla.
Silmukka-alkioon vaikuttava vidntomomentti on

dr =r xdF =1Ir x (dl x B) (5.52)

joten koko silmukalle
T:I%rx(dle) (5.53)
C

Oletetaan jélleen, ettd magneettikenttd on vakio. Kirjoitetaan ristitulo auki
kaavalla r x (dl x B) = (r - B)dl — (r - d1)B. Téllin

szyi(r.B)dl—IBy{Cr-dl (5.54)

Jalkimmaéinen integraali muuntuu Stokesin lauseella muotoon §-r - dl =
J5(V xr)-dS = 0. Ensimméinen integraali muuntuu puolestaan yleistetyll
Stokesin lauseella muotoon

7{(1' .B)dl — / dS x V(r - B) (5.55)
C S
Koska B on vakio, niin V(r - B) = B, joten
T:I/deB:I</dS)xB:IA><B (5.56)
S S

missé pinta-alavektori S voidaan kirjoittaa yleistetyn Stokesin lauseen avulla

S:/ndSZE]{rxdl (5.57)
s 2Jc

Tuloa IS kutsutaan silmukan C' magneettimomentiksi
1
m:IS:—I%rxdl (5.58)
2 Jo
Téamén avulla vaintémomentti on
T=mxB (5.59)

Vaikka silmukkaan ei kohdistukaan voimaa, joka kiihdyttéisi silmukkaa koko-
naisuutena, sithen kohdistuu vadntomomentti. Se pyrkii kddntdméan silmu-
kan pintaa kohtisuoraan magneettikenttid vastaan. Tétéa kidytetadn hyvéiksi
esimerkiksi avaruusalusten asennonsi#tojirjestelmissa.
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5.5 Magneettikentin potentiaaliesitys

5.5.1 Vektoripotentiaali

Koska magneettikenttd on lihteeton, V - B = 0, se voidaan ilmaista vekto-
rikentén roottorina:

B=VxA (5.60)

Vektoripotentiaali A ei ole yksikésitteinen, sillid olipa f miké riittdvén
siisti skalaarikenttd hyvénsé, niin V x (A +Vf) =V x A.

Vektoripotentiaali voidaan ilmaista virran avulla lahtemaélla jélleen Biot’n
ja Savartin laista:

B(r) = Z—;/VWW' (5.61)

Integrandi voidaan kirjoittaa muotoon

J(') x (r —1') I XV 1

(5.62)

r—rP Y

Sovelletaan tihin kaavaa Vx (fG) = fVxG—-Gx Vf. Nyt VxJ(r') =0,
koska V ei operoi r’:uun, joten integrandiksi tulee

JE X -1) _ oy xv—— —vx < J@) ) (5.63)

o =13 o]~ o — 1]

V voidaan siirtdé r’:n suhteen laskettavan integraalin ulkopuolelle, joten

B(r) = V x {@/V J() dV’} (5.64)

Am Jy |r —1/|
eli )
Ho r ’
A == d .
(x) 4 /V |r — 1’| v (5.65)
Kirjoittamalla A komponenttimuodossa
po [ Ji(x)
Ai(r) = — d .
x) 47 /v Ir —r/| v (5.66)

nihdadn, ettd komponentit A; ovat matemaattisesti samaa muotoa kuin
sdhkostaattisen potentiaalin lauseke

1 p(r') /
= av 5.67

#(r) 41eq /v |r — 1/ ( )
joten jokaiselle komponentille erikseen ja siten koko vektorille on voimassa
Poissonin yhtélo

VZA = —pJd (5.68)
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Koska toisaalta
e =VxB=Vx(VxA)=V(V-A)-V3A (5.69)
vektoripotentiaalin on toteutettava ehto
V(V-A)=0 (5.70)
Usein vektoripotentiaali valitaan siten, ettd V - A = 0, miké itse asiassa
toteutuu edelld, jos J poikkeaa nollasta vain dérellisessé alueessa (HT).

Séhkostatiikassa skalaaripotentiaali helpottaa laskuja olennaisesti. Vek-
toripotentiaali on monimutkaisempi, mutta kayttokelpoinen monessa tilan-
teessa. Se on myos hyoddyllinen sdhkdmagneettisiin aaltoihin ja séteilyyn
liittyvissd ongelmissa ja keskeinen apuviéline elektrodynamiikan teoriassa,
relativistisissa tarkasteluissa ja kvanttielektrodynamiikassa.

5.5.2 Multipolikehitelméa

Vektoripotentiaali voidaan esittdd multipolikehitelméné samaan tapaan kuin
sdhkoinen skalaaripotentiaali. Tarkastellaan divergenssitonté virtajakaumaa
J, joka poikkeaa nollasta vain #érellisessé tilavuudessa V. Koska vektoripo-
tentiaalin integraaliesitys on samaa muotoa kuin sdhkoisen skalaaripotenti-
aalin, voidaan suoraan kirjoittaa komponentille A;

Ayr) = Ho (1/J,(r) dv/+r_‘;./r/Jl(r) v’ +.) (5.71)

T dmor

Integraalien laskemiseksi kdytetdin seuraavaa aputulosta:
V- (fgd)=fI-Vg+gJ-Vf (5.72)

missd f ja g ovat vapaasti valittavia funktioita. Téassé kdytettiin myos ole-
tusta V - J = 0. Integroimalla tilavuuden V yli saadaan

/(fJ-vg+gJ-Vf):o (5.73)

(V - (fgJ)m sisédltdva integraali voidaan ulottaa yli koko avaruuden, kos-
ka alueen V ulkopuolella virrantiheys on nolla. Muunnos pintaintegraaliksi
antaa silloin nollan.)

Integroitaessa multipolikehitelmé&n ensimmaéistd termié valitaan yksin-
kertaisesti f = 1 ja g = xy, jolloin [J dV = 0 eli monopolitermié ei mag-
neettikentdn tapauksessa ole.

Seuraava eli dipolitermi kéasitelldén valitsemalla f = x;, g = x,,, jolloin

’ 1 ’ /
r- /r’Jl dv' = xn/xn Jydv' = —5%n /(len —x,J;) dV’ (5.74)



5.5. MAGNEETTIKENTAN POTENTIAALIESITYS 71

missd summataan kahdesti esiintyvén indeksin n yli ja kaytettiin kaavaa
5.73. Integrandi muistuttaa vektoritulon komponenttia, ja pienen tarkaste-
lun jélkeen huomataan, etté

1
r. / ' dV! = ety / (' x J(r')), dV" (5.75)

missé €, on permutaatiosymboli ja summaus on nyt myos yli indeksin p.
Lauseke sieventyy muotoon

r- /r’Jl dv' = —%(r X /r/ x J(r') dV'); = (m x 1), (5.76)

missd m on virtajirjestelmén magneettimomentti.
Vektoripotentiaalin multipolikehitelmén johtava termi on siis

Mo M X T

A(r) = .
(r)="1""73 (5.77)
Magneettivuon tiheys saadaan laskemalla tdmén roottori (HT):
3(m -
B(r) = Mo [3m rr m (5.78)

 Arw rd r3
Kaukaa katsottaessa ainoastaan systeemin magneettinen momentti vaikut-
taa magneettikenttdan. Tamé on muodoltaan samanlainen kuin sdhkoisen

dipolin aiheuttama sdhkokenttd 2.38. Témén vuoksi magneettista moment-
tia kutsutaan usein magneettiseksi dipolimomentiksi.

5.5.3 Magneettikentéin skalaaripotentiaali

Alueissa, joissa J = 0, magneettikenttd on pyodrteeton, V x B = 0, joten
néissé alueissa se voidaan ilmaista myos magneettisen skalaaripotenti-
aalin ¢ avulla:

B=—puyVy (5.79)

Koska toisaalta aina V-B = 0, skalaaripotentiaali toteuttaa Laplacen yht&lon

V=0 (5.80)
joten siéhkostatiikasta tuttuja apuneuvoja voi soveltaa magnetostatiikan on-
gelmiin, kunhan ollaan huolellisia erilaisten reunaechtojen kanssa.

Koska etéilld olevan virtasilmukan luoma magneettikenttd on matemaat-
tisesti samaa muotoa kuin sdhkddipolin kentté, voidaan magneettinen ska-
laaripotentiaali ilmaista magneettisen dipolimomentin avulla. Koska

m-r
B=-— .81
MOV(47TT3) (58 )
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Svie

Kuva 5.2: Virtasilmukan muodostaminen pienistd silmukoista. Nettovirtaa
kulkee vain ison silmukan ulkoreunalla.

niin

1l m-r

T Am o3
Erona séhkostatiikkaan magneettinen skalaaripotentiaali on paikan yksiar-
voinen funktio ainoastaan yhdesti yhtenéisissé alueissa. Tarkastellaan esi-
merkking aluetta, jossa on virtasilmukka. Nyt dipolitarkastelu ei kdy suo-
raan péinséd. Virtasilmukan voidaan kuitenkin ajatella koostuvan monesta
differentiaalisesta silmukasta, jotka muodostavat tihedn silmukan sulkeman
pinnan peittdvian verkon (kuva 5.2). Virran kiertosuunta médrittelee oi-
keakétisesti kunkin silmukan normaalivektorin suunnan.

(5.82)

Verkon vierekkéisten elementtien virrat kumoavat toisensa, joten koko-
naisvirta on sama kuin silmukkaa kiertiva virta. Kukin silmukka tuottaa
ulkopuolelleen skalaaripotentiaalielementin

dm-r (IndS)-r
drrd 43

I
— = —— Q .
dap = (5.83)

missé df2 on differentiaalisen silmukan avaruuskulmaelementti. Integroimalla
kaikkien pikkusilmukoiden yli saadaan

v=-Lg (5.84)

 Arw '

missd 2 on silmukan peittdmé avaruuskulma katsottaessa pisteesté, jossa
1 lasketaan (tdmé selittdd ylldolevan miinusmerkin). Kuljettaessa silmukan
lépi ja tultaessa takaisin samaan tarkastelupisteeseen kasvaa avaruuskulma
tekijélla 4m, joten potentiaali ei ole yksikésitteinen, vaan

= _ﬁ(go 4 ndn) (5.85)

Alueesta saadaan yhdesti yhtenéinen asettamalla tarkastelualueen rajapin-
naksi jokin silmukan reunakiyrin rajoittama pinta. Helppo esimerkki ti-
lanteesta, jossa skalaaripotentiaali ei ole paikan yksiarvoinen funktio, on
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ddrettomén pitkd suora virtajohdin. Jos johdin on z-akselilla, niin sylinte-
rikoordinaateissa skalaaripotentiaaliksi kelpaa 1) = —I¢/(27), jolle ¢ (¢) #
P(p + 2m).

Magneettinen skalaaripotentiaali eroaa séhkoisesté siiné, etté jalkimméi-
selld on selvi fysikaalinen tulkinta: se antaa varauksellisen hiukkasen poten-
tiaalienergian sihkostaattisessa kentéssia. Magneettikentédssé téllaista tulkin-
taa ei ole.

5.6 Lorentzin voima
Palautetaan mieleen origossa olevan varauksen ¢i pisteessd r olevaan va-

raukseen ¢ aiheuttama Coulombin voima,

_ 1 gnr
dmeg T2 71

F. (5.86)

Tassd molemmat varaukset ovat levossa. Jos varaukset litkkkuvat vakiono-
peuksilla v ja vy, aiheuttaa varaus ¢; varaukseen ¢ magneettisen voiman

F,, = L1, <v1 X f) (5.87)

Téamén voi pédtelld soveltamalla kahden virtasilmukan vélistd magneettista
voimaa 5.27 infinitesimaalisille virta-alkioille. Laki on luonnollisesti my6s
kokeellisesti todennettavissa.

Magneettinen voima voidaan my6s lausua muodossa (vrt. virtasilmukat)
F,,=qvxB (5.88)

missd B on magneettivuon tiheys

_ HFoq r
= avix (5.89)

Superpositioperiaate pitee myos magneettikentéin tapauksessa.

Yhteenlaskettua sihkoistd ja magneettista voimaa
F =¢(E+v xB) (5.90)

kutsutaan Lorentzin voimaksi. Lauseke on voimassa myos ajasta riippu-
ville kentille. Magneettinen voima on aina kohtisuorassa hiukkasen nopeut-
ta vastaan, joten v - Fy,, = 0. Se ei siis tee tyotd varattuun hiukkaseen.
Jos halutaan muuttaa varauksellisen hiukkasen liike-energiaa, tarvitaan ai-
na sdhkokenttd, vaikka se luotaisiinkin muuttuvan magneettikentdn avulla.
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Kuva 5.3: Rikkooko elektrodynamiikka liikemaéran sdilymislakia?

Koska egpo = 1/c2, niin

1 qquv <v1 r)
F,, = —— X |—=x - 5.91
" Awey 12 ¢ c T (5:91)

Verrataan magneettista ja sdhkoistd voimaa toisiinsa:
< -——= (5.92)

Tavallisilla nopeuksilla liikkuville varauksille sihkoiset voimat ovat paljon
suurempia kuin magneettiset voimat. Magneettiset voimat eivit kuitenkaan
ole merkityksettomia, silld vaikka aine on yleensé sdhkoisesti neutraalia, se
saattaa olla voimakkaasti magnetoitunutta.

Lopuksi esitetéén ongelma, johon palataan luvussa 9 (kuva 5.3). Kaksi
samanmerkkistd varausta (¢; ja g2) liikkuu hetkellisesti negatiivisten z- ja
y-akselien suuntaan. Hiukkasten vélilld on séhkoinen poistovoima F.. Va-
rauksen ¢; aitheuttama magneettikenttd varauksen go kohdalla osoittaa sivun
sisédn ja magneettinen voima F',, oikealle. Vastaavasti varauksen ¢o aiheut-
tama magneettikenttd varauksen ¢; kohdalla osoittaa sivulta ulospéin ja
magneettinen voima yldspéain. Siispd varauksen ¢; varaukseen ¢o kohdista-
ma sihkomagneettinen kokonaisvoima ei ole vastakkaissuuntainen varauksen
g2 varaukseen ¢; kohdistamaan voimaan. Onko jouduttu ristiriitaan Newto-
nin kolmannen lain kanssa ja sitd tieté ristiriitaan litkem&#ran sdilymislain
kanssal?



Luku 6

Magneettikentti viliaineessa

6.1 Magnetoituma

Edella rajoituttiin magneettikentdn maéaarittdmiseen magneettisilta ominai-
suuksiltaan tyhjonkaltaisessa véliaineessa. Aineen mikroskooppinen raken-
ne aiheuttaa todellisuudessa kullekin atomille ominaisen magneettisen di-
polimomentin m;. Lasketaan yhteen kaikkien atomien dipolimomentit tila-
vuusalkiossa AV. Aineen magnetoituma mééritelldsin raja-arvona

. 1
M= lm, Ay zZ: i (6.1)

Magnetoituma on siis viliaineen magneettisten dipolimomenttien tiheys pai-
kan funktiona (vrt. polarisoituma). Koska magneettisen momentin SI-yksik-
k6 on Am?, on magnetoituman yksikks A /m.

Jos dipolimomenttien tiheys on homogeeninen, kutakin dipolimomenttia
vastaavat virtasilmukat summautuvat nollaan eivitkid aiheuta nettovirtaa.
Jos jakautuma kuitenkin on epétasainen, on tarkastelupisteen eri puolilla eri
madra virta-alkioita ja tuloksena on kokonaisvirta J,;. Virran laskemisek-
si tarkastellaan kahta pientd tilavuusalkiota. Olkoon kummankin tilavuus
AxAyAz ja sijaitkoot ne rinnakkain y-akselin suuntaan (kuva 6.1).

Jos ensimmaéisen alkion magnetoituma on M(z,y, z), niin toisen magne-
toituma on

oM
M(zx,y,z) + a—Ay + korkeamman kertaluvun derivaattoja
Y

Ensimméisen elementin magneettisen momentin x-komponentti ilmaistaan
silmukkavirran I, avulla:

Mo Az AyNz = I AyNz (6.2)
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7 A
Ay Ay
r\ r\
I, Iy Az
7 Ax
M, M+ 0M, /dy -Ay

y

Kuva 6.1: Magnetoitumasta aiheutuvan virran laskeminen.

ja vastaavasti toiselle elementille

oM.
(Mx + 3 - Ay) NxlNyDz = IEAyAz (6.3)
Y
Elementtien vilistd nousee nettovirta z-akselin suuntaan:
oM.
I -1 =— LAz 6.4
c oy Y (6.4)

Toistamalla tarkastelu kahdelle rinnakkaiselle alkiolle z-akselilla (tarkkana
merkkien kanssal), saadaan z-akselin suuntaiseksi virraksi
oM,

Ic = =Y Az 6.5

c=5 y (6.5)
Namé ovat ainoat magneettiset momentit, jotka tuottavat virtaa z-akselin
suuntaan. Laskemalla ne yhteen ja jakamalla pinta-alaclementilld saadaan
magnetoitumisvirran tiheyden z-komponentiksi

oM, oM.
Ium). = =2 - —= 6.6
()= Gt -5 (6.6)
eli vektorimuodossa
Jy=VxM (6.7)

6.2 Magnetoituneen aineen aiheuttama kentté

Lasketaan sitten magneettisen aineen aiheuttama magneettikentta. Lahde-
téén liikkeelle vektoripotentiaalista (vrt. 5.77)

_ Mo M(r’)x(r—r’) /_@/ / /
A(r)—47r/v e WV = [ Me) <Y

av' (6.8)

v — x|
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Tutuilla vektorikikoilla tdméa saadaan muotoon

A(r) @/‘/wdvq_ @éwdy (6.9)

T 4r lr —r/| 4 Ir — /|
missé S on tilavuuden V' pinta. Pinnalla magnetoitumisvirran tiheys on
juy=Mxn (6.10)

Té&dmé& on magnetoitumisvirta yksikkopituutta kohti eli virta on ikéédn kuin
litistetty kulkemaan yksiulotteisen pinnan lapi. Vektoripotentiaali méadray-
tyy siis magnetoitumisvirrasta tilavuudessa V ja tilavuuden pinnalla S:

A@r) =10 / Iarr) ot jé 3l o (6.11)

An Jy v —1| 4 Js |r — 1|

Tulos ei liene ylldtys (vrt. sdhkostaattinen potentiaali). Tésté ei kuitenkaan
ole aivan helppo laskea magneettikenttéé, koska Jyr =V x M.

Léhdetasnkin liikkeelle suoraan vektoripotentiaalin mééritelméasta:

B:VXA:Z—O/‘/VX{M(H)X(r_rl)}dV’ (6.12)

T lr — /|3

missé gradientti kohdistuu vektoriin r. Nyt integrandi saadaan muokatuksi
muotoon (HT)

(r—1)

lr — /|3

(r—1)

r — /|3

(r—1)

lr — /|3

V x M) x } — M)V [ } ~(M(r')-V) (6.13)

Oikean puolen ensimmaéinen termi tuo magneettikenttdin osuuden
By(r) = &2 / M(r') 478(x — ') dV' = 1o M(r) (6.14)
T™JV

Toinen termi vaatii jilleen vihén vektoriakrobatiaa (HT) ja antaa tuloksen

Bui(r) = — oV (i /V M) E=) dV’) = V() (6.15)

47 lr — /|3

Téssé 1 (r) on magneettisen materiaalin skalaaripotentiaali. Magneettikentt&
on tdmén potentiaalin ja paikallisten virtojen aiheuttaman kentdn summa:

B(r) = —uoVe(r) + poM(r) (6.16)

Aineen ulkopuolella M on nolla, joten sielld kenttd saadaan skalaaripoten-
tiaalista, joka on siis integraali aineessa olevista dipolimomenttialkioista.
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Téssd on paddytty jokseenkin samanlaiseen kuvailuun kuin eristekappa-
leiden kanssa. Magneettisen skalaaripotentiaalin saa edelleen muotoon

1 r—r
— _ M / . 7d /
o) = g [ M) T av
1 M(r') - n’ 1 V- M(r')
- L 7615’__/ Yo gy (6.7
477%9 Ir — r/| Ar Jy v =1/ (6.17)
— 1 O-M(r,) dS/_i_i pM(r,) dvl

4 Js v — 1| A Jy |r — 1|

Magneettisten napojen tiheys p); ja magneettisen napavoimakkuu-
den pintatiheys o), ovat samankaltaisia apusuureita kuin polarisaatioti-
heydet pp ja op sdhkostatiikassa.

6.3 Magneettikentin voimakkuus

Magneettisen aineen itsensé liséksi kokonaiskenttdéin vaikuttaa vapaiden va-
rausten aiheuttama virta. Esimerkiksi rauta voi olla magnetoitunutta ja
lisiksi sen johtavuuselektronit kuljettavat ”vapaata” virtaa. Niinp4

B =12 [ % AV’ — 11gVp(x) + o M(x) (6.15)

Tamé voidaan laskea, mikéli M ja J ovat tiedossa kaikkialla. Usein virta
tunnetaankin, mutta M riippuu B:sta.

Otetaan kdyttoon apukenttd H, jota kutsutaan magneettikentin voi-
makkuudeksi:

H='B-M (6.19)
Ho
Téllin
1 Ix (-1 _,
Hr)=— | " av’ - 2
) =4 |, T AV - moVel) (6:20)

Téamé voi nayttdd turhalta tempulta, koska H riippuu yhad M:std pprn ja
oy:n kautta, mutta toimihan sama myo6s siahkostatiikassa.

Kentéin H hyoddyllisyys piilee siiné, etté sille saadaan virrantiheydesté
riippuva differentiaaliyhtéld. Palautetaan ensiksi mieleen, ettd V- B = 0 on
kokeellinen laki, jonka mukaan magneettivuon tiheys voidaan aina palauttaa
virtajakautumiin, eikd todellisista eristetyistd magneettisista monopoleista
ole havaintoja. Nyt Amperen laissa on térkes huomioida kaikki sdhkovirrat

V x B = 1io(J + Jpr) (6.21)
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misséd J kuvaa varausten siirrokseen liittyvaéd vapaata virtaa. Ottamalla huo-
mioon yhteys Jyr = V x M saadaan tésta

VxH=1J (6.22)

H-kentén pyorteet aiheutuvat vain vapaiden varausten kuljettamasta virras-
ta. Magneettisten ongelmien ratkomiseen tarvitaan t&mén lisiksi V-B = 0,
reunachdot ja rakenneyhtélé B:n ja H:n vélille.

Integraalimuodossa H:lle pétee

I:/J-ndS:/VXH-ndS:]{H-dl (6.23)
S S C

eli magneettikentdn voimakkuuden integraali pitkin suljettua lenkki&d on
yhtd suuri kuin varausten kuljettama kokonaisvirta lenkin l&pi.

6.4 Suskeptiivisuus ja permeabiliteetti

Kenttien B ja H vélinen suhde riippuu viéliaineen ominaisuuksista samaan
tapaan kuin kenttien D ja E yhteys. Magneettiset aineet ovat yleensi niin
monimutkaisia, ettd rakenneyht#lé on mééritettava kokeellisesti. Suurelle
joukolle aineita yhteys on muotoa

M = x,,H (6.24)

missé kerroin x,, on magneettinen suskeptiivisuus. Epéiisotrooppiselle
mutta lineaariselle véliaineelle y,, on tensori, epélineaarisessa véliaineessa
se riippuu lisiksi magneettikentéisti. SI-yksikoissd magneettinen suskeptii-
visuus on laaduton suure (séhkoéisen y:n laatu on sama kuin €g:n).

Jos xm > 0, viliaine vahvistaa ulkoista magneettivuon tiheytta ja ai-
netta kutsutaan paramagneettiseksi. Jos taas x,, < 0, magneettivuon
tiheys heikkenee ja aine on diamagneettista. Seké paramagneettisilla etta
diamagneettisilla aineilla magneettinen suskeptiivisuus on pieni: |x,,| < 1.

Kenttien M ja H vilinen lineaarinen yhteys merkitsee, ettd myo6s kent-
tien B ja H vilinen rakenneyhtélo on lineaarinen

B = ig(1 + xm)H = uH (6.25)

missd g on viliaineen permeabiliteetti. Aineiden magneettisia ominai-
suuksia tarkastellaan hieman enemmén tdmén luvun lopussa.
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B, H,
AS Iy
B g LI
1 ) S
2 " |
n, —

Kuva 6.2: Magneettikenttévektoreiden rajapintaehtojen méérittdminen.

6.5 Magneettikenttivektoreiden rajapintaehdot

Tarkastellaan kuvan 6.2 mukaista kahden viliaineen rajapintaa. Magneetti-
vuon tiheyden B reunaehto on analoginen séhkévuon tiheyden D reunaeh-
don kanssa. Kuvan pillerirasian pinnan yli laskettu B:n integraali on

fB-ndS:/v-dezo (6.26)
S \%

Litistdmaélla pillerirasian vaippa infinitesimaaliseksi saadaan

fB-ndS:Bg-ngAS—{—Bl-nlAS:O (627)
S
missd AS on rasian kannen pinta-ala. Koska n; = —no, niin

Boy — B1, =0 (6.28)

eli magneettivuon tiheyden normaalikomponentti on jatkuva rajapinnan
lapi.

Magneettikentéin voimakkuudelle saadaan reunaehto Stokesin lauseen
avulla tarkastelemalla H:n lenkki-integraalia kuvan suorakaidetta pitkin

fH-dl:/S(va-ndS:/SJ-nds (6.29)

missd n on normaalikomponentti integroimislenkin lépi (n = ny X ly). Litis-
tettiessd integroimislaatikko jélleen infinitesimaaliseksi silmukan lapi kulke-
va virta voi olla ainoastaan pintavirtaa K, joten

J-nAS = AlK - (ny x 1) (6.30)

jonka avulla saadaan

%Hdlz (HQ—Hl) IQAl:AlKO’lQ X 10) :AZ(K X 112)-10 (631)
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mista seuraa reunaehto
(Hy —Hj)t = (K x na)y (6.32)

eli magneettikentén voimakkuuden tangentiaalikomponentti on jatkuva ra-
japinnan yli, ellei pinnalla ole pintavirtaa. Mik&li H-kenttd tunnetaan pin-
nan molemmin puolin, saadaan pintavirran tiheys lausekkeesta

K= ng X (H2 — Hl) (633)

Useissa magnetismiin liittyvissé ongelmissa on néppéraé tarkastella vuo-
putkia. Tarkastellaan magneettikentdn kenttéiviivoja, jotka ovat jokaisessa
pisteessd kentdn B tangentin suuntaisia. Vuoputki on ik&#dnkuin kimppu
kenttéviivoja tai tésméllisemmin alue, jonka vaipan lapi ei kulje yhtain
kenttéviivaa. Olkoot S ja Se vuoputken péit. Talloin vuoputken tilavuuden
yli laskettu integraali on

/ V- -BdV = B-nng— B-n’d51 :(I)(SQ)—(I)(Sl) =0 (634)
\% Sa S1

missi n ja n’ ovat magneettikentéin suuntaisia putken piiden normaalivek-
toreita. Magneettivuo pitkin vuoputkea on siis vakio. Tdmé koskee vain B-
kenttad eika valttdmétta pade H-kentélle:

/Vv-HdV:/V(—v-M)dV:/vadv (6.35)

Vuoputkeen voi siis tulla magneettikentdn voimakkuutta, mikéli aineella on
nollasta poikkeava napavoimakkuus.

6.6 Reuna-arvotehtivii magneettikentissi

Magneettiset reuna-arvotehtivét ovat yleensé monimutkaisempia kuin séah-
kostatiikassa. Sahkovirrat, epitasainen magnetoituminen tai epélineaarinen
rakenneyhtélo edellyttaviat Laplacen yhtal6d monimutkaisempien yhtéloiden
ratkomista ja hankaloittavat reunaehtoja. Rajoitutaan tassé yksinkertaisiin
tilanteisiin.

Virrattomuus (VxH = 0) tekee mahdolliseksi magneettikentén esittdmi-
sen skalaaripotentiaalin gradienttina H = —V. Jos liséiksi aine on magneet-
tisesti ainakin likimain lineaarista eli B = pH ja tasaisesti magnetoitunutta
(V-M = 0), niin V- H = 0 ja pééstdin ratkaisemaan Laplacen yht#lod

V2 =0 (6.36)
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Esimerkki. Magnetoituva pallo tasaisessa magneettikentdssi

Tamé ongelma on sama kuin luvun 3.5.1 eristepallo tasaisessa ulkoises-
sa sihkokentéssd. Lausumalla 1 vyohykeharmonisten funktioiden avulla ja
kéayttamalla reunaehtoja saadaan pallon sisélld magneettikentéiksi

3B,

By = ———e, = vakio 6.37
2 T+ 2(po/p) (6:37)
ja ulkopuolella
() 1] ()3 |
B, =Bpe, + [7 — | Bo(2e, cosf + egsinb) 6.38
(ufm) +2) \r) ol (6:3%)

missé e, on ulkoisen magneettikentdn suuntainen, koordinaatiston origo on
pallon keskipisteessé ja kulma 6 on poikkeama z-akselilta. Laiskempi las-
kija huomaa, etté B-kenttéd vastaa sihkostatiikan D-kentt#d, ja kirjoittaa
vastaukset suoraan symboleja vaihtamalla.

Esimerkki. Tasaisesti magnetoituneen pallon kentté tyhjossia

Olkoon pallon sédde a ja magnetoituma vakio M = Me,. Tilanne on jilleen
aksiaalisymmetrinen, joten magneettinen skalaaripotentiaali pallon ulkopuo-
lella (1) ja sisdlld (2) voidaan kirjoittaa (ks. luku 2.9.2)

Pi(r,0) = iClnrf("Jrl)Pn(cosG) (6.39)
n=0

Po(r,0) = iAQnT"Pn(cose) (6.40)
n=0

Nyt ei ole taustan kenttéé, joten ulkokentéssa kaikki r:n positiiviset potens-
sit on jétettdvi pois. Sisdkentiissé ei voi puolestaan olla negatiivisia potens-
seja, jotta ratkaisu olisi dérellinen pallon keskipisteessé. Reunalla r = a

Hiyy = Hyy (6.41)
By, = Ba, (6.42)

H:n reunaehdosta seuraa yksinkertaisesti

Lo _ 190

a 00 a 06 (6.43)

B-kentésséd on mukana myos magnetoituma

B(r) = —poVe(r) + poM(r) (6.44)
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ja tdmén jatkuvuus reunalla edellyttia, etta

O Oy
—po—— = —po——— M cos 6 4
oy, Ho— = + podM cos (6.45)
Sijoittamalla nédihin ¢:n lausekkeet saadaan yht&lot
Z(Clna*("ﬂ) — Ag,a™)Py(cos ) = vakio  (6.46)
n=0

toCroa™ 2 + o Z P, (cos 0)[Crn(n+ 1)a™ "2 4+ Ayna™ '] (6.47)
n=1

— oM cos =0

Muistetaan, ettd Legendren polynomit ovat ortogonaalisia funktioita. Kun
n = 0, saadaan ehdot

Cloa_l—Ago = vakio (648)
,U/()Cloai2 =0 (6.49)

Siis C19 = 0 ja myos Agg voidaan valita nollaksi ilman, ettd silld on vaiku-
tusta kenttiin B tai H. Termeille n = 1 on voimassa

Cllais —AA9 =0 (6.50)
2011073+ Ay =M = 0 (6.51)
jonka ratkaisuna on C1; = Ma3/3 ; Ay = M/3.

Kun n > 2, yhtélot toteutuvat ainoastaan kertoimilla Cy, = As, = 0.
Ongelma on ratkaistu'. Potentiaalit ovat

P1(r,0) = %M(a?’/TQ) cos 0 (6.52)
Po(r,0) = %Mr cos 6 (6.53)
ja H-kentét saadaan ndiden gradientteina
H, = %M(a?’/rg) [2e, cos 0 + ey sin 6] (6.54)
H, — —%Mez (6.55)

Ulkoinen B-kenttd on poH;. Koska pallon magnetoituma M = Me,, jai
pallon siséiseksi B-kentéksi
2 2

B2 = g,uOMeZ = g,qu (656)

joka on siis vastakkaissuuntainen H-kentélle. Ongelman voisi ratkaista myo6s
suoraan integroimalla magnetoitumaa (yhtdlo 6.17). Tasaisesti magnetoitu-
nut pallo on analoginen tasaisesti polarisoituneen pallon kanssa.

LOlisi voitu my6s paitelld suoraan, etté sisikentiit ovat vakioita ja z-akselin suuntaisia.
Tallsin potentiaalin kehitelméssé kyseeseen tulevat vain cos 6-termit.
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6.7 Molekulaarinen magneettikentti

Tarkasteltaessa aineen magnetismia molekyylitasolla kenttien B ja H vélinen
ero katoaa, silla molekyylien ajatellaan sijaitsevan tyhjossé ja mikroskooppi-
nen magneettikenttd B, tarkasteltavan molekyylin kohdalla voidaan korva-
ta mikroskooppisella kentdllda H,,: B,, = poH,,. Molekulaarisen magneetti-
kentédn muodostavat kaikki ulkoiset séhkovirrat ja kaikki molekulaariset di-
polit lukuunottamatta molekyylié, jonka kohdalla kentt# lasketaan. Tehd&dén
tarkasteltavan pisteen ympérille onkalo, jonka ulkopuolinen véliaine késitel-
ld4n jatkumona samalla tavalla kuin luvussa 3.6 molekulaarista polarisoitu-
mista méaritettdessd. Molekulaarinen kentté on siis

H,, = H+H, + H,., (6.57)

missd H on makroskooppinen kenttd, Hg onkalon reunoilla olevien pintadi-
polien aiheuttama kentté ja H,,eq onkalon siséllé olevien dipolien tuottama
kenttid. Samanlaisella laskulla, jolla méaritettiin E,, aiemmin, saadaan (vrt.
tasaisesti magnetoitunut pallo)

1
H, = §M (6.58)
Suurelle joukolle aineita Hycqr on merkityksettomén pieni, jolloin
1
H,=H+ §M (6.59)

6.8 Para- ja diamagnetismista

Tarkastellaan hieman yksityiskohtaisemmin véliaineen vaikutusta magneet-
tikenttain rajoittuen kvalitatiiviseen késittelyyn. Hyvid kuvauksia voi 16y téia
korkeatasoisista lukion oppikirjoistakin (esim. Kurki-Suonio et al., Kvantti
2, jota téssé on kiytetty yhtend lihdeteoksena).

Aine magnetoituu ulkoisessa magneettikentéssd. Véiliaine ja kenttdan
tuodut kappaleet synnyttivit oman kentténsé. Tilanne on kuitenkin selvésti
erilainen kuin sdhkokentdn tapauksessa, miké lienee tuttua kaikille han-
kausséhkon ja kestomagneettien kanssa leikkineille. Kaikkien aineiden pola-
risoituminen sdhkokentéssa havaitaan siitéd, ettd varattu kappale vetdd puo-
leensa neutraalejakin kappaleita. Sen sijaan magneeteilla on selvésti nakyva
vaikutus vain harvoihin aineisiin. Lahelld olevat kappaleet ja viliaineet eivét
siksi yleensi hairitse merkittévéasti magneettisia tutkimuksia.

Viliaineen vaikutusta magneettikenttédn on yksinkertaista tutkia toroi-
dikédmin avulla, koska ké#dmin kenttd on kokonaan toroidin sisalla (vrt. eris-
teiden tutkimus kondensaattorin avulla). Kentdn muoto ei muutu, jos toroi-
di taytetddn véliaineella, vaan ainoastaan magneettivuon tiheys muuttuu.



6.8. PARA- JA DIAMAGNETISMISTA 85

Taulukko 6.1: Joitain dia- (x,, < 0) ja paramagneettisia (x,, > 0) aineita.
Suskeptiivisuudet on annettu huoneenldmpdétilassa. Kaasujen tapauksessa
oletetaan liséiksi normaali ilmanpaine.

aine suskeptiivisuus
alumiini 2,1-107°
elohopea —2,8-107°
happi 193,5-1078
hopea —2,4-107°
kulta -3,5-107°
kupari —0,98-107°
magnesium 1,2-107°
timantti —2,2-107°
titaani 18-107°
typpi —0,67-1078
vety —0,22-1078

Viliaineen suhteellinen permeabiliteetti voidaan silloin mitata vertaamalla
magneettivuon tiheyttd kddmisséd viliaineen kanssa ja ilman sité.

Koska suurimmalla osalla aineista suhteellinen permeabiliteetti on 1dhella
ykkosté, kiytetdin useammin magneettista suskeptiivisuutta

Xm = pr — 1 (6.60)
ja monille aineille patee yksinkertainen rakenneyht&lo
B = 1ig(1 + xm)H (6.61)

Ainetta kutsutaan diamagneettiseksi, jos x, < 0 ja paramagneettiseksi, jos
Xm > 0. Niille aineille on tyypillisesti |x,,| < 1073, joten yleensi voidaan
aineen permeabiliteetti olettaa samaksi kuin tyhjon permeabiliteetti (tau-
lukko 6.1). Poikkeuksena ovat ferromagneettiset aineet, jotka eivit noudata
yksinkertaista magnetoitumislakia.

Aineen magneettisten ominaisuuksien mikroskooppinen selitys perustuu
useisiin eri tekijoihin. Alkeishiukkaset ovat pienié alkeismagneetteja, joi-
den magneettimomentti liittyy hiukkasten spiniin. Elektronin magneettimo-
mentti on noin 700 kertaa suurempi kuin protonin ja noin 1000 kertaa suu-
rempi kuin neutronin magneettimomentti, joten elektronit méaradvat aineen
magneettiset ominaisuudet. (Neutroni ei siis kuitenkaan magneettisessa mie-
lessé ole téysin neutraali.)

Elektronin kiertoliike atomissa vastaa virtasilmukkaa ja siitd aiheutuva
magneettimomentti on samaa suuruusluokkaa kuin spinin aiheuttama. Rata-
liikkeest& johtuva magneettimomentti voidaan ymmaértéé klassisella mallilla,
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jossa elektroni kiertdé r-siteistd ympyrirataa kulmataajuudella w = 27 /T.
Malli vastaa virtasilmukkaa, jonka pinta-ala on A = mr? ja jossa kulkee
virta I = ¢/T = qu/2nr. Magneettimomentti on siis m = IA = qur/2.
Elektronin liikem&édramomentti radan keskipisteen suhteen on L = mgur
(massa = myp). Ottaen huomioon, ettd kyse on vektorisuureista, voidaan
suuntasddnnot muistaen kirjoittaa m = —e/(2mg)L, joka vastaa myos ha-
vaintoja. Samaan tulokseen paidytéin, jos tarkastellaan pyorivin hiukkasen
magneettimomentin ja liikem&ardmomentin suhdetta (HT). Elektronin spi-
nistd johtuva magneettimomentti on kuitenkin kaksinkertainen, joten klas-
sinen kuva ei téssd anna oikeaa ennustetta. Spinid ei voida selittdéd ar-
kipédivdisen mielikuvan mukaan pyorimisestd johtuvaksi, vaan kyseesséd on
puhtaasti kvanttimekaaninen suure.

Atomin magneettimomentti muodostuu elektronien spinien ja rataliik-
keen magneettimomenteista, jotka yleensé pyrkivit kumoamaan toisensa pa-
reittain. Jos atomilla tai molekyylilld on parillinen mééré elektroneja, sen
magneettimomentti yleenséd puuttuu. Muuten atomien magneettimomentit
ovat samaa suuruusluokkaa kuin elektroneilla.

Ulkoinen magneettikenttd suuntaa atomien ja metallien vapaiden elekt-
ronien magneettimomentteja siten, ettd niiden kenttd vahvistaa ulkoista
kenttéd aineessa. Tamé selittdd paramagnetismin. Ladmpotilan noustessa
lampoliike héiritsee atomien jérjestdytymisté, jolloin suskeptiivisuus piene-
nee. Vastaavasti ldmpotilan nousu heikentédé pysyvien sdhkddipolien suun-
tautumisesta aiheutuvan polarisoitumista.

Ulkoinen magneettikentté vaikuttaa myos elektronien rataliikkeeseen.
Té&ll6in atomiin indusoituu magneettimomentti, joka suuntautuu ulkoista
kenttédd vastaan, miké selittdd diamagnetismin. I[lmi6 tapahtuu kaikissa ai-
neissa, mutta peittyy molekyylien magneettimomenttien alle, jos molekyy-
leilld on magneettimomenttia (vrt. pysyva ja indusoituva polarisaatio sahko-
kentén vaikutuksesta). Diamagneettinen suskeptiivisuus ei riipu merkitté-
vésti ldmpotilasta, koska atomien lampdliike ei pysty héiritseméin nopeasti
ulkoiseen kenttéddn sopeutuvia elektroneja.

6.9 Ferromagnetismi

Joissain kiinteissé aineissa atomien vélinen vuorovaikutus pyrkii suuntaa-
maan magneettimomentit samansuuntaisiksi, jolloin muodostuu atomin ko-
koon néhden suuria magneettisia alkeisalueita. Ulkoinen kentt& puolestaan
kasvattaa alkeisalueita ja pyrkii kddntdméadn kaikkien alueiden magneetti-
momentit samansuuntaiseksi. Tdmé on ferromagnetismin perusmekanismi.
Ferromagneettisia aineita ovat esimerkiksi rauta, koboltti ja nikkeli seké&
ndiden monet yhdisteet. Riittdvin korkeassa lampétilassa (Curie-pisteessi)
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magneettivuon tiheys B

magnetoiva kenttd H

Kuva 6.3: Magneettivuon tiheys ferromagneettisessa aineessa ei ole magne-
toivan kentén yksikésitteinen funktio. Kuvaan on piirretty myos magnetoi-
tumiskayra (a).

ferromagneettinen aine muuttuu paramagneettiseksi. Raudan Curie-piste on
770°C ja nikkelin 358°C'.

Myos ferromagneettisille aineille on tapana kirjoittaa rakenneyhtalé per-
meabiliteetin avulla, mutta nyt u = p(H) ei valttdmétta ole yksikésitteinen
funktio. Hystereesi-ilmitssd magnetoivan kentdn H ja aineen magneettivuon
tiheyden B vilinen yhteys on erilainen riippuen siit, ollaanko magnetoivaa
kenttdi kasvattamassa vaiko pienentémissé (kuva 6.3). Suskeptiivisuus x,
on siis kentdn H funktio ja yleisesti ottaen iso.

Kun kentdn H voimakkuutta kasvatetaan, aineen magnetoituminen voi-
mistuu. Tatd voi jatkua kuitenkin vain tiettyyn kyllastysarvoon M asti.
Téamén jéalkeenkin B-kenttd jatkaa kasvamistaan lineaarisesti termin poH
my6téd. Olkoon ferromagneetti nyt magnetoitu télla tavoin ja annetaan H:n
alkaa pienetd. Nyt B-kenttéd ei pienene saman kayrdn mukaisesti vaan ta-
pahtuu hystereesi-ilmio.

Ferromagnetismin vastakohta on tilanne, jossa jérjestyneen vastakkais-
suuntaisista spineistd muodostuvan rakenteen magneettinen momentti on
nolla. Téllaista ainetta kutsutaan antiferromagneetiksi. Vield yleisempi
jarjestynyt rakenne on sellainen, jossa on vastakkaisia spinejd, mutta kui-
tenkin nollasta poikkeava kokonaismagneettimomentti. Téllaisia aineita kut-
sutaan ferriiteiksi. Niitd ovat esimerkiksi tietyt rautaoksidit (MOFe,Os,
missd M on jokin kaksivalenssinen metalli-ioni). Tunnetuin ferriitti lienee
magnetiitti (Fe3O4). Ferriittien teknologinen merkitys on niiden korkeissa
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magnetoituman kylldstymisarvoissa ja huonossa sdhkénjohtavuudessa. Fer-
riittien tyypilliset resistiivisyydet ovat luokkaa 1-104 Qm, kun raudan resis-
tiivisyys on vain 1077 Qm. Ferriitteji kiytetiidin etenkin korkeataajuuslait-
teissa, joissa pyorrevirtoihin liittyva energianhivic on ongelma.



Luku 7

Sihkomagneettinen induktio

Toistaiseksi on tarkasteltu vain ajasta riippumattomia kenttid. Ne voi mai-
niosti kuvitella kenttaviivojen avulla, joten emme ole torménneet mihink&én,
mik& puolustaisi Feynmanilta lainattua toteamusta kurssin alussa. T#ssé lu-
vussa aletaan tarkastella ajasta riippuvia kenttié ja siirtyd alueelle, jossa
mielikuvitus joutuu paljon kovemmalle koetukselle.

7.1 Faradayn laki

Sahkostaattiselle kentélle pitee §-E - dl = 0. Mikili kenttd ei ole staat-
tinen ja siten integraali ei ole nolla, silmukkaan C' sanotaan indusoituvan
sihkémotorisen voiman (smv)

€= %E’-dl (7.1)

Tésséd E/'(r) on kenttéd silmukka-alkion dl(r) kohdalla. Havaintojen mukaan
smv vastaa silmukan ldpéaisevdn magneettivuon muutosta:

do d
5_—%_—5/33-11% (7.2)
Téamé on Faradayn induktiolaki. Se ei riipu mitenk&én siité, kuinka mag-
neettivuon tiheys itsessédn muuttuu. Lain olemassaolo ei mydskédén riipu
fysikaalisen silmukan olemassaolosta, vaan pétee annettua reittia C pitkin
lasketulle integraalille. Faradayn laki on kokeellinen luonnonlaki, joka ei seu-
raa mistddn muista luonnonlaeista.

Séhkomotorisen voiman yksikké on sama kuin potentiaalieron eli voltti.
Séhkomotorinen voima ei kuitenkaan ole mink&édn kahden pisteen vélinen
jannite, koska se lasketaan aina suljetun silmukan yli!

89
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HT: Osoita, ettd pinnan ldpéisevd magneettivuo riippuu vain pinnan reu-
nakédyristd. Ohje: magneettikenttd on aina divergenssiton.

Jos tarkastellaan liikkuvia silmukoita ja mahdollisesti liikkeen mukana
muuttuvia silmukoita, on oltava huolellinen. Faradayn lain integraalimuo-
dossa olevan kokonaisaikaderivaatan on otettava huomioon ndmé muutok-
set. On tirke#d huomata, ettd E'(r) on sidhkokenttd alkion dl(r) kohdalla
koordinaatistossa, jossa dl on levossa. Jos nimittéin silmukka olisi todellinen
virtapiiri, niin nimenomaan kenttd E’ aiheuttaisi virran siini.

Oletetaan seuraavassa aluksi, ettd Faradayn laissa olisi kokeellisesti m#é-
ritettdva verrannollisuuskerroin k siten, etté

jéE’-dlz—ki/B-nds (7.3)
c dt Js

Vedotaan lisdksi klassiseen Galilei-invarianssiin eli siihen, etté toistensa suh-
teen vakionopeudella v liikkuvissa koordinaatistoissa K ja K’ fysiikan lait
ovat samat muunnoksessa r’' =r + vt,t’ = t.

Vuo silmukan l&pi voi johtua eksplisiittisesté aikariippuvuudesta (9/0t)
tai muutoksesta litkkkeen vuoksi (v-V). Kdyttamélld konvektiivista derivaat-
taa d/dt = 0/0t + v - V voidaan osoittaa (HT), etta

d 0B
~ | B- = [ =. B -dl A4
dt/s n dsS /s(?t ndS—&—j{J Xv-d (7.4)

Télloin Faradayn laki saa muodon

jéC(E’—k(va))-dl:—k/S%—]?-ndS (7.5)

Téamé voidaan tulkita toisinkin. Tilannetta sivusta tarkastelevan levossa ole-
van havaitsijan voi ajatella katsovan paikallaan olevaa silmukkaa C'. Fara-
dayn laki sovellettuna téallaiseen kiinteddn silmukkaan on

jéE-dlz—k/a—B-nds (7.6)
c s Ot

missd E on kyseisen havaitsijan nikemé kenttéd. Galilei-invarianssin perus-
teella on oltava E' = E + k(v x B).

Tarkastellaan sitten todellisessa johtimessa liikkuvaa virtaa kuljettavaa
elektronia. Silmukan C mukana liikkuvan koordinaatiston suhteen johdin-
elektronit ovat kidytinnossd levossa (HT: tarkastele tavanomaista metalli-
johdinta ja siind kulkevaa tavanomaista virtaa). Elektroneihin vaikuttavassa
Lorentzin voimassa on siis vain sihkodinen osuus ¢E’. Ulkopuolisen havaitsi-
jan mielestd Lorentzin voima on ¢(E + v x B), joten on oltava k = 1.

Nyt Faradayn laki saadaan helposti differentiaalimuotoon. Oletetaan,
ettéd silmukka C' on levossa valitussa koordinaatistossa. Talloin myos kentét
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B ja E on mééritelty samassa koordinaatistossa. Stokesin kaavan avulla
saadaan

0B
/VxE-ndS:— 9B nds (7.7)
S s Ot
Koska silmukka on muuten mielivaltainen, niin on oltava
0B
VXE=—-— 7.8
8 ot (7.8)

joka on Maxwellin kolmas yht&lo.

Huom. Tarkasteltaessa liikkuvaa silmukkaa oletettiin implisiittisesti, etté
B’ = B. Tdmi on totta kertalukuun (v/c)? asti. Kenttien relativistisiin
muunnoskaavoihin perehdytéin kurssin lopussa. Faradayn laki ei kuiten-
kaan ole approksimaatio, vaan fysiikka on samaa kaikissa inertiaalikoordi-
naatistoissa, joita yhdistéds Lorentzin muunnos.

Faradayn laissa oleva miinusmerkki ilmaisee Lenzin lain: ”induktiovir-
ta vastustaa muutosta, joka sen aiheuttaa”. Induktiovirta kuluttaa energi-
aa. Tdmé4 energia on saatava systeemiltd, joka aiheuttaa induktion. Taméa
merkitsee, ettd induktion aiheuttajan on tehtédvi tyotd induktiovirran vas-
tavaikutuksen voittamiseksi. Lenzin laki on usein kéteva tapa méarittaa in-
dusoituvan virran suunta, joka saattaa olla vaikea johtaa aikaderivaatan ja
roottorin siséltévistd abstraktin nékoisestd Faradayn laista.

Faradayn lain avulla voidaan ymmaértaa esimerkiksi betatronin toiminta.
Vain siéhkokentta voi tehdé tyotd varaukselliseen hiukkaseen. Betatronissa
muuttuva magneettikentté indusoi hiukkasia kiihdyttavan sdhkokentén.

Esimerkki. Liikkuva johdin magneettikentéssia

Tarkastellaan yksinkertaisena, mutta toivottavasti ajatuksia heréttéavana esi-
merkkind magneettikentéssd likkuvaa johdetankoa. Oletetaan, etté johde-
tanko ab (pituus [) likkkuu vakionopeudella v pitkin johdinkiskoja ja saa-
puu alueeseen x > xg, jossa on vakiomagneettikenttd B kohtisuorassa sil-
mukan tasoa vastaan (kuva 7.1). Asetetaan vélille cd suuriresistanssinen
jannitemittari (silmukassa abeda ei siis kulje virtaa).

Kentéssd olevan johdetangon vapaisiin varauksiin vaikuttaa Lorentzin
voima

F=¢(E+v xB) (7.9)

Voiman magneettinen osa ajaa positiivisia ja negatiivisia varauksia tangon
eri padihin. Téméa aiheuttaa sdhkokentén, joka pyrkii vastustamaan varaus-
separaatiota ja syntyy tasapainotilanne, jossa sdhkokenttd suuntautuu pis-
teestéd a kohti pistettéd b ja kentdn suuruus on F = vB. Tangon péiden a ja
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C

© 5}‘

d

Kuva 7.1: Magneettikenttédn saapuva kiskoilla liikkuva johdintanko. Huo-
maa positiivisten suuntien valinnat.

b vililla on jannite
b
Vo =¢a— v = [ E-dl= El= Blo (7.10)
a

Té&téa sanotaan liikkeen indusoimaksi potentiaalieroksi.

Tassd el tarvittu induktiolakia ollenkaan, vaan mikrofysikaalinen tar-
kastelu riitti. Toisaalta voidaan laskea magneettivuo silmukan abeda 1&pi,
kun johdetanko kulkee magneettikentéssid. Valitsemalla integroimispinnan
eli silmukan tason normaalivektori magneettikentéin suuntaiseksi saadaan
vuon muutosnopeudeksi

dd dA dz

—r =B =Bl— = Blv (7.11)

joten Faradayn lain mukaan piiriin indusoituu smv

dd
—— =—-Blv 7.12
o (7.12)
Merkki kertoo, ettéd sihkomotorinen voima vaikuttaa kuvaan merkittya posi-
tiivista kiertosuuntaa vastaan. Jos virtapiiri oikosuljettaisiin jénnitemittarin
kohdalta, niin induktiovirta kulkisi mydtéapaivaan. Induktiovirta pyrkii siis
pienentdméin magneettivuon muutosta silmukan 1&pi.

Ajatellaan sitten, ettd nelidsilmukka (sivu ) saapuu magneettikentt#iin
nopeudella v. Oikosuljetaan piiri, jolloin virta voi kulkea siind. Silmukan
tullessa magneettikenttdin vuon muutos on vakio (—Blv), ja piiriin syn-
tyvén myotapaivadn kulkevan induktiovirran suuruus on Blv/R (R on pii-
rin resistanssi). Kun silmukka on kokonaan magneettikentén sisélld, vuo ei
endd muutu ja virta lakkaa kulkemasta (itseinduktion takia virran kulku ei
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kdytannossd lopu aivan heti). Kannattaa huomata, ettd induktioilmi6 voi-
taisiin téssakin tapauksessa selittdd Lorentzin voiman avulla.

Silmukan tullessa kenttdén sivuun ab kohdistuu nopeudelle vastakkais-
suuntainen voima F suuruudeltaan BlI, joten silmukan kiskomiseen tarvit-
tava teho on F'v = Bllv. Taméa on tdsmaélleen yhté suuri kuin virtasilmukan
ohmiset tehoh&viot.

Oletetaan nyt, ettd neliosilmukka on kokonaan alueessa x > x¢ eiké lii-
ku. Muutetaan magneettikenttéd silmukan kohdalla ajan funktiona: B(t) =
Buot/l. Tallsin magneettivuo silmukan ldpi on ®(t) = Bwlt, jolloin vuon
muutos on sama kuin edelld liikkuvan tangon tapauksessa. Ratkaisevana
erona on se, ettei induktioilmictd voida selittdd Lorentzin voiman avulla.

Magneettikenttaén saapuvan silmukan tilannetta voitaisiin tarkastella
my6s silmukan mukana liikkuvan tarkkailijan kannalta. Hénen mielestdéin
magneettisia voimia ei ole, joten taas tarvitaan induktiolakia selittamain
sdhkoémotorisen voiman syntyminen.

Se, etté liikkeen indusoima jénnite on yhtd suuri kuin muuttuvan mag-
neettikentdn aiheuttama sihkoémotorinen voima, ei ole itsestéén selvaa. Ta-
man ekvivalenssin selvittdminen oli keskeisessi osassa, kun Einstein kehit-
ti suppeamman suhteellisuusteorian vuonna 1905. Liikkuvissa koordinaa-
tistoissa oikean integroimistien valinta vuon muutoksen laskemiseksi ei ole
aina helppoa. Koska Maxwellin yhtédlot kuitenkin osoittautuvat Lorentz-
invarianteiksi, Faradayn laki differentiaalimuodossa ja Lorentzin voiman lau-
seke pitevit kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa.

7.2 Itseinduktio

Tarkastellaan eristettyé virtasilmukkaa, jossa magneettivuo on silmukan it-
sensé aiheuttama. Biot’n ja Savartin lain mukaan magneettikentti riippuu
lineaarisesti silmukassa kulkevasta sdhkovirrasta I. Kiinteédssd muuttumat-
tomassa silmukassa vuon muutos johtuu vain virran muutoksesta, joten

d®  dodI
== 1
dt  dI dt (7.13)
Virran ja vuon muutoksen vilistd verrannollisuuskerrointa
dd
L=— 7.14
T (7.14)

kutsutaan silmukan itseinduktanssiksi. Jos vuo on suoraan verrannollinen
virtaan, niin L = ®/I. Virran muutos indusoi séhkémotorisen voiman
dl
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Koska sédhkomotorisen voiman SI-yksikk6 on voltti, niin induktanssin SI-
yksikko on Vs/A = H eli henry. Itseinduktio ilmenee esimerkiksi siten, ett#
virtapiireissé virta ei koskaan kytkeydy tai katkea tédysin hetkellisesti. It-
seinduktio korostuu, jos piirissé on kdédmi, koska silloin piirin induktanssi on
kéaytdnnossd sama kuin kddmin induktanssi.

Esimerkki. Toroidaalisen kelan itseinduktanssi

Kierretééin johdinlankaa N kierrosta toruksen ympéri (poikkileikkauksen
ala A). Itseinduktanssiin vaikuttaa seké kela itse ettd silmukkaan virtaa
syottava johteen ulkoinen osa. Oletetaan, ettd ulkoinen osa on koaksiaali-
kaapeli, joka ei aiheuta merkittivid ulkoista kenttdd. Amperen kiertosdanto
antaa magneettikentéiksi toruksen sisalld

B = poNI/l (7.16)

missé [ on toruksen keskimé#érdinen pituus (luku 5.3). Magneettivuo jokaisen
yksittédisen kierroksen lapi on

ja kaikkien kierrosten yhteenlaskettu vuo on ® = N®;, josta saadaan in-
duktanssi

dd
L =" =puyN?A/l 7.18
o7 = Ho / (7.18)

7.3 Keskiniisinduktio

Tarkastellaan sitten n kappaletta erillisid silmukoita. Kirjoitetaan kaikkien
silmukoiden aiheuttama yhteenlaskettu vuo silmukan ¢ lapi muodossa

;=) dy (7.19)

Jj=1
Tahan silmukkaan indusoituu smv

L dD;
g=-y 1 (7.20)

J=1

Jos kaikki silmukat ovat kiinteité, kunkin silmukan j osuus ®;; riippuu vain
siind kulkevan virran I; muutoksesta, joten
d(I)ZJ d(I)ZJ dlj

- 21
dt — dI; dt (7.21)
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Kertoimia 1P

kutsutaan silmukoiden ¢ ja j vilisiksi keskin&isinduktansseiksi; L; = M;; on
silmukan 7 itseinduktanssi. Jos véliaine on magneettisesti lineaarinen, M;;:t
ovat vakioita. Keskinaisinduktanssi voi olla positiivinen tai negatiivinen riip-
puen virtojen kulkusuunnista silmukoissa.

Tarkastellaan kahta kiinte#é silmukkaa lineaarisessa véliaineessa (yksin-
kertaisuuden vuoksi pu = pg). Télloin

)
My = -2 (7.23)
n
Lasketaan magneettikenttd Biot’'n ja Savartin lailla ja integroidaan siiti
magneettivuo:

dh X (I'2 — rl)]
By =10 —— | -nd .24
7 A 1/ [jécl lro — 113 ndS; (7.24)
Kéayttamalla kaavaa
dl — dl
7{ M =V, X 7{ _ (7.25)
o |r2 =1 ¢y |ra — 1y

saadaan

dl
M21 = & VQX[% ;}ndSQ
C

47 1 ‘r2_r1‘

Cy JCy ‘I‘Q - rl’ .

jota kutsutaan Neumannin kaavaksi. Se ei ole kovin kdytdnnollinen, mut-
ta se osoittaa, ettd keskindisinduktanssi on puhtaasti silmukoiden geomet-
riasta johtuva suure ja siten silmukoiden itsensd ominaisuus. Silmukois-
sa kulkeva sdhkovirta ei vaikuta lineaarisessa tapauksessa induktanssiin.
Lis&ksi keskin&isinduktanssi on symmetrinen silmukoiden vaihtamisen suh-
teen (Mo = Mo1), miké vaikuttaa ensi ndkeméltd hieman yllattavalta.

Keskindisinduktanssin laskeminen on hankalaa, mutta mittaaminen var-
sin yksinkertaista: syOtetdéan piiriin 1 tunnettu virta ja mitataan sen indusoi-
ma smv piirisséd 2. Helpointa tdmé& on toteuttaa sinimuotoisen vaihtovirran
avulla.

7.4 Péahkind purtavaksi: Feynmanin kiekko

Palataan lopuksi perusongelmien pariin (Feynman, osa 2, luku 17-4). Tarkas-
tellaan levyé, joka padsee pyoriméén akselinsa ympéri (kuva 7.2). Keskelld
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(i

Kuva 7.2: Levy, jonka keskelld kulkevassa k&admissé kulkee tasavirta I. Reu-
nalla on tasaisin vélein varattuja palloja.

on kadmi, jossa pieni paristo pitdd ylla tasavirtaa. Levyn reunalla on ta-
sainen varausjakauma, esimerkiksi samanlaisia varattuja palloja. Oletetaan,
ettd levy ei téssd tilanteessa pyori. Oletetaan sitten, ettd virta kddmissé
katkeaa #killisesti ilman ulkopuolista vaikutusta. Alkaako levy pyoria?

Magneettikentén heikkeneminen indusoi véhéksi aikaa séhkokentéan. Geo-
metrian perusteella kenttédviivat ovat ympyroité, joiden keskipiste on levyn
akselilla. Varauspalloihin kohdistuva voima aiheuttaa silloin védntomomen-
tin, jonka takia levy alkaa pyorii.

Toisaalta laitteiston litkemé&drdamomentti ennen virran katkaisua on nol-
la. Siihen ei kohdistu ulkoisia voimia, joten liikem#siramomentin' siilymislain
perusteella levy ei ala pyorié.

Jos ensimmaéinen vastaus on oikea, miten kéy liikem#érdmomentin saily-
mislain? Jos taas jélkimméinen selitys pétee, niin sovellettiinko induktiolakia
vadrin? Asiaan palataan luvussa 9.

'Liikem#sramomenttia sanotaan usein myos impulssimomentiksi. Litkemééramoment-
tia ja liikeméa#rad ei puolestaan pidd sekoittaa toisiinsa!



Luku 8

Magneettinen energia

Luvussa 4 néhtiin, ettd staattiseen sihkokenttdan liittyy tietty energia. N&in
on myos magneettikentéin laita, silld Faradayn lain mukaan magneettikentén
muuttaminen aiheuttaa muutosta vastustavan voiman ja siten magneetti-
kentén luominen edellyttédé tyota.

8.1 Kytkettyjen virtapiirien energia

Tarkastellaan yksinkertaista virtasilmukkaa, jossa kulkee virta I ja jonka
vastus on R. Liitetdén virtapiiriin janniteldhde V. Téll6in

V+E=IR (8.1)

missé € on virtasilmukkaan indusoituva smv. Jannite tekee tyota siirtamallé
varauksia silmukassa. Differentiaalisen varauksen dq = I dt osalta ty6 on

Vdg=VIdt=—EIdt + I*Rdt = Id® + I*Rdt (8.2)
Termi [?Rdt antaa resistiivisen tehon hivikin (Joulen limmitys). Termi

I d® on indusoitunutta sdhkomotorista voimaa vastaan tehty tyo, joka tar-
vitaan magneettikentéin muuttamiseen:

AW, = Id® (8.3)

missé alaindeksi b viittaa ulkoisen janniteldhteen tekemé&én tyohon.

Tarkastellaan sitten systeemié, joka koostuu n kappaleesta virtapiirejé:
n

AW, =Y I; d®; (8.4)
i=1

97
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Jos kaikki vuonmuutokset ovat peréisin systeemin silmukoista, niin

o,
00, =Y d 7

j=1

dI = ZMU dl; (8.5)

Oletetaan lisdksi, ettéd silmukat ovat jaykkié ja paikallaan, jolloin energian-
muutoksiin ei liity mekaanista tyotd. Télloin dWj, on yhtadsuuri kuin mag-
neettisen energian muutos dU. (Virrat oletetaan my6s riittdvén hitaasti
muuttuviksi, jolloin ei tarvitse ottaa huomioon séteilyhévisita.)

Rajoitutaan yksinkertaiseen viliaineeseen, jossa magneettivuon ja vir-
ran vélinen suhde on lineaarinen. Lasketaan systeemin energia lahtien tilas-
ta, jossa virtoja ei ole. Lineaarisuudesta johtuen lopullinen energia ei riipu
tavasta, jolla tila on saavutettu. N&in ollen virtoja voidaan kasvattaa nol-
lasta lopputilaan samassa tahdissa eli joka hetki I] = «l;, missid « kasvaa
0 — 1. Talloin d®; = ®; da ja systeemin magneettinen energia on

1" n 1 1 n
U:/de:/ ZI{@ida:ZI@i/ ada=->"I;®;  (8.6)
0 =1 i=1 0 23
Tamé voidaan myo6s ilmaista summana silmukoiden yli:
n n
Z Z ML 1; (8.7)
=17=1

josta saadaan suoraan yhdelle silmukalle (M7 = L1 = L = silmukan itsein-
duktanssi)

er—l

192
2L
Tamsin voi rinnastaa kondensaattorin energiaan Q?/(2C), joka ilmaisee kon-
densaattorin sidhkokenttdin varastoituneen energian. Kahdelle silmukalle
saadaan

1 1
U= I®= 5L[2 (8.8)

1 1
U= 5LJ% + §L21’22 + ML, (8.9)

missé otettiin huomioon symmetria Mo = My, = M. Harjoitustehtaviksi
jaé osoittaa, ettd LiLo > M?2.

Virtasilmukkajérjestelmén energia voidaan méaérittdd myos kokoamalla
systeemi silmukoista, joihin yksi kerrallaan luodaan virrat I;. Silmukkaan
indusoituva smv tekee ty6té teholla —LZ-IZ-%, joten kasvatettaessa virta nol-
lasta lopulliseen arvoonsa tarvitaan ulkoista ty6td magra %L,Ii?. Tarkastel-
laan silmukkaparia, joista ensimmaéiseen synnytetdin virta I; ja ulkoinen
tyo on %Lllf. Pidetdén sitten I; vakiona ja kasvatetaan toisen silmukan
virta nollasta arvoon Is. Télloin tehddan tyotéd seké silmukkaan 2 indusoi-
tuvaa smv:td vastaan (%Lg[%) ettd silmukkaan 1 indusoituvaa smv:td vas-
taan (fot MIdly/dt = M1I115). Systeemin kokonaisenergia on siis %Lﬂ% +
%LQI% + M1 15. Sama idea yleistyy suuremmalle silmukkajoukolle.
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8.2 Magneettikentin energiatiheys

Oletetaan viliaine edelleen lineaariseksi ja virtapiirit yksinkertaisiksi silmu-
koiksi. Talloin magneettivuoksi saadaan Stokesin lauseen avulla

@i:/B-ndsz/vXA-ndS:fA-dli (8.10)
Si Si C;
joten magneettinen energia on
1
= - LA - dl; A1
= 1

Siirrytdéan sitten tilanteeseen, missd sdhkovirta on tilavuusvirtaa J ja Cj
on suljettu lenkki johtavassa viliaineessa. Tilannetta voi ajatella suurena
joukkona lahelld toisiaan olevia silmukoita, jolloin I;dl; — JdV ja

S

1
U:—/J-AdV (8.12)
2 Jv

eli

Séhkostatiikassa energia lausuttiin vastaavasti varaustiheyden ja potentiaa-
lin tulon integraalina (luku 4.2).

Koskn VxH =JjaV:-(AxH)=H-VxA-A-V X H, niin

divergenssiteoreemaa kayttamalld saadaan
1 1
U:—/H-VxAdV——/AxH-ndS (8.13)
2 v 2Js

Jarkevé oletus on, ettd virtasilmukat eivit ulotu dédrettomyyteen, joten pinta
S voidaan siirtééd kauas niiden ulkopuolelle. Staattinen kenttéd H heikkenee
vithintésn kuten 1/72 ja vektoripotentiaali A vihintiin kuten 1/r, mutta
pinta kasvaa vain kuten r2. Pintaintegraali hivisi& kuten 1/r tai nopeammin
r:n kasvaessa rajatta. Tilavuusintegraali voidaan siis ottaa koko avaruuden
yli, jolloin

U:%/B-Hdv (8.14)

Samoin kuin sihkostaattisen energian tapauksessa voidaan mééritelld mag-
neettinen energiatiheys

u:%/B-H (8.15)

Tulos pétee siis lineaariselle magneettiselle valiaineelle. Mikéli véliaine on
lisédksi isotrooppista, saadaan

1 1 B?
u:—,uHQZ——

1
> 3 (8.16)
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Huom. Tissé tarkasteltiin stationaarista tilannetta. Kentédn energia ylei-
sessé ajasta riippuvassa tilanteessa késitellddn luvussa 9. Séateilykenttien ta-
pauksessa pintaintegraalit eivét valttaméatta havia.

Esimerkki. Koaksiaalikaapelin energiatiheys

Tarkastellaan koaksiaalikaapelia, jonka keskelld on a-séteinen johdin, sen ul-
kopuolella sylinterisymmetrisesti eristekerros vélilld a < r < b, jonka ulko-
puolella on jéilleen johtava sylinterisymmetrinen kerros b < r < c. Oletetaan,
ettd kaikkialla p = pug. Kulkekoon siséjohtimessa tasaisesti jakautunut virta
I ja ulkojohtimessa virta —I. Suoran johtimen aiheuttama magneettikentta
on Amperen kiertosddnnon perusteella (HT)

_ pol(r)

B= Bg('l“) €y = Y- (S72] (8.17)

Tarkastellaan sisemp#i johdinta (0 < r < a). Tallsin I1(r)/I = (7r?)/(7a?),
joten

polr
By, = 8.18
Oa a2 ( )
ja magneettinen energiatiheys on
B2 MOIQTQ
=— = 8.19
Ha 2u0  8m2at (8.19)
Sisemmén johteen yli integroitu energia [:n pituisella matkalla on
l 27 a
pol?r? pol1?
Uy, = /// E—y rdrdfdz = 167 (8.20)
000
Johtimien vilissad kenttd madrdytyy sisemmén johtimen kokonaisvirrasta:
pol
Bgy = —
o 27r
piol?
= 8.21
e 822 (8:21)
1z b
U, = HOZ 4,2
a7 a

missé siis kokonaisenergia tarkoittaa johtimien vélisessd alueessa olevaa ko-
konaisenergiaa. Uloimmassa johtimessa vastaavat lausekkeet ovat

pol A
Bpe = —t (S -
o 27r(02—b2)<7° T)

poI”? ! 2 2
Ue = 2@ D) (ﬁ -2+ (8.22)

MOU2 [4 c 1.4 2 2 2]
U = —5 55 |chs——(c"=07)(3c" =
A (2 —p2)2 cmy 4(C )(3¢ )
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Koaksiaalikaapelin ulkopuolella kentté on nolla, joten energiakin on sielld
nolla.

8.3 RCL-piiri

Kerrataan RCL-piirien perusasioita induktion ja séhkomagneettisen ener-
gian havainnollistamiseksi. Asia on sindnsi toivottavasti tuttua peruskurs-
silta. Tarkastellaan yksinkertaista virtapiirid, jossa on sarjaan kytkettyni
vastus (resistanssi R), kddmi (induktanssi L) ja kondensaattori (kapasitans-
si C') (kuva 8.1). Liséksi piirissé on janniteldhde V' (t).

Valitaan kondensaattorin varauksen merkki ja virran positiivinen suunta
kuvan mukaisesti, jolloin Kirchhoffin sédénnostd saadaan

dl

V—L% = RI+¢q/C (8.23)

eli piirin smv on yhtédsuuri kuin janniteh&viot. Derivoimalla ajan suhteen ja

kayttamalld yhteyttd dg/dt = I saadaan virralle toisen kertaluvun differen-
tiaaliyhtélo

d*I RdI 1 1dv

-y =" .24
dt2+Ldt+LC L dt (8:24)

Ideaalisessa tapauksessa piirin vastus on hévidvén pieni (LC-piiri). Ole-
tetaan, ettei piirisséd myoskéain ole jannitelahdetti. Kyseessé on siis konden-
saattorin purkaminen kdamin kautta. T&ll6in 8.24 on harmonisen vérahteli-
jan litkeyhtilo, ja viérdhtelyn kulmataajuus on w = 1/ VLC. Jos konden-
saattorin varaus on aluksi (), niin ajan funktiona se muuttuu sinimuotoi-
sesti: q(t) = Qcoswt ja I(t) = —w@ sinwt. Systeemin sdhkomagneettinen
energia on U(t) = LI%/2+¢*/(2C) = Q?/(2C) eli koko ajan sama kuin kon-
densaattorin séhkostaattinen energia aluksi. Kokonaisenergia siis séilyy, se

49
(R I |
L C

|
|

Kuva 8.1: Yksinkertainen RCL-piiri. Kondensaattorin sen levyn varaus on
+q, johon positiivinen virta tuo varausta, jolloin I = dgq/dt.
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virta
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Kuva 8.2: Vaimeneva virihtely RCL-piirissd. Katkoviivoilla on piirretty vai-
mennusfunktion texp(—Rt/2L) kuvaaja.

vain jakautuu sihko- ja magneettikentén energiaksi (séteilyhdvioita ei téssi
oteta huomioon).

Kondensaattorin varaus alkaa aluksi purkautua k#&&dmin kautta. Itsein-
duktion takia tdmaé ei tapahdu silménrépéyksessé. Induktiovirta kulkee myos
sen hetken jélkeen, jolloin kondensaattorin varaus on nolla. Virta kulkee sa-
maan suuntaan kunnes levyjen varaukset ovat alkutilaan ndhden vastakkais-
merkkiset. Sen jéilkeen kondensaattorin varaus alkaa taas purkautua jne.

Todellisessa piirissé on aina jonkin verran resistanssia. Laskenta on suo-
raviivaista differentiaaliyhtéloiden kasittelyd eiké sitd kdyda téssd lapi. Esi-
merkiksi (HT) sopii tilanne, jossa piiriin kytketddn tasajannite V' hetkelld
t = 0, ja kondensaattori on alkuhetkelld varaamaton. Piirin virta on silloin

I(t) = (Vo wL)e B/ gin wt (8.25)

missi w = /1/LC — (R/(2L))2. Kulmataajuus w voi téissi tapauksessa olla
imaginaarinen, mutta joka tapauksessa piirin virta vaimenee eksponentiaa-
lisesti. Kuvassa 8.2 on esitetty tilanne, jossa w on reaalinen. Téssé vaiheessa
kannattaa myos miettid, mité virralle tapahtuu kondensaattorissa.

8.4 Epilineaariset energiahiviot

Poiketaan nyt ferromagnetismiin energiandkokulmasta. Todellinen makros-
kooppinen ferromagneetti kayttiytyy huomattavasti molekyylitasoa rakei-
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sempana. Aine koostuu ferromagneettisista alueista, jotka ovat magnetoitu-
neet eri suuntiin ja joiden vélilla on suuruusluokkaa 100 atomin paksuisia sei-
nid. Kun ndmaé alueet jarjestyvét uudelleen ulkoisen kentén muuttuessa, syn-
tyy energiaa kuluttavaa kitkaa. Tarkasteltaessa aiemmin sahkomagneettista
energiaa viliaineet oletettiin lineaarisiksi. Ferromagneettinen aine on kui-
tenkin epélineaarista ja eteen tulee kysymys, mitéd tapahtuu, kun hysteree-
sisilmukkaa kierretédédn ympéri. Tarkastellaan virtapiirid, jonka muodostaa
ferromagneettisen aineen ympérille kierretty kela (/N kierrosta), johon ul-
koinen energialdhde sy&ttad virtaa.

Jos magneettivuo kelan lapi muuttuu tekijélla d®, niin ulkoinen ener-
gianldhde tekee séhkdmotorista voimaa vastaan tyon

SWy, = NI6® (8.26)

Ajatellaan ferromagneetti patkiksi magneettista silmukkaa eli aluetta, jossa
magneettikenttd poikkeaa nollasta. Télloin kelan kohdalla Ampeéren kier-
tosddnnon mukaan NI = §H - dl. Merkitsemélld magneettisen silmukan
pinta-alaa dl:n kohdalla A:lla saadaan

5Wb:j§5<I>H-dl:j§A5B-Hdl:/5B-HdV (8.27)
14

Mikéli ferromagneetti kayttaytyy palautuvasti, saadaan systeemin magneet-
tinen energia integroimalla magneettivuon tiheys arvosta B = 0 lopulliseen
arvoonsa. Lineaariselle aineelle tulos on tuttu

U:l/ H-BdV (8.28)
2 Jv

Lauseke 8.27 on kuitenkin yleisempi ja soveltuu myos hystereesitilanteeseen.
Magneettikentdn muutosta vastaava ty6 yksikkotilavuudessa on

dw, =H - dB (8.29)

Tarkastellaan nyt hystereesisyklié, joka alkaa H:n arvosta 0, kasvaa ar-
voon H,q., pienenee arvoon —H,,.. ja palaa sen jélkeen takaisin nollaan
(kuva 8.3). Tyo pisteestéd a pisteeseen b

b
(w0p)ap = / HdB (8.30)

on hystereesikédyrdn ab ja B-akselin vélinen pinta-ala ja se on positiivinen,
koska sekd H ettd dB ovat positiivisia. Vastaavasti (wp)p. on B-akselin
ja kdyrdn bc viélinen pinta-ala, mutta se pitdd laskea negatiivisena, koska
dB < 0. Samoin lasketaan tyo negatiivisilla H ja lopputuloksena yhden hys-
tereesisyklin myo6té tehty tyo on silmukan sisdéin B H-tasossa jadvi pinta-ala

- fHdB (8.31)
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magneettivuon tiheys B

[a¥

magnetoiva kenttd H

Kuva 8.3: Yksikkdstilavuutta kohti tehty tyd ferromagneettisessa syklissé.

Téyden kierroksen jilkeen ferromagneetin tila on sama kuin alussa, joten
sen magneettinen energia on yhté suuri kuin aluksi. Ulkoinen energianléhde
on kuitenkin tehnyt ty6té, joka on kulunut magneettisten alueiden uudelleen
jarjestaytymiseen. Kyseessd on palautumaton sidhkomagneettisen energian
h&vio lammaoksi. Tdmén vuoksi esimerkiksi muuntaja lampenee. Yleenséikin
hystereesih&viot on térkedd huomioida rakennettaessa vaihtovirtalaitteita.
Ylléoleva lasku tehtiin yhdelle syklille, joten mit& korkeammalla taajuudella
laite toimii, sitd nopeammin hystereesi kuluttaa energiaa.

Kaytannossa ferromagneettinen sykli on usein mielekkdampéaé kasitelld
magneettikentdn voimakkuuden ja magnetoituman avulla. Témé& onnistuu
seuraavasti (B = po(H + M)):

dw, = H - dB = poH dH + 11H - dM (8.32)

Termi poH dH on tyhjossé tehty tyo, joka on nolla integroituna kokonaisen
syklin yli ja termi poH - dM on materiaalille ominainen ty6. Koko syklin yli
ty6 on siis

wy = ,uojéHdM = —,LLO?{MdH (8.33)

missé on kiytetty hyvéksi lauseketta d(M H) = H dM+ M dH . Kokonaisdif-
ferentiaalin d(M H) integraali on nolla riippumatta aineen ominaisuuksista.

8.5 Magneettikentidn voimavaikutus virtapiireihin

Siirretdén virtapiirijarjestelmén yhté silmukkaa matka dr. Oletetaan, ettd
silmukoissa kulkevat virrat séilyvat ennallaan. Téll6in siirroksessa tehty ty6
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on dW = F - dr, joka koostuu kahdesta osasta:
dW = dWy — dU (8.34)

missd dU on magneettisen energian muutos ja dW; on ulkoisten ldhteiden
tekemé tyo, jotta virrat pysyvét vakioina.

Eliminoidaan dW}, olettamalla silmukat jélleen jaykiksi ja véliaine line-
aariseksi. Magneettisen energian muutos on

1
= — L dP,; .
dU zgzdl (8.35)

Toisaalta
AW, = > I; d®; (8.36)

joten dW, = 2dU ja dU = F - dr eli voima saadaan energian gradienttina
olettaen virrat vakioiksi

F=VU ‘1 (8.37)

Usein tilanne on sellainen, ettéd virtapiirin liike rajoittuu kiertymiseen
jonkin akselin ympéri. Talloin dW = 7 - df, missd T on magneettinen
vadntomomentti ja d@ on kiertymén kulmaelementti. Vaintémomentti ak-

selin ¢ suhteen on siten oU
i = | =— 8.38
T ( 06; > I (8.38)

Tarkasteltu tilanne on siis samantapainen kuin luvussa 4.4, jossa johdesys-
teemi pidettiin vakiopotentiaalissa ulkoisen janniteldhteen avulla.

Joissain tapauksissa virtapiirien lapi kulkeva magneettivuo voidaan olet-
taa vakioksi. Téllaisiin tilanteisiin joudutaan tarkasteltaessa hyvin johtavia
véliaineita kuten suprajohteita tai téysin ionisoitunutta harvaa plasmaa.
Té&ll6in mikéadn ulkoinen ldhde ei tee tyoté eli dWp, =0 ja

F-dr=dW = —dU (8.39)

Nyt voiman ja vadntomomentin komponentit saadaan derivoimalla —U:ta
pitden ® vakiona, miké vastaa sdhkostatiikassa vapaiden johteiden systee-
mid.

Sovellusesimerkki on avaruusaluksen asennonséitoé. Maapallon magneet-
tikentédn vaikutuksen alaisena olevaan satellittiin rakennetaan kelajérjestel-
mé. Kun satelliittia halutaan kédéntéa, ajetaan keloihin sellaiset virrat, etté
satelliitti kddntyy haluttuun kulmaan magneettikenttdin ndhden. Mene-
telmén etuna on se, etté operaatio voidaan tehdd aurinkoenergian avulla;
haittana taas kentédn pienuudesta johtuva viantomomentin heikkous ja siten
operaation hitaus.
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Esimerkki. Kahden virtasilmukan vilinen voima

Palataan magnetostatiikan alkuun, missi kerrottiin Amperen empiirisesti
lausekkeesta voimalle kahden virtasilmukan vélilld (5.27). Lasketaan sama
tulos tdmén luvun keinoin. Nyt on oltava tarkkana, silld energian lauseketta
(311} + 31512 + MI115) on derivoitava silmukoiden vilisen keskindisen
etdisyyden suhteen. Selvintd on maéaéritelld r1 = Ry 4+ x1 ja ro = Ro + X9,
jolloin R = Ro — R; on silmukoiden vélinen keskinédinen etéisyys, josta
systeemin magneettinen energia riippuu (silmukoiden oletetaan siilyttavin
muotonsa ja suuntautumisensa). Koska vain keskinaisinduktanssi riippuu
R:sté, niin silmukoiden vélinen magneettinen voima on

I I dlydl
F(R) = [ LVRM(R) = L2 QVRfC 740 it
1

4 > ’I'Q—rl‘
LI dlidl
Hol1 QVR% ?{ 1alo (8.40)
47 o Jo, IR+ x2 — x|

Nyt derivointi voidaan vied& integrointien ohitse:

polils % R+xy—x3
F—— dlydly— 27X
A Jo, Jo, ! 2|R—i—x2 — %13
polilo 7{ rp —Ir;
e dlidly ———— 8.41
47 Cy JCy 1572 |I'2 — I'1|3 ( )

Ensi silméykselld ndyttad kuin olisi saatu eri tulos kuin aiemmin. Néin ei ole,
mink# osoittaminen jéd harjoitustehtéviksi. Voiman lausekkeesta ndhdédéan

vilittomaésti, ettd voiman ja vastavoiman laki pitee umpinaisille virtasilmu-
koille.

Esimerkki. Tanko solenoidin sisiélla

Luvussa 4 arvioitiin levykondensaattorin sisélld olevaan eristepalkkiin koh-
distuva voima. Tutkitaan nyt solenoidin sisélld olevaa tankoa, jonka poik-
kipinta-ala on A ja permeabiliteetti pu. Olkoon solenoidin pituus ! ja olkoon
sitd kierretty N kierrosta johteella, jossa kulkee vakiovirta I. Vedetédn tan-
koa ulos solenoidista kunnes siitd on endé puolet sisélld ja lasketaan tankoon
vaikuttava voima (kuva 8.4).

Ongelma olisi aika vaikea, jos kysyttéisiin alkuperéisen tai lopullisen ti-
lanteen todellista magneettista energiaa, koska silloin olisi huomioitava reu-
nojen vaikutukset. Koska voima on energian gradientti, sen méarittdmiseksi
riittdéd tarkastella kahden eri tilan eroa. Tarkastellaan oheisen kuvan mu-
kaista lyhytté siirrosta. Kuvien a) ja b) vilinen ero on, etti pituusalkio Ax
on siirretty kentdn ulkopuolisesta osasta solenoidin siséén, kun taas hanka-
lan reunan kohdalla kaikki n#yttdd samalta molemmissa tilanteissa. Koska
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W, Fe—o a)

b)

AX

> A
>
(=)
(e}

Kuva 8.4: Solenoidiin tydnnettyyn tankoon vaikuttava voima.

H-kenttéd on lihes pitkittdinen alueessa Ax ja koska H-kentédn tangentiaa-
likomponentti on jatkuva sauvan sylinterinmuotoisen reunan yli, voidaan
magneettinen energia laskea lausekkeesta

1
U= / WH? dV (8.42)

missd H on vakio sauvan sisé- ja ulkopuolella, koska I on vakio. Siirroksen
jélkeen energia on

1
U(xg+ Ax) = U(a:o)—i-—/ (1 — po)H? dV
2 Jana

1 NZ2J?

= Ulwo) + 5 (1 — po)—5—Aba (8.43)
Voimalle saadaan arvio
ou 1 N2I1’°A 1
F,=—=~—(u— —_ = H?A 44

Voima osoittaa z:n positiiviseen suuntaan eli vetdd sauvaa solenoidiin, jos
Xm > 0.

8.6 Maxwellin jinnitystensori magnetostatiikassa

Tarkastellaan aluetta V', jossa on stationaarinen virrantiheys J = pv. Ole-
tetaan lisiksi, ettd alueessa on vain tavallista ainetta, jolle B = puoH. Tila-
vuusalkioon dV kohdistuva magneettinen voima on Lorentzin lain mukaan
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dF = (pdV)v x B =J x BdV/, joten voimatiheys on f =J x B = p10J x H.
Amperen lain mukaan f = £10(V x H) x H ja komponenteittain (HT)

3
1
fi = po > H;03H; = 5 podiH (8.45)
j=1

Otetaan mallia sdhkostatiikasta ja mééritellaan magnetostaattinen Max-
wellin jannitystensori

1

7" = B,H; — 5058 H (8.46)
jolloin
- (m)
m
fi=>_0,T; (8.47)
j=1
Edelleen sdhkostatiikan analogian perusteella saadaan kokonaisvoima
1
F=/ ((n-H)B-_n(B H)dS)= F° (8.48)
ov

Pintavoima F¥ voidaan osoittaa ekvivalentiksi voiman F kanssa samalla ta-
valla kuin séhkostatiikassa (HT). Seuraavassa luvussa opitaan, etté staat-
tisille kentille mééritelty jannitystensori sopii myo6s ajasta riippuvaan tilan-
teeseen samanmuotoisena.



Luku 9

Maxwellin yhtalot

Nyt meilld on koossa elektrodynamiikan peruspilarit silld tasolla, jolla ne
tunnettiin 1860-luvun alussa. Maxwell huomasi yhtéloissa piilevan teoreet-
tisen ongelman: Mité tapahtuu, jos varaustiheys ja siten sidhkokenttd muut-
tuvat ajallisesti? Ampeéren laki pédtee vain staattiselle systeemille ja otta-
malla siitd divergenssi ndhdéén, ettd V - J = 0. Varaustiheyden muuttuessa
ajallisesti pitéisi kuitenkin jatkuvuusyhtélén V-J+09p/dt = 0 olla voimassa.

9.1 Siirrosvirta

Kuvan 9.1 mukaisessa ajatuskokeessa varataan kondensaattoria sdhkovirralla
I. Amperen lain mukaan

jéH-dlz JondS =1 (9.1)
C S1

missd S1 on pinta, jonka ldpi virta I kulkee. Nyt kuitenkaan mik&én ei
médrid, missé silmukan C rajoittaman yhdesti yhtenéisen pinnan tulisi olla.
Pinnaksi voidaan valita my6s kondensaattorin levyjen vilisen alueen kautta
piirretty pinta S, joka ei leikkaa virtaa missédén ja

7§H-d1: J-ndS =0 (9.2)
C Sa2

Molemmat integraalit ovat matemaattisesti oikein, joten ongelma on puut-
teellisesti ymmaérretyssa fysiikassa. Ratkaisu on siiné, ettd virta I tuo va-
rausta kondensaattorin levylle eikéd varaus poistu systeemistd samaan tah-
tiin. Virralla on siis divergenssia pintojen S7 ja S3 rajaamassa tilavuudessa.

Léahdetdén liikkeelle varauksen jatkuvuusyhtélostéa

op
VIt =0 (9.3)

109
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kondensaattorilevyt

Kuva 9.1: Amperen laki varattaessa kondensaattoria. Pinta S; on konden-
saattorin ulkopuolella, kun taas pinta So kulkee levyjen vilistéd. Pinnoilla on
yhteinen reunakéyra C.

Varaustiheys voidaan ilmaista Gaussin lain avulla:
V-D=p (9.4)

joten jatkuvuusyhtélo voidaan kirjoittaa muotoon

v-(J+%—]t)):o (9.5)

Maxwellin oivallus oli korvata virrantiheys Amperen laissa ylléolevalla sul-
kulausekkeella ja tuloksena oli neljas Maxwellin laeista

oD

jota voi hyvilld syylld kutsua Ampéren ja Maxwellin laiksi. Termié
0D /0t kutsutaan kentdnmuutosvirraksi, kenttévirraksi tai siirrosvirraksi.

Maxwellin idea siirrosvirrasta oli puhtaasti teoreettinen, silld sen vai-
kutus on niin pieni, ettd mikdédn tuolloinen mittaus ei ollut ristiriidassa
Amperen lain kanssa. Siirrosvirta alkaa olla verrattavissa johtavuusvirtaan
vasta, kun we/o > 0.01 eli johteiden tapauksessa taajuuksien on oltava
erittdin korkeita. Eristeissd tilanne on toinen ja jo tavallisessa 50 Hz vaihto-
virtapiirissé olevan kondensaattorin lapi kulkeva virta on siirrosvirtaa. Kon-
densaattorin sisdisté virtaa ei tosin useinkaan tarvitse tarkastella virtapiiria-
nalyysissé, kuten RCL-piirid koskeneessa esimerkissi. Koska siirrosvirta tu-
lee tyypillisesti nékyviin vasta suurilla taajuuksilla, se liittyy sdhkomagneet-
tiseen aaltoliikkeeseen luonnollisella tavalla. Hertz todensi vuonna 1888 siir-
rosvirran olemassaolon tutkiessaan sihkomagneettisia aaltoja. Talloin myds
Maxwellin alunperin teoreettinen oivallus sai kokeellisen perustan.
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Varauksen jatkuvuusyhtild seuraa nyt Amperen ja Maxwellin laista yh-
dessd Gaussin lain kanssa, joten sité ei tarvitse ottaa erillisend mukaan.
Tam4 ei kuitenkaan tarkoita, ettd varauksen séilymislaki seuraisi Maxwel-
lin yht&loistd, vaan sitéd, ettd annetussa tilavuudessa varauksen ajallinen
muutos kompensoituu alueeseen tulevalla tai siitd poistuvalla sdhkovirralla,
koska varaus sailyy.

9.2 Maxwellin yhtilot

Nyt meilla on koossa koko Maxwellin yhtéloiden ryhmé

V-D = p
V-B = 0
0B
oD

VxH = J+ —
o

Tésséd ldhdetermeind ovat ulkoiset (”vapaat”) varaukset p ja ulkoiset (”va-

paat”) virrat J. Sidotut varaukset ja virrat on kitketty kenttiin D ja H.

Mikéli kyseesséd on tyhjod monimutkaisempi véliaine, tarvitaan liséksi ra-

kenneyhtdlot D = D(E,B), H=H(E,B) ja J = J(E, B).

Yhtéaloryhmé 9.7 ei kuitenkaan ole sen yleisempi tai rajoitetumpi kuin
”tyhjomuodossa” kirjoitettu yhtaloryhmé

V-E = p/e
V-B = 0
0B
E = — - .
V x T (9.8)
OE
VxB = M0J+MOGOE

missé p ja J kuvaavat kaikkia varauksia ja virtoja. Esitysmuoto 9.7 on joitain
merkintoja vaille sama, jossa Maxwell itse esitti yhtdlonsd. Muotoa 9.8 voi
kuitenkin pitd&d jossain mielesséd perustavampana, koska se ei ota mitéaéin
kantaa mahdollisen véliaineen séhkoisiin tai magneettisiin ominaisuuksiin.

Vaikka usein puhutaan neljastd Maxwellin yhtélosté, yhtaloryhméssa 9.8
on kuitenkin 8 yht#lod (2 skalaariyhtilod ja 6 vektoriyhtéloiden komponent-
tia). Yhtéloryhm# on lineaarinen, joten ratkaisuille pétee yhteenlaskuperi-
aate. Mikéli ldhdetermit p ja J tunnetaan, on jéljelld 6 tuntematonta ja
yhtéloryhmé riittdd E:n ja B:n ma#rittdmiseen. Jos etsitéén itsekonsistent-
teja ratkaisuja, tuntemattomia on 10 kpl (E, B, J ja p), joten tarvitaan
lisétietoa. Sellaiseksi kelpaa esimerkiksi Ohmin laki (J = oE). Differentiaa-
liyht&loita ratkottaessa myds reunachdot tdytyy méarittda oikein.
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9.3 Sidhkomagneettinen kentti rajapinnalla

Luvuissa 3 ja 6 késiteltiin staattisten sdhko- ja magneettikenttien reunaeh-
toja kahden aineen rajapinnalla. Magneettivuon tiheydelle saatiin yht&losta
V - B = 0 normaalikomponentin jatkuvuusehto, joka pétee edelleen:

By, = Bay, (9.9)

Séhkostaattisen yhtélon V x E = 0 sijasta on kdytettava Faradayn lakia

OB
VxE=-"— 1
% ot (9.10)

Tehd&in samanlainen suorakulmainen silmukka kuin luvussa 3 ja integroi-
daan silmukan sulkeman pinnan yli:

B
/VxE-ndS:— a—-ndS (9.11)
S s Ot
Sovelletaan Stokesin teoreemaa lausekkeen ja lasketaan viivaintegraalit:
, , 0B
lElt - lEQt + hlEln + hQEQn - hlEln - h2E2n = — W . ndS (912)
S

missd [ on silmukan pituus rajapinnan suunnassa, hq ja hg ovat silmukan
etiisyydet rajapinnasta kummankin véliaineen puolella ja Ey, ja El, ottavat
huomioon, ettd normaalikomponentit saattavat poiketa toisistaan eri p#issa.
Kun silmukan korkeus litistetddn mitattomaéksi, havidvat sahkokentan nor-
maalikomponentteja sisdltdvat termit ja samoin yht#dlon oikea puoli, jos
0B/0t pysyy dérellisend. Jéljelle ja4 sama jatkuvuusehto kuin statiikassa:

Ey, = By (9.13)

Séhkovuon tiheyden normaalikomponentin reunaehto on monimutkai-
sempi, koska nyt pintavaraustiheys voi muuttua. Sekaannusten vilttdmiseksi
merkitdén johtavuutta o:lla ja pintavaraustiheyttd og:lla. Yhtélostd V-D =
p saadaan pillerirasialla samannékoinen tulos kuin sdhkostatiikassa:

D2n - Dln =0s (914)

missd D,, = D -n ja pinnan normaalivektori n osoittaa aineesta 1 aineeseen
2. Toisaalta varaustiheyden muutosta kontrolloi jatkuvuusyht&lo

__9
VeI=—o (9.15)

josta seuraa analogisesti

Jog
ot

Jon — Jin = — (9.16)
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Sovelletaan tétd yksinkertaiseen aaltoliikkeeseen eli oletetaan sdhkokentén
olevan muotoa E(t) = Ege™™!. Tillsin voidaan korvata 9/dt — —iw. Olet-
tamalla lineaarinen viliaine ja kéyttdmaélla rakenneyhtélsitda D = €E ja
J = oE voidaan D,:n ja J,:n reunaehdot kirjoittaa yhtéloparina

eobon, —e1F1,, = 05
0'2E2n—0'1E1n == iwas (917)

Jos pintavaraustiheys hiviii, on oltava €1 /01 = €3/09, miké voidaan saada
aikaan valitsemalla sopivat viliaineet. Yleisesti o ei hévié, joten se voidaan
ratkaista yhtéloparista ja sdhkokentdn normaalikomponentille saadaan

(61 + Zﬂ) FEy, = (62 + Zg) FEs, (9.18)
w w

Tarkasteltaessa H-vektorin tangentiaalikomponenttia taytyy kentdnmuu-

tosvirta huomioida:
VXH:J+8—D (9.19)
ot
Tangentiaalikomponentin reunehto 16ytyy jélleen suorakulmaisesta silmu-
kasta. Silmukkaa kutistettaessa oletetaan 0D /0t:n pysyvén dérellisen, jol-

loin jiljelle ja4 magnetostatiikasta tuttu reunaehto
n x (H2 — Hl) =K (920)

missd K on pintavirran tiheys ja pinnan normaalivektori n osoittaa alu-
eesta 1 alueeseen 2. Pintavirran tiheys on nolla, jos véliaineen johtavuus
on #drellinen. Siis ellei viliaineen johtavuus ole #dreton, magneettikentén
tangentiaalikomponentti on jatkuva.

Tarkastellaan lopuksi tilannetta, jossa véliaineen 2 johtavuus on déreton.
Amperen ja Maxwellin laki viliaineelle 2 on
0D

VxHy=J — 9.21
X Ha 2+ ot ( )

Olettamalla harmoninen aikariippuvuus e ~** ja kiyttamailld rakenneyhtloi-

td saadaan

1
E; = ——V x Hy (9.22)

g9 — iw€2
Jos V x Hjy on rajoitettu, niin ehto o9 — oo edellyttié, ettd Eo = 0. Olet-
taen myos Hao:n aikariippuvuus harmoniseksi Faradayn laki ja lineaarinen
rakenneyhtélo B = pH antavat

1

H, = -
iwjt

V x Ey (9.23)

ja siten myos Ho havida. Tama kaikki tarkoittaa sité, ettd sahkomagneetti-
nen aalto ei etene ddrettémén hyvédn johteeseen.
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9.4 Sihkomagneettinen energia ja liikemaira

Periaatteessa koko elektrodynamiikka on nyt hallinnassa. Kurssin alkuosassa
tuli kuitenkin esille ongelmia liikemé&éarin ja liikeméadramomentin séilymisla-
kien kanssa. Samoin jii epéselviksi, mille oliolle esimerkiksi sihkostaattinen
energia oikein kuuluu.

9.4.1 Poyntingin teoreema: energian siilyminen

Séhkomagneettisessa kentéssé lilkkuvaan yksittédiseen varaukselliseen hiuk-
kaseen vaikuttaa Lorentzin voima F = ¢(E+v x B). Mekaniikassa on opittu,
ettd voima tekee tyoté teholla F - v, joten hiukkasen mekaanisen energian
muutosnopeuden méadrad sihkokentté, koska magneettikentta ei tee tyota:

dWmek _
dt
Muita kuin sihkomagneettisia voimia ei téssé yhteydessé oteta huomioon.
Yleistys jatkuvalle virrantiheydelle alueessa V' antaa hiukkassysteemin me-
kaanisen energian muutosnopeudeksi

AWine
b :/ J-EdV (9.25)
dt Vv

qv-E (9.24)

Aletaan muokata pistetuloa J - E kdyttden Maxwellin yhtélsita véliaine-
muodossa. Amperen ja Maxwellin laki antaa

oD
J-E:E'VXH—E-E (9.26)
Oikean puolen ensimmaéinen termi houkuttelee kdyttdméain tulon derivoi-
miskaavaa V- (Ex H) = H-V x E — E -V x H, josta Faradayn lakia

kéyttden tulee

V-(EXH):—H-%—]?—E-VXH (9.27)
Tahén mennessi on siis saatu
J-E:—V~(EXH)—(E-%—]?+H-38—]?) (9.28)
Oletetaan viliaine lineaariseksi ja isotrooppiseksi, jolloin
JE=—vV.ExH-2lp. B+l H) (9.29)
ot 2 2

Statiikassa opitun perusteella on luonnollista tulkita, etté jilkimmaéisen sul-
kulausekkeen sisilld on sihkémagneettisen kentén energiatiheys

1 1
wem = 5D -E+ ;B -H (9.30)
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Kun viela méaéritellidn Poyntingin vektori
S=ExH (9.31)

saadaan Poyntingin teoreema differentiaalimuodossa jatkuvuusyhtéloné

+V-S=-J.E (9.32)

Tulkintaa helpottaa vertailu varauksen jatkuvuusyht&léon 0p/0t+V-J = 0,
joka seuraa varauksen siilymislaista. Poyntingin teoreema on siis hiukkasten
ja kentdn muodostaman systeemin energian sdilymislaki. Sihkomagneettista
kenttéd voidaan siis pitédé itsenéisené fysikaalisena oliona. Taméi tulkinta
vahvistuu muiden séilymislakien yhteydesséd. Termi J - E ilmaisee sen, etta
kentté ja hiukkaset voivat vaihtaa energiaa kesken#én.

Integroimalla jatkuvuusyhtélo alueen V' yli ja kédyttadmélla divergenssi-
teoreemaa saadaan Poyntingin teoreema havainnolliseen integraalimuotoon
d
— (Whnet + Wem) = — S-dA (9.33)
dt oV
Tamin perusteella voidaan kvalitatiivisesti ajatella, ettd Poyntingin vek-
tori "kuljettaa energiaa” (yksikké on J/(m?2s) eli energiavuon yksikkd).
Téllainen tulkinta johtaa kuitenkin erikoiselta vaikuttaviin tilanteisiin yk-
sinkertaisissakin esimerkeissé, kuten tasavirtajohtimessa.

Fi ole itsestéddn selvéd, ettd Poyntingin vektorin ”oikea” lauseke on 9.31.
Poyntingin teoreeman differentiaalimuodon perusteella vektoriin S voitaisiin
lisdtéd roottorikenttd. Monimutkaisempiakin muunnelmia on olemassa, mutta
silloin my0s energiatiheyden lauseketta on muutettava. Oleellista on, etté
energian séilymislain muoto ei muutu. Pohjimmiltaan kyse on siité, ettei
sihkomagneettisen kentén energiaa voida paikallistaa.

9.4.2 Maxwellin jannitystensori

Palataan kuvan 5.3 tilanteeseen: rikkooko elektrodynamiikka liikem&érian
sdilymislakia? Vastaus on kielteinen. Ratkaisu on siiné, ettd sahkomagneet-
tisella kentélla on energian lisdksi liikkem&&raa. Séilyva suure on hiukkasten
ja kenttien yhteenlaskettu liikemééra.

Oletetaan viliaine tyhjon kaltaiseksi. Kaikkien tilavuudessa V' olevien
hiukkasten liikemé#rien summa p,,er noudattaa Newtonin toista lakia

_ dpmek:

F
dt

:/p(E—i—va)dV:/(pE—i—JxB)dv (9.34)
\% 14

joten voimatiheys on
f=pE+JxB (9.35)
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Eliminoidaan p ja J Maxwellin yhtéléiden avulla, jolloin

1 OE
f=¢(V-EE+ <—V><B—eo—) x B (9.36)
o ot
Nyt
E
%—th:%(ExBH—EX(VXE) (9.37)
missé viimeisessa termissd on kéytetty Faradayn lakia. Voimatiheys on siten

_ %{B % (V x B)] — 60%@ x B) (9.38)

Lauseke saadaan symmetrisemmiéksi lisidmélld termi (V - B)B/ug, joka on
aina nolla. Kenttien roottorilausekkeet voi kirjoittaa auki kaavalla (HT)

f=¢[(V-E)JE—-E x (V x E)]

1
E x (VXE)= 5V(E?) —(E-V)E (9.39)
ja samoin B:lle. Niin voimatiheys on saadaan muotoon
1
f = e[V -EE+ (E-V)E]+ M—[(V -B)B + (B-V)B]
0
1 1 0
— = E? —32)— —(ExB 4
2V <60 + 10 ant( X ) (9 O)

Tamé siistiytyy méérittelemalli Maxwellin jinnitystensori 7:

1 1 1

Tensorin 7 divergenssi on vektori, jonka komponentit ovat

(V-T); = e {(V.E)Eﬁ(E.V)Ej—%vjEQ}

1 , B _ to. g
—l—%[(V-B)BJ—i—(B V)B, QVJB] (9.42)

Namé ovat Poyntingin vektorin aikaderivaattaa vaille voimatiheyden kom-

ponentit, joten

oS
f= V-T—GQMQE (943)

Integroidaan tamé tilavuuden V' yli ja kirjoitetaan jéannitystensorista riip-
puva osa pintaintegraaliksi. T&ll6in kokonaisvoima on

d
F = T-nda—eo,uo—/ Sdv (9.44)
ov dt Jv

Staattisessa tilanteessa sdhkomagneettinen kokonaisvoima médrdytyy jan-
nitystensorista pelkistéain tarkasteltavan alueen reunalla. Siis 7 laskettuna
alueen reunalla jotenkin sisdltdd voimien kannalta olennaisen tiedon ken-
tistéd koko alueessa. Voimien laskeminen jannitystensorista ei rajoitu elekt-
rodynamiikkaan. Mekaniikasta tuttu energia-impulssitensori on formaalisti
samanlainen otus, yleinen suhteellisuusteoria formuloidaan Einsteinin ten-
sorin avulla jne.
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9.4.3 Liikemdiirin ja liikkemaidrdmomentin siilyminen

Palataan sitten lilkemé&érin sailymiseen. Newtonin toisen lain mukaan hiuk-
kaseen vaikuttava voima on yhté suuri kuin sen liikemé&arén aikaderivaatta:

dpmek
F = 9.45
i (9.45)
missi alaindeksi mek viittaa mekaaniseen liiketilan muutokseen. Toisaalta
dpmek d /
= 7T -nda — — [ SdV 9.46
dt 1% Taa = cofio dt Jv ( )

Téamén voi tulkita samaan tapaan kuin Poyntingin teoreeman. Oikean puo-
len ensimmaéinen termi kertoo liikemééran virtauksen aikayksikossé pinnan
OV ldpi ja jalkimméinen termi puolestaan kenttiin kertyneen liitkemé&arin
muutoksen. Siis sihk6magneettisen kentén liikem&iria on

Pem = €0fto / Sdv (9.47)
\%

Yhteenlasketun sidhkomagneettisen ja mekaanisen liikem#drdn muutos vas-
taa tarkastelualueeseen kenttien mukanaan tuomaa liikemasraa.

Olkoon Py, mekaaninen litkem#dritiheys. Méaaritellidn vastaavasti sdh-
komagneettisen kentéan liikem&édritiheys

ﬁem = eouos (9.48)

Tallsin litkeméadran sailyminen voidaan ilmaista differentiaalimuodossa
0. .
E(pmek +pem) =V.-T (949)
Todetaan vield lopuksi, ettd sihkomagneettisella kentélla on myos litkem&a-

rimomenttia eli impulssimomenttia. Sen tiheys maéritelldén

~

lem =r X ﬁem = €guor X S (950)

Myo6s kokonaisimpulssimomentti on siilyva suure.

9.5 Aaltoyhtilo ja kenttien ldhteet

9.5.1 Aaltoyhtilo tyhjossa

Siirrosvirtatermin ansiosta Maxwellin yhtéloillda on ratkaisunaan sdhko-
magneettinen aaltoliike. Tarkastellaan tilannetta ensiksi tyhjossé (p = 0,
J = 0). Ottamalla roottori Amperen ja Maxwellin laista saadaan

I(V x E) 0°B

VxVxB= ) 20) ot = —Eo,u()W

(9.51)
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josta kirjoittamalla vasemman puolen roottorit auki ja kayttdmé&llda mag-
neettikentdn ldhteettomyyttd saadaan aaltoyhtélo

0°B
V?B — ooz = 0 (9.52)

Ottamalla puolestaan roottori Faradayn laista ja huomioimalla, ettd sihko-
kentéllakéddn ei ole tyhjossé lahteitd, saadaan sihkokentélle sama yhtilo

’E

2
V'E — GOMOW

=0 (9.53)

Téllainen aalto etenee nopeudella ¢ = 1/, /égpug eli valon nopeudella.

9.5.2 Potentiaaliesitys

Ratkaistaan Maxwellin yht#lot, kun kenttien ldhteet p ja J oletetaan tun-
netuiksi. Rajoitutaan tyhjonkaltaiseen véliaineeseen (e, p), josta siirty-
minen lineaariseen véliaineeseen on suoraviivaista. Tehokkainta on kayttéaa
skalaari- ja vektoripotentiaaleja ¢ ja A. Yhtélostda V - B = 0 seuraa, etta
magneettivuon tiheys voidaan esittdd muodossa B = V x A. Sijoittamalla
tamé Faradayn lakiin saadaan

VxE—i—%VxA:O (9.54)

Fysikaalisen siisteille kentille aika- ja paikkaderivaattojen jérjestyksen voi
vaihtaa, joten

0A
Vx| |E+——)=0 9.55
X ( + ot > ( )
eli voidaan kirjoittaa E + 0A /0t = —V . Séhkokentté on siis muotoa
0A
E=-Vp—- — 9.56
ey (9-56)

eli sahkostaattisen potentiaalin liséiksi Faradayn laki tuo vektoripotentiaalin
aikamuutoksesta johtuvan osuuden sdhkoékenttéan.

Niin kenttien kuusi komponenttia on ilmaistu neljin muuttujan (¢, A)
avulla. Tédhén on tarvittu nelji Maxwellin yhtéloiden kahdeksasta skalaari-
komponentista, joten jéljelld on nelja yhtéaloéd neljan tuntemattoman ratkai-
semiseen. Coulombin ja Amperen ja Maxwellin lait saadaan muotoon

o(V-A)

2 ov-A)_
Voo + 5 p/€o (9.57)

1 9%A 10
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Pahan nékoiselle yhtéaloryhmaélle 16ytyy kétevid ratkaisumenetelmié.

Koska kentdt B ja E muodostuvat potentiaalien derivaatoista, voidaan
potentiaaleihin liséitd sellaisia tekijoitd, jotka katoavat derivoitaessa. On
helppo nahda, ettd seuraava muunnos ei vaikuta kenttiin:

A - A=ALVU (9.59)
o — ¢ =p—0U/ot (9.60)

Niitd mittamuunnoksia késitellddn tarkemmin luvussa 9.6. Yksi tapa
sailyttds alkuperdiset kentit on kiyttdi Lorenzin mittaehtoa'

1 0p
V-A+=5—=—=0 9.61
c2 ot (9.61)
Jaljella olevat yhtalot yksinkertaistuvat epdhomogeenisiksi aaltoyhti-
16iksi

1 9?
(VQ - cﬁ@) ¢ = —ple (9.62)

1 9
<v2 — Cﬁﬁ) A = —pd (9.63)

9.5.3 Viivistyneet potentiaalit

Loydettiin siis nelja karteesisissa koordinaateissa toisistaan riippumaton-
ta samanmuotoista skalaariyht&l6d, joten riittda tarkastella yhtdloda o:lle.
Staattisessa tapauksessa kyseessé olisi Poissonin yhtélo, jonka ratkaisuja
ovat Laplacen yhtélon yleiset ratkaisut sekd jokin Poissonin yhtélon eri-
koisratkaisu.

Ratkaistaan aaltoyhtéld ensin yhdelle varaukselle, joka on sijoitettu ori-
goon. T4ll6in homogeeninen aaltoyhtélo

1 9
<v2 - Cg@) ©=0 (9.64)

pétee kaikkialla muualla kuin origossa. Pallosymmetrian vuoksi ¢ = ¢(r) ja
homogeeninen aaltoyhtlo voidaan kirjoittaa pallokoordinaatistossa

P(re)  19%(re)

_ =0 9.65
or2 2 Ot? ( )

Talld on tutut £r-suuntiin eteneviat ratkaisut
ro = f(r—ct) +g(r+ct) (9.66)

Kyseessé on todellakin Lorenzin mitta eik#i Lorentzin mitta. Lorenz oli tanskalainen
ja Lorentz hollantilainen fyysikko.
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Naistd f(r — ct) etenee poispéin varauksesta ja g(r + ct) kohti varausta.
Koska halutaan ymmértas varauksen vaikutus ympéristoonsé, tarkastellaan
ratkaisua f.

On siis 16ydetty homogeeniselle aaltoyhtélolle pallosymmetrinen ratkaisu

_ flr—ct)

r

(9.67)

ja nyt on méaritettava funktio f. Staattisessa tapauksessa potentiaali on

Y= d
dmegr

(9.68)

ja nyt ilmeisesti ¢ = ¢(t). Kirjoitetaan f ajan funktiona f(t — r/c), missd
vakio —c siséltyy médrattavaian funktioon itseensi. Hetkelld ¢ — r/c pétee

f(t—rje) = W=T19) (0.69)

4dmeq

ja yksittdisen varauksen epdhomogeenisella aaltoyhtélolld on ratkaisu

o(r,t) = =170 (9.70)
4dmegr

Integroimalla kaikkien varausten yli saadaan

oty ! /p(r',t'> N P = lr = ¥1/) g

 dmeg Jv v — /|  4reg Ir —r/|

t'=t—|r—1'l/c (9.72)

on viivastynyt aika. Potentiaalia ¢ kutsutaan viivistyneeksi skalaari-
potentiaaliksi, koska se huomioi ajan, joka kuluu kustakin pisteesté tar-
kastelupisteeseen nopeudella ¢ etenevilté signaalilta (HT: piirrd kuva).

HT: Tarkka lukija lienee ihmetellyt ajasta riippuvaa pistevarausta, koska
varauksenhan pitéisi sdilya. Milld tavalla ristiriidasta selvitdin helpoimmin?

Nyt osataan valittomaésti kirjoittaa viivistynyt vektoripotentiaali

Ho J(r',t) /Mo / J(';t —|r—1'l/c) '
A(r,t) = — dV' = — dV .
(x2) 4 /V |r — 1/ ar Jv |r — 1’| (9.73)

Séhko- ja magneettikentét saadaan derivoimalla. Kéytdnnossé derivaattojen
laskeminen on usein tyolasta. Sitd kannattaa kokeilla sijoittamalla potenti-
aalien integraalilausekkeet takaisin aaltoyht&loon.

Suppeammassa suhteellisuusteoriassa vektori- ja skalaaripotentiaalien aal-
toyhtilot kootaan nelipotentiaalin AY = (¢, A) aaltoyht#loksi

1 02
2 a e
(V ) _t2> A% =—j (9.74)
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missd nelivirran ¢ komponentit ovat (p/eg, pod). Osoittautuu, ettd Max-
wellin yhtélét ovat Lorentz-kovariantteja? eli valmiiksi kelvollisia suhteelli-
suusteorian pétevyysalueelle.

9.5.4 Aaltoyhtilon Greenin funktio®

Ratkaistaan aaltoyhtilo kdyttamélla luvussa 2.10 esitettyd Greenin funktion
ideaa. Sekd A:n ettd :n aaltoyhtdlot ovat muotoa
V) L &%) 41 f(r,t) (9.75)
[ = 47 .
c2 Ot? ’
missé f(r,¢) on tunnettu ldhdetermi. Tehd&én seké v:lle ettéd f:lle Fourier-
muunnos ajan suhteen:

1
2

W) = o [ wrele s [0 = o [ fewe do 976)

2

Sijoittamalla ndm# aaltoyht#loon ja merkitsemélla k = w/c saadaan Fourier-
komponenteille epihomogeeninen Helmholtzin aaltoyhtilo

(V2 + ) yY(r,w) = —4n f(r,w) (9.77)

Tapauksessa k = 0 tdmé palautuu Poissonin yhtéloksi. Sen Greenin funktion
taytyy toteuttaa yhtalo

(V2 + EHGi(r;r) = —4m 6(r — 1) (9.78)

Epéhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on silloin

b(r,w) = / Cu(r,r', ) f(x', ) AV (9.79)

johon voidaan lisdtd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja.

Koska aaltoyhtélo ratkotaan kédytdnnosséd heijastavien reunojen, aalto-
putkien jne. yhteydessd, Greenin funktion muoto riippuu ongelman reu-
nachdoista (vrt. pallo luvussa 2.10). Reunattomassa avaruudessa Gj on
pallosymmetrinen ja riippuu ainoastaan tarkastelupisteen ja ldéhdepisteen
etiisyydestd R = |r — /|, joten pallokoordinaateissa

\veren

on (P52) = 7 T (RGY) (9.80)

" RPOR\"" OR ) ROR?

2Mitta on Lorenzin, mutta kovarianssi Lorentzin.
3Tamé luku kuuluu yleissivistykseen. Perusidea on kuitenkin ymmiérrettivi, koska me-
netelméi tarvitaan mychemmin laskettaessa lilkkuvan varauksen kentét.
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Koska R on ainoa muuttuja, voidaan kéyttad kokonaisderivaattaa:

1 a2
77z (B Gr) + k2Gj = —4nd(r —1') (9.81)
Muualla kuin pisteessd R = 0 tdmé yksinkertaistuu yhtaloksi
2
a2 (RGg) + k2(R Gr) =0 (9.82)
jonka ratkaisut ovat ‘ ‘
RGj = Ae*F 4 B~ thE (9.83)

Rajalla R — 0 pétee kR < 1 ja 9.81 palautuu Poissonin yhtéloksi, jon-
ka ratkaisu kdyttidytyy kuten 1/R. Tdméi antaa sidosehdon A + B = 1 ja
Greenin funktio on muotoa

Gr(R) = AG{(R) + BG;, (R) (9.84)

missé G;t = R /R, GZ kuvaa origosta poispéin etenevai palloaaltoa ja
G}, origoon tulevaa palloaaltoa. A ja B miidrdytyvit reunaechdoista ajan
suhteen. Jos ldhde on hiljaa hetkeen t = 0 asti ja alkaa sitten vaikuttaa,
ulospéin etenevi ratkaisu A GZ on fysikaalisesti mielekés valinta.

Ajasta riippuva Greenin funktio toteuttaa yhtilon
2 1 62 + 1oyl ! !
V= =— | G (r,t;1',t') = —4mwd(r — r')o(t — t') (9.85)

Koska
5t —t') / dw et et (9.86)

voidaan lihdetermi yhtélossé 9.78 kirjoittaa muodossa —4md(r — r')e™? ja

1 e oFikR
Gi (R, ’T) = % R

—00

e duw (9.87)

missd 7 = t — t'. Adrettémin avaruuden Greenin funktio riippuu siis vain
lihteen ja havaitsijan vilisestd etdisyydestd R ja aikaerosta t — t'. Koska
k = w/c, voidaan w-integraali laskea (HT) ja lopputulos on

1
G (ot ) = = 0 = [t =) (0.88)

Nyt Gt on viivistynyt ja G~ edistynyt Greenin funktio.

Epédhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on siis

W (r, 1) = / / GE(r, t: ) f (/1) AV dt’ (9.89)
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johon voi lisétd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja. Viivéstyneelle Gree-
nin funktiolle ratkaisu on tietenkin sama kuin edelld suoremmalla laskul-
la 16ytynyt ratkaisu. Téssd esitetty menetelm&d on kuitenkin yleisempi ja
kayttokelpoisempi tarkasteltaessa monimutkaisempia olosuhteita kuin yk-
sinkertaista ldhdettd reunattomassa avaruudessa.

9.6 Mittainvarianssi

Aaltoyhtéalon ratkaisu helpottui valitsemalla sopiva mitta. Tdmén teki mah-
dolliseksi Maxwellin yhtéléiden térked ominaisuus: mittainvarianssi. Kent-
tien potentiaaleja voidaan muuttaa tietylla yleiselld tavalla ilman, ettd kentét
itse muuttuvat. Elektrodynamiikan mittamuunnokset ovat muotoa

A - A=A+VU (9.90)
o — ¢ =¢@—0U/ot (9.91)

Funktiota ¥ kutsutaan mittafunktioksi ja se voidaan valita usealla eri
tavalla. Yksi néistd on edelld kdytetty Lorenzin mittaechto

1 9y’
V-A'+=5—=0 9.92
+ 2 ot (9:92)
Té&ll6in mittafunktion ¥ on toteutettava aaltoyhtilo
1 0%¥ 1 0y
2

V- —=—5=-V-A-—=— .

v 2 Ot? v 2 ot (9:93)

Jos siis potentiaalit A ja ¢ eivit toteuttaisi Lorenzin mittachtoa, niin uudet
potentiaalit A’ ja ¢’ toteuttavat sen, jos ¥ voidaan ratkaista aaltoyhtilost.
Lorenzin mittaehdon toteuttava funktio ¥ on aina olemassa, mutta se ei
ole yksikésitteinen. Mitan etu on, ettd yhtéldiden Lorentz-kovarianssi nékyy
eksplisiittisesti ja tulokset on suoraviivaista siirtéé koordinaatistosta toiseen.
Kaytéannon laskut voivat kuitenkin olla hyvin monimutkaisia.

Useissa tapauksissa laskennallisesti yksinkertaisempi vaihtoehto on Cou-
lombin mitta, jonka mittaehto on

V-A'=0 (9.94)
Vektoripotentiaali saadaan muunnoksella
VW =-V-A (9.95)

joka ma#rittdd mittafunktion additiivista vakiota vaille yksik#sitteisesti, jos
A — 0ja ¢ — 0, kun r — oco. Coulombin mitassa skalaaripotentiaali rat-
kaistaan yhtélosta 9.57

1

p(r',t) !
t) = dV 9.96
plr,t) Areg /v lr — 1/ (9.96)
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Aika ei ole viividstetty, vaan skalaaripotentiaali maardytyy samanaikaisesta
varausjakautumasta kaikkialla. Coulombin mitta ei ole Lorentz-kovariantti.
Mitta on silti kelvollinen Maxwellin yhté&ldille, joten tésté ei seuraa ristirii-
taa kenttien E ja B osalta. Koordinaatistomuunnosten kanssa on kuitenkin
oltava tarkkana.

Coulombin mitassa vektoripotentiaali toteuttaa aaltoyht&lon

10*°A  1_0
VA - = :_va_f_”o

ol J (9.97)

Oikean puolen ensimméinen termi on pyo6rteetéon. Helmholtzin teoreeman
mukaan vektorikenttd F voidaan jakaa pyorteettoméidn ja ldhteettomaédn
osaan:

F=F,+F,; VxF,=0; V-F, =0

missé [ viittaa pitkittdiseen (longitudinaaliseen, pyorteettoméin) ja ¢ poi-
kittaiseen (transversaaliseen, ldhteettomééin) osuuteen. Kédyttaméalla virran
jatkuvuusyhtilod aaltoyhtilé saadaan muotoon (ks. esim. Jackson)

V2A - 2 A _ J (9.98)

02 8t2 = —HoJdt .

Koska vektoripotentiaali méardytyy vain virran poikittaisesta komponentis-
ta, Coulombin mittaa kutsutaan usein poikittaismitaksi. Se tunnetaan myos
nimelld séteilymitta, koska sihkomagneettiset séteilykentéit saadaan laske-
tuksi viivistyneestd vektoripotentiaalista

bo [ It~ - r)/e)
A(r,t):E/ ! p— v’ (9.99)

miké on olennaisesti helpompaa kuin séteilykenttien laskeminen Lorenzin
mitassa. Coulombin mitta erottelee annetussa koordinaatistossa sdhkokentan
staattiseen (s) ja induktiiviseen (i) osaan:

E,=-Vy; E; = —0A/0t (9.100)

Klassinen elektrodynamiikka on ensimméinen esimerkki mittainvarian-
teista fysiikan perusteorioista. Mittakentén késitteestéd on tullut erittéin kes-
keinen osa fysiikan perusteorioissa kuten kvanttielektrodynamiikassa, sahko-
heikon vuorovaikutuksen teoriassa, kvanttikromodynamiikassa ja néitéd yh-
distévissd yhten&iskenttéiteorioissa. Esimerkkind olkoon vuoden 1999 Nobe-
lin palkinto, jonka saivat Gerardus t’Hooft ja Martinus Veltman to&istdédn
kvanttikromodynamiikan ei-abelisten mittakenttien parissa.



Luku 10

Sihkomagneettiset aallot

Séhkomagneettisten aaltojen spektri on erittdin laaja. Esimerkkejd 16ytyy
hyvin matalista taajuuksista aina gammaséteisiin, joiden taajuudet ovat
suuruusluokkaa 102 — 10?2 Hz. Aaltoliikkeen merkityksen ymmirtinee vil-
kaisemalla ympérilleen (HT). Vaikka nyt ollaankin klassisen fysiikan kurs-
silla, viimeistéd&n téssé vaiheessa on erittdin térkedd kerrata omatoimisesti
aaltohiukkasdualismi.

HT: Onko mielekisté kysyé, onko valo aaltoliikettd vai hiukkasia?

10.1 Tasoaallot eristeessia

Eristeelld tarkoitetaan tésséd yhteydessd niin huonosti johtavaa véliainetta,
ettei siéhkonjohtavuutta o tarvitse huomioida (we >> o). Tutkitaan aalto-
yhtdlon ratkaisua monokromaattiselle aallolle, jolla on nimensi mukaisesti
vain yksi taajuus. Tama4 tarkoittaa olennaisesti samaa kuin tarkastella aallon
Fourier-komponentteja erikseen. T&lloin on hyodyllistd kiayttad kompleksi-
lukuesitysté ja kirjoittaa aikariippuvuus muodossa e ™!, esimerkiksi

E(r,t) = E(r)e ™! (10.1)
Etuna on aikaderivaatan korvautuminen tekijélla —iw. Kirjallisuudessa on
yleisesti kiytossi myos aikariippuvuus e ™!, Esitykseen liittyy sopimus, ett#

fysikaalinen suure on kompleksisuureen reaaliosa (voitaisiin myos kdyttad
imaginaariosaa).

Aaltoyhtilo
1 0°E
V’E - S5z =0 (10.2)
monokromaattiselle aallolle on
2 w?
(V2 + C—Q)E(r) =0 (10.3)

125
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Téamé Helmholtzin yhtélé kuvaa aallon muutosta paikan funktiona. Olete-
taan, ettd kenttd on riippumaton x- ja y-koordinaateista. Télloin

d’E(z)  w?
o 5E() =0 (10.4)

T&mé& on harmonisen vérédhtelijan yhtélo, jolla on ratkaisuna

E(z) = Ege™™** (10.5)
missd Eg on vakio ja k = w/c on aaltoluku. Aaltoyht&lslli on siis ratkaisuna
E(r,t) = Ege ' “Fk2) (10.6)

jonka reaaliosa on
E(r,t) = Eg cos(wt F kz) = Egcosw(t F z/c) (10.7)

Kyseesséd on joko +2z- tai —z-akselin suuntaan nopeudella ¢ = 1/,/eyfig
etenevi siniaalto. Aaltoluku esitetddn yleisemmin vektorina k, jolloin aal-
lon paikkariippuvuus on e™*. Aaltoyhtélon ratkaisu ei vilttamitti toteuta
Maxwellin yhtal6itéd, vaan niistd seuraa lisdehtoja, joihin palataan kohta.

Kulmataajuuden w yksikko on radiaania sekunnissa. Vastaava varih-
telytaajuus on f = w/2m, jonka yksikkd on puolestaan hertsi (Hz). Aal-
toluvun yksikké on m~! ja vastaava aallonpituus on A = 27/k. Aallon
vaihenopeus on v, = w/k, joka tyhjossd on sama kuin valon nopeus.

Mikali véaliaineen p ja € poikkeavat tyhjon suureista, vaihenopeus on

v=1/\/e (10.8)

Téllin taajuuden ja aaltoluvun vilinen relaatio eli dispersioyht&ls on

v &

missd on méadritelty viliaineen taitekerroin

n= - = /o (10.10)

€00
Taitekerroin on térke#d parametri tarkasteltaessa aaltojen heijastumista ja

taittumista véliaineiden rajapinnoilla.

Muotoa e~ “t=kT) gleyia Maxwellin yht#lon ratkaisuja kutsutaan taso-
aalloiksi. Mikéli yhtéloilld voidaan olettaa olevan tasoaaltoratkaisuja, voi-
daan myo0s paikkaderivaatat korvata seuraavasti:

vV — ik
V.- — k-
Vx — kX
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E

S

Kuva 10.1: Sahkomagneettisen tasoaallon sihkokenttd E ja magneettikentti
B ovat toisiaan ja etenemissuunnan ilmaisevaa aaltolukuvektoria k vastaan
kohtisuorassa ja muodostavat oikeakitisen kolmikon (E, B, k).

Tasoaallolle 16ytyy suunta, jota vastaan kohtisuoralla, mutta muuten mie-
livaltaisella tasolla aallon vaihe on annetulla hetkelld sama kaikissa tason
pisteissé. Kyseisilld tasoilla sihko- ja magneettikentét ovat vakioita. Vaihe-
nopeus tarkoittaa puolestaan vakiovaiheen (k - r — wt = vakio) etenemisno-
peutta.

Oletetaan, ettei viliaineessa ole vapaita varauksia eiké virtoja. Tasoaal-
loille saadaan Maxwellin yhté&loistd yhtaloryhmé

k-D =

k-B =

kxE = wB (10.11)
kxH = —-wD

Tasoaallon kenttévektoreita merkitdéin joskus lisddmélla niiden péélle hat-
tu (E), mutta téssé ei ole sekaannuksen vaaraa muistaen, ettd nyt aika- ja
paikkariippuvuudet ovat eksponenttifunktiossa. Jos on tarpeen erotella taso-
aallon vektori vektorista E(r,t), kirjoitetaan edellinen mieluummin E(k,w)
tai Ex . Myos E(k,w) on yleisesti kompleksivektori.

Oletetaan véliaine lineaariseksi ja kirjoitetaan € = e.€p. Kéytdnnossa
kaikilla lineaarisilla véliaineilla p = pg on hyvé approksimaatio. Silloin

kK-E —
kK-B —

kxE — wB (10.12)
kxB = —‘C"—QerE

Vektorit k, E ja B ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja aaltoa kutsutaan
poikittaiseksi (transversaaliseksi) (kuva 10.1).
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Séhko- ja magneettikentédn vilinen suhde seuraa Faradayn lakia vastaa-
vasta yhtélostd: B = (k/w)E. Aaltoluvun itseisarvo saadaan laskemalla

w2

kx (kxE)=wkxB=—¢—E (10.13)
C

Toisaalta k x (k x E) = (k- E)k — k’E = —k?E, joten

w? 9
eli dispersioyhtéld saa muodon
k= =n> (10.15)
c c

Oikea aalto ei vilttamétta ole monokromaattinen. Jos aalto koostuu joukos-
ta diskreettejéd taajuuksia w,,, Maxwellin yhtdldéiden lineaarisuuden vuoksi
kokonaissihkokenttd voidaan esittdd summana (kertaa FYMM I:sté)

E(r,t) = Z E(k,, wn) exp[—i(wmt — Ky, - 1)) (10.16)

Vektoreita E(ky,,wn) kutsutaan aallon Fourier-komponenteiksi. Jos k ja w
késitelladn jatkuvina, funktio E(k,w) on E(r,t):n Fourier-muunnos.

10.2 Aaltojen polarisaatio

Peruskurssilta tuttu lineaarinen polarisaatio on helppo késittasd, mutta ym-
pyrapolarisaatio kannattaa miettid huolellisesti 14pi. Asiaa ei lainkaan hel-
pota, ettd vasen- ja oikeakétisyys mééritelldén eri lahteissé eri tavoin.

Vektorit E(k,w) ja B(k,w) ovat kompleksivektoreita. Kirjoitetaan E oi-
keakiitisessé reaalisessa kannassa, jonka yksikkovektorit ovat (p, s, u):

E(k,w) = E,p + Ess + E,u (10.17)

misséd hattu viittaa kompleksilukuun. Valitaan u tasoaallon etenemissuun-
naksi, jolloin sdhkokenttéd on joka hetki ps-tasossa:

Ek,w) = E,p + E,s (10.18)
Ilmaistaan vield komponentit kompleksitason vaihekulman ¢ avulla:
E, = Eyé'® ; B, = Eye's (10.19)

missé F, ja Es ovat reaalilukuja. Yleisyytté rajoittamatta voidaan asettaa
¢s nollaksi, ja merkitd ¢, = ¢. Niinpé (k,w)-avaruuden sdhkokenttd on

E(k,w) = E,e’p + E,s (10.20)
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ja sitd vastaava (r,t)-avaruuden kenttd puolestaan
E(r,t) = E,pe {@ikrt=9) | p gemilwt—kr) (10.21)
Fysikaalinen sdhkokenttd on tdméin reaaliosa
E(r,t) = Eppcos(wt —k-r — ¢) + Egscos(wt —k - r) (10.22)

Kentélld on kaksi komponenttia, joiden reaaliset amplitudit £, ja Ey voivat
olla eri suuria. Lisdksi komponentit voivat vardhdelld eri vaiheessa vaihe-
eron ollessa ¢. Tarkastellaan muutamaa erikoistapausta pisteessd r = 0.
HT: Piirrad kuva kaikista tapauksista.

1. Komponentit samassa vaiheessa (¢ = 0). Télloin

E(0,t) = (Epp + Ess) cos wt (10.23)

Séhkokenttd vérdhtelee /E2 + E2:sta —,/E2 + E2 :een osoittaen koko ajan

suuntaan E,p + Ess. Témé on lineaarinen polarisaatio. Myds 180 asteen
vaihe-ero antaa lineaarisen polarisaation (£, — —E)).

2. Vaihe-ero ¢ = +x/2. Télloin
E(0,t) = £E,psin wt + Esscos wt (10.24)

Séhkokenttéavektori pyorii ps-tasossa piirtden ellipsin joko myoté- tai vas-
tapéivadn riippuen katselusuunnasta. Tdmé on elliptinen polarisaatio.

3. Vaihe-ero ¢ = +7/2 ja E, = E,. Télloin ellipsi palautuu ympyréksi ja
kyseesséd ympyrépolarisaatio.

Jos vaihe-ero on jotain muuta kuin ¢ = +7/2, kyseessd on aina elliptinen
polarisaatio (mahdollisesti surkastunut lineaariseksi).

Tarkastellaan sdhkokentdn pyorimissuuntaa ympyrépolarisaatiossa. Jos
yll& ¢ = 4m/2, pyorii aallon sidhkokenttd myotépaivain, kun katsotaan koh-
ti saapuvaa aaltoa. Optiikassa titd kutsutaan oikeakétisesti polarisoitu-
neeksi aalloksi. Jos pyorimistéd tarkastellaan aallon etenemissuuntaan, se
kuitenkin niyttdd toteuttavan vasemman kéden kiertosddnnon. Tarkastel-
taessa sahkomagneettisten aaltojen ominaisuuksia magnetoituneessa joh-
tavassa véliaineessa (kuten plasmassa) téllaista aaltoa kutsutaankin va-
senkitisesti polarisoituneeksi. Tamé valinta on sikéli johdonmukainen,
ettd néin polarisoitunut aalto muodostaa avaruudessa vasenkétisen ruuvin.
Aallolla sanotaan olevan negatiivinen helisiteetti ja voidaan puhua negatii-
visesti polarisoituneesta aallosta. Vastaavasti ¢ = —m/2 antaa péinvastaiset
nimitykset. Té&lla kurssilla ei tarvitse murehtia oikea- tai vasenkétisyyksien
sekamelskasta, mutta asia on hyvé tietdid vastaisen varalta.

Mielivaltainen elliptinen polarisaatio voidaan hajottaa eri vaiheissa vé&-
rahtelevien oikea- ja vasenkitisesti polarisoituneiden aaltojen summaksi.
Esimerkiksi lineaarinen polarisaatio on summa kahdesta eri suuntiin pyori-
vistd samanamplitudisesta komponentista.
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10.3 Siahkomagneettisen aallon energia

Kompleksisen kentén reaaliosa on fysikaalinen mitattava kenttd. Koska Max-
wellin yhtdlot ovat lineaariset kenttien suhteen ja toteutuvat siten erikseen
reaali- ja imaginaariosille, tasta ei tullut edelld ongelmia. Kenttien energiat
ja Poyntingin vuo ovat kuitenkin vektoreiden tuloja, jolloin reaali- ja ima-
ginaariosat sekoittuvat toisiinsa. Koska Re (A - B) # Re A - Re B, on syyté
ottaa ensin suureiden reaaliosat ja kertoa ne vasta sitten kesken#én.

Pisteessé r = 0 kenttd E(0,t) = E,p cos(wt — ¢) + Egs cos(wt) ja
E? = Eg cos®(wt — ¢) + E2 cos? (wt) (10.25)
B? = (n/c¢)*E% = euoE? (10.26)

Koska D = ¢E ja B = uoH, on B- H = D - E, ja tasoaallon energiatiheys
on

1 2
Up = €E? = — <9> E? (10.27)
Mo \ C

Toisaalta E x H = FH u, joten Poyntingin vektori osoittaa aallon etenemis-
suuntaan ja on suuruudeltaan

S = ——F? (10.28)

Tasoaaltojen energiatiheys ja energiavuo saavat siis hyvin yksinkertaiset

lausekkeet ja lisdksi

c
— S, 10.2
S —u (10.29)

Jos vaihenopeutta kisitelldéin aallon etenemissuuntaisena vektorina v, voi-
daan kirjoittaa
S = uyVp (10.30)

Tasoaallon Poyntingin vuo voidaan siis tulkita energiatiheyden etenemi-
send vaihenopeuden mukana. Kentélld on energian lisdksi liikem&drda ja
lilkem&adramomenttia. Aallot kuljettavat myos néitéd suureita mukanaan.

Tasoaallon energiatiheys u,, ja energiavuo S ovat verrannollisia suuree-
seen E2. Ympyripolarisoituneelle aallolle (¢ = £7/2)

2 22 2.2 . 2
E* = E,sin"wt + E; cos” wt = £ (10.31)
joka on vakio. Lineaarisesti polarisoituneella aallolla puolestaan
E* = (E2 + E2) cos® wt (10.32)

vaihtelee nollan ja maksiminsa vélilld kaksi kertaa aallon taajuudella.
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Energiaa tarkastellaan usein korkeataajuisten aaltojen tapauksessa. Tal-
16in E?:n aikakeskiarvo on tirkedmpi suure kuin sen ajallinen vaihtelu. Kos-
ka cos?(wt — ¢)m keskiarvo yhden jakson aikana on 1/2, kaikilla polarisaa-
tioilla 1

(E?) = 5(Eg + E?) (10.33)
Téamén voi kirjoittaa myds kompleksisen E-vektorin avulla

(E?) = %Re(E* -E) (10.34)

missd * viittaa kompleksikonjugaattiin. Ongelma voidaan siis késitelld alus-
ta loppuun kompleksisena, mutta silloin mitattavat suureet on késiteltiava
jakson yli otettuina keskiarvoina.

10.4 Tasoaallot johteessa

Yksinkertaisessa véliaineessa (u, € ja o vakioita), jossa ei ole vapaita varauk-
sia aaltoyhtélot ovat (HT)

0’H oH
2 — _— = e =
V°H —eu 52~ TH g 0 (10.35)
O°E OE
2R —  _ou— = 10.
\% Uz ~Th 0 (10.36)

Muistutetaan taas, ettd ndmé ovat seurausta Maxwellin yht&aloista. Niilld on
myds ratkaisuja, jotka eivit toteuta Maxwellin yhtaloité, joten ratkaisujen
fysikaalisuus on tarkastettava erikseen kdytdnnon ongelmissa.

Séhkokentéin aaltoyhtélod kutsutaan lennétinyhtéloksi. Se on perusesi-
merkki osittaisdifferentiaaliyhtéléiden ratkaisemisesta Fourier-muunnosten
avulla. Oikaistaan nyt olettamalla suoraan tasoaaltoratkaisu ja ldhtemalla
liikkkeelle Maxwellin yht#loisté, jolloin

k-E = 0
k-H = 0
kxE = wuH (10.37)

ikxH = (0—iweE
Koskak 1 E, k 1 H ja E | H, niin aalto on jélleen poikittainen.

Valitaan koordinaatisto siten, ettd k || e,, E || e, ja H || e,. Téll6in

kE, = wpH
ikHy, = —(0—iwe)E, (10.38)
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Tésté (tai suoraan aaltoyhtilostd) saadaan dispersioyhtilo k = k(w):
k% = w?ep + iwop (10.39)

Aaltoluku & on nyt kompleksiluku, joka voidaan kirjoittaa muodossa k =
|k|e'® ja dispersioyhtilostd voidaan ratkaista

k| = VpwvVw?e + o2

1 o
a = —arctan(— 10.40
S axctan(-) (10.40)
Numeerisia laskentaohjelmistoja kéytettiessd ei useinkaan tarvitse kirjoit-
taa erikseen aaltoluvun reaali- ja imaginaariosia, vaan voi kayttda komplek-
silukua k = /w?eu + iwop. Nelidjuuren vaiheen oikea valinta on kuitenkin
syyté tarkastaa huolellisesti.

Lenné&tinyhtélon ratkaisu harmonisille aalloille on siis
E = Eoemei(Re(k)szt)eflm(k)z
= FEpe, expli(|k|z cos a — wt)] exp[—|k|z sin o] (10.41)
Téssé valitaan a:n vaihe siten, ettd Im(k) > 0 eli sina > 0 (HT: piirrd ku-
va kompleksitasossa). Télloin aalto vaimenee edetessdén viliaineeseen (te-
kija e"k‘”ino‘), miké on fysikaalisesti mielekés ratkaisu. Matka, jolla aallon

amplitudi vaimenee tekijilld e, on viliaineen tunkeutumissyvyys (skin
depth):

1 1
6= = 10.42
Im(k)  |k|sina ( )
Viliaineen impedanssi (aaltovastus) mééritelldén
g=2e W = L arctan(Z)]  (10.43)
=— =" =, | ———— exp|[—— arctan(— .
H, & Va2 1 o2 P we

Impedanssin yksikk6é on sama kuin resistanssilla: [Z] =  (kertaa impedans-
sin, admittanssin ja reaktanssin késitteet esimerkiksi KSII:sta).

Esimerkki: hyvéi johde. Siirrosvirtatermi on mitéton: ¢ >> we = a =
45%,0 = \/2/(wpo), vp = dwtan o = dw

. ) f=50Hz d~lcm wv,~3m/s
Kuparille: { f=50MHz §~10pm v,~ 3 x 10°m/s

7 = |2 e/t o 45° vaihe-ero Em ja Hen vilills.
g

Esimerkki: eriste. 0 =0, € > 0, p = po = a = 0 eli aalto ei vaimene
tunkeutuessaan eristeeseen. Z = \/ug/e = Zpy/€p/€, missi Zy on tyhjon
impedanssi: Zy = /o /€eo =~ 376,73 Q.
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Fourier-komponenttien yhtéaloryhmaésti saadaan aaltoluvun ja kenttien
vélille yhteydet

kK-E —
kK-B —

kxE — wB (10.44)
kxB = —‘C"—QE;E

missé €, on kompleksinen suhteellinen dielektrisyysvakio (u = pg)

€ =€ +i— (10.45)
wWeQ

Nyt myo0s taitekerroin kannattaa méaéritelld kompleksilukuna
n? =é (10.46)

jolloin aaltoluku k toteuttaa yhtélon k? = A2w?/c?.

10.5 Druden ja Lorentzin oskillaattorimalli

Dispersiivisessa viliaineessa dispersioyhtilo on yksinkertaista lineaaris-
ta relaatiota w = (¢/n)k monimutkaisempi. Aineen eristeominaisuudet voi-
vat riippua taajuudesta ja aaltoluvusta: € = €(w, k). Tarkastellaan viliainet-
ta, jossa ei ole vahvoja siséisid voimia, ja jédtetddn aineen magneettiset omi-
naisuudet huomiotta (u = pp). Kuvataan klassisen fysiikan mukaisesti yht#
elektronia, joka on sidottu atomiin harmonisella voimalla

F) = —mwir (10.47)

missi r on poikkeama tasapainoasemasta. Oletetaan liséiksi, ettd elektronin
liiketté vastustaa voima

d
Fy= —mfyd—z (10.48)

missd alaindeksi d (damping) viittaa siihen, ettd voima vaimentaa harmo-
niseen voimaan liittyvdd vérdhtelyd. Ulkoisessa séhkokentdssd E(r,t) lii-
keyhtéaloksi tulee
d2r+ 2 E(r,t) (10.49)
m| —= —_ Wwor' | = —elu(r .
az Vg T ’

Oletetaan harmoninen aikariippuvuus (o< exp(—iwt)), jolloin liikeyht#lon
ratkaisu on

(10.50)
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Elektronin poikkeama tasapainoasemasta aiheuttaa dipolimomentin p

E

—w? — iwy)

p=—er= (10.51)

m(w?
Olkoon yksikkotilavuudessa n molekyylid ja jokaista molekyylid kohti Z
elektronia. Oletetaan, ettd f; kappaleella jokaisen molekyylin elektroneis-
ta on ominaistaajuus wp; ja vaimennustekijé ;. Tekijoitd f; kutsutaan os-
killaattorivoimakkuuksiksi ja ne normitetaan elektronien lukumé&éraéan:
>, fi = Z. Nyt siihkéinen polarisoituma (dipolimomenttien tiheys) on

pP_ neE

S Jj (10.52)

2 — o
mo T wpy — W W

Yksinkertaisessa aineessa séhkévuon tiheydestd D = €E = ¢gE 4+ P saadaan

2 _ )
meg S Wiy — W — W

e(w) =e(1+ x(w)) =eo (1 + ne’ Z 5 /s ) (10.53)

Siis permittiivisyys on taajuudesta riippuva kompleksiluku.

Oletetaan sitten, ettd aineessa on jonkin verran vapaita elektroneja (fo
kappaletta molekyyli& kohti), mutta ettd muuten véliaine on samanlainen
kuin edelld. Vapaille elektroneille wgg = 0, jolloin

e(w) = € (1 L e S J; ) _ne_fo (10.54)

2 42 _ . ;
megy iFoWo W W mw w =+ 1y

Merkitéddn oikean puolen ensimméisté termié €, ja kdytetddin Ohmin lakia
(J = oE). Talloin Maxwellin neljdnnesta laista saadaan

V x H = (0 —iwep)E = —iweE (10.55)
joten
€e=¢+iojw (10.56)

Vertaamalla téitd lausekkeeseen (10.54) saadaan

2
oo Jome” (10.57)

m(yo — iw)
Johtavuus o on nyt taajuuden kompleksiarvoinen funktio. Jos 7o > |w| ja
fo =1, tasta tulee luvusta 5 tuttu staattisen johtavuuden lauseke

n€2

10.58
o (10.58)

g =

missé 7y on térméysajan 7 kadnteisluku.
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Esimerkiksi kuparilla on huoneen ldmpétilassa ominaisuudet o = 5,6 -
107 (Qm)~!, n = 8-10% m=3, fy = 1, jolloin 79 = 4 - 10" s71. Oletus
staattisesta johtavuudesta on siis hyvi taajuuksilla |w| < 4- 10 s71, joka
on varsin korkea verrattuna esimerkiksi tyypilliseen radioasemaan, jolle w =
96,2 MHz - 27 ~ 6 x 108 s71.

Taajuuksia wp; kutsutaan resonanssitaajuuksiksi. Monissa kéytdnnon
ongelmissa 7v; < wyj, joten €(w) on melkein reaalinen paitsi resonanssitaa-
juuksien ldhella eli

Ne?

meg

e(w) ~ € (1 +—3 1 ) (10.59)

2 _ 9
j#0Y0j T ¥

Dispersiota kutsutaan normaaliksi, jos d(Re €(w))/dw > 0 ja anomaali-
seksi, jos d(Re €(w))/dw < 0. Normaalin dispersion alueella permittiivisyys
kasvaa taajuuden myotd. Anomaalista dispersiota ilmenee ainoastaan lahell&d
resonanssikohtaa, missé Im e poikkeaa nollasta (HT: piirrd kuva).

Tarkastellaan energiabudjettia resonanssikohdan ldhelld. Sdhkovirta on
nyt polarisaatiovirtaa Jp = 0P /0t ja sdhkokentén tekemén tyon tehotiheys

W=E -Jp=E-0P/ot (10.60)

Yhden jakson keskimé&#rdinen tehotiheys on
(W) = §Re(E-(—2wP) )= §Re(lw(e —e9)E-E¥) = §|E| Im e(w) (10.61)

Jos Im € > 0, energia siirtyy sdhkokentéltd elektroneille eli aalto vaimenee.
Téata kutsutaan resonanssiabsorptioksi. Téssd mallissa Im ¢ > 0, kun
w > 0. On olemassa térkeité fysikaalisia prosesseja, joissa aalto saa energiaa
hiukkasilta, mutta t&dméa malli ei sovellu niihin tapauksiin. Tédssé yhteydessa
on opettavaista todeta merkinvalinnan vaikutus. Jos aikariippuvuudeksi va-
littaisiin exp(+iwt), muuttuisi Im e:n merkki. Tilanteen fysiikka on tietenkin
riippumatonta merkkisopimuksista.

Viliaineen taitekerroin ja aallon aaltoluku ovat
@ = [T~ (10.62)
n(w) = — &y — .
€0H0 €0
k(w) = [elw) w
€g C

Téstéd saadaan vaihenopeus

(10.63)

vp =w/k = c¢/n(w) (10.64)
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Energian etenemisnopeuden dispersiivisesséd véliaineessa antaa ryhméno-
peus, joka méiritelldén v, = dw/dk ja on siten (ks. Jackson)

dw 1 c
_ W _ 10.65
YTk T dkjdw o) + 0 (10.65)
dk

Samaan aikaan ldhtevit eritaajuiset aallot saavuttavat vastaanottajan eri
aikaan, mikéli ne etenevit dispersiivisessé viliaineessa.

10.6 Palloaallot!

Tasoaalto on erittédin kéiyttokelpoinen matemaattinen idealisaatio. Todelli-
suudessa sihkomagneettinen aalto kuitenkin synnytetéin esimerkiksi &dérel-
lisen kokoisella antennilla. Antennin 1&helld kenttien rakenne on monimutkai-
nen ja riippuu antennin geometriasta. Kun aalto etenee avaruuteen, se laaje-
nee ja tarkasteltaessa aaltorintamaa riittavén pienelld alueella se nayttas ta-
soaaltorintamalta. Joskus on tarpeen ottaa huomioon aaltorintaman globaa-
li muoto. Tarkastellaan esimerkkiné origosta joka suuntaan etenevié pallon-
muotoisia aaltorintamia. Periaatteessa ongelma ratkaistiin luvussa 9, jossa
johdettiin viivéstyneet potentiaalit ja palloaallon Greenin funktio. Kenttia
ei laskettu, silla derivointi viivastyneistd potentiaaleista on aika tyolasté.

Tyhjossa etenevin aallon sidhkokentédn aaltoyhtdlo on

1 0°E

2
VE- 555 =0 (10.66)

josta monokromaattiselle aallolle tulee vektorimuotoinen Helmholtzin yht&lo

2
V2E(r) + (%) E(r) =0 (10.67)
Ongelmana on termin V2E = —V x V x E 4+ VV - E kirjoittaminen pallo-
koordinaateissa. Termin —V x V x E radiaali- ja kulmakomponenteissa ovat
mukana kaikki pallokoordinaatiston muuttujat. Saadaan kolmen osittaisdif-
ferentiaaliyhtdlon ryhmé, joissa kaikissa ovat mukana kaikki sdhkokentéin
komponentit. Vektorimuotoinen Laplacen yhtdlo separoituu kunkin muut-
tujan erillisiksi differentiaaliyhtéloiksi vain karteesisissa koordinaateissa.

Tarkastellaankin skalaarimuotoista Helmholtzin yht&loa

V2 + (%)2 =0 (10.68)

!T4ama luku kuuluu yleissivistykseen
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Suoraviivainen harjoitustehtévé on osoittaa, etté

E=rxVy (10.69)
on (10.67):n ratkaisu, ja V- E = 0. Faradayn laista

V xE=iwB (10.70)

saadaan magneettikentta
B=—_Vx(rxVy) (10.71)
w

HT: Tarkasta, ettd loput Maxwellin yhtalot toteutuvat tyhjossa.

Voitaisiin myos ldhted liikkeelle B-kentén aaltoyht&losté, jolloin
1
B = “rxVy (10.72)
c
E = SVx(rxVy) (10.73)
w

Ratkaisuparissa (E,B) sihkokenttd on jokaisessa pisteessé tangentiaalinen
origokeskisen pallon pinnan kanssa. T#té aaltoa kutsutaan joskus transver-
saaliseksi sihkoiseksi (TE) moodiksi. Ratkaisuparissa (E’,B’) magneetti-
kentélld on puolestaan sama ominaisuus ja aaltoa kutsutaan transversaali-
seksi magneettiseksi (TM) moodiksi (HT: piirrd kuvat).

Vield on loydettava ¢ Helmholtzin skalaariyhtélon ratkaisuna. Kéytetddan
Laplacen yhtélon ratkaisemisesta tuttua muuttujien separointia pallokoor-
dinaatistossa (luku 2). Ratkaistava yht&lo on pallokoordinaateissa

1020 L 0 (00N, 1 % s
r2 or (r (97“) + r2sin 6 00 (Sm989> * r2 sin? 6 0¢p? +hyp =0 (1074)

Erona Laplacen yht#lo6n on siis termi k24).

Sijoitetaan separointiyrite 1) = R(r)0(0)®(¢) ylldolevaan yhtdloon. Jae-
taan tulos ¥:114 ja kerrotaan tekijilld r2 sin? 6, jolloin

1 d 4dR 1 d do 1d*®

Esin29 U + 6sin0@8in9@ + a0 + k*r?sin?0 =0 (10.75)
¢-riippuvuuden osalta separointi antaa tutun yhtéalon
d*®,, 5
0- ja r-riippuvat yhtalot ovat puolestaan
1 d d@lm m2
— sinf (l+1) - O = 0 10.77
sind a0 do +[(+ ) sin29] ! (077)
d 5dR
— 22+ 1) k2R, = 0 (10.78)

dr dr
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Yhtilon (10.76) ratkaisut ovat muotoa ®,, = e ja yhtilon (10.77) rat-
kaisut ovat tutut Legendren liittofunktiot (luku 2). Termi k%t muuttaa siis
ainoastaan radiaalista yht&lod (10.78), josta muuttujanvaihdolla & = kr ja
sijoituksella R; = £71/2Z; saadaan Besselin yhtlo

2d2Zl le 2 2 _
T -l -z =0 (10.79)

Ratkaisuina ovat Besselin ja Neumannin funktiot J;,/2(kr) ja Niyq /Q(k:r).
Pallokoordinaatistossa néistéd muodostetaan pallobesseleité

Jilkr) = \/7/2kr Jipq9(kr) (10.80)
ni(kr) = «/m/2kr Nipq2(kr) (10.81)

Ne ovat alkeisfunktioita, joten niité ei tarvitse peléti: esimerkiksi jo(r) =
sinr/r, no(r) = —cosr/r (enempi pohdiskelu jid FYMM II:lle).

Nyt on koossa yleinen ratkaisu skalaarimuotoiselle Helmholtzin yhtélolle

Y = )7/ 2kr Z;(kr) P (cos §) e? (10.82)

Yksinkertaisin fysikaalisesti mielenkiintoinen valinta on

muodossa

Y10 = % etkr {1 + é} cos 6 (10.83)
josta saadaan TE-moodille
E =r x Vipjg = —Eget™” [% + #} sinfe, (10.84)
ja
B= —%v x E (10.85)

? iker 1 { { 1 i
:;E(]B {{W+W:|2COSHET—|:;—W—W:| sm@eg}

Tamé on itse asiassa magneettisen dipoliantennin séteilemé aaltokentta.



Luku 11

Aaltojen heijastuminen ja
taittuminen

Tésséd luvussa kasitellddn sihkomagneettisten aaltojen heijastumista ja tait-
tumista viéliaineiden rajapinnalla. Rajoitutaan monokromaattisiin aaltoihin
ja oletetaan véliaineet lineaarisiksi ja magnetoitumattomiksi (u = o), ellei
toisin mainita.

11.1 Kohtisuora saapuminen kahden eristeen ra-
japinnalle

Tarkastellaan ensin heijastumista kahden eristeen rajapinnalla (xy-taso),
kun aalto saapuu kohtisuoraan pintaa vastaan (kuva 11.1). (E1,B;) kuvaa
+z-akselin suuntaan etenevid saapuvaa aaltoa, (E}, B}) —z-akselin suun-
taan etenevid heijastunutta aaltoa ja (Eg,By) rajapinnan ldp&issytti
aaltoa. Oletetaan, etté aallon sidhkdkenttéd on lineaarisesti polarisoitunut z-
akselin suuntaan, jolloin

El _ emElmei(klz—wt)
E|, = —e,E] e hiztet) (11.1)
E2 — emEZTei(kngwt)

missi k1 = njw/c, ko = now/c. Magneettikenttii saadaan Faradayn laista
seuraavasta relaatiosta B = (n/c)ux E, missid u = e, tulevalle ja lapéisseelle

aallolle ja u = —e, heijastuneelle aallolle. Magneettikenttd on y-akselin
suuntainen:
cB; = eynlElggei(klZ_Wt)
cB] = eynlEimefi(klzJ”’t) (11.2)
cBy = eyngEgggei(kQZ_Wt)
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Kuva 11.1: Heijastuminen ja lapéisy kohtisuoraan zy-tasolle saapuvalle aal-

lolle.

[y

Kaikilla aalloilla on oltava sama kulmataajuus w, jotta reunaehdot rajapin-
nalla toteutuisivat kaikilla ajanhetkilld ¢. Sdhkokentén tangentiaalikompo-
nentti on jatkuva, joten

By — B, = Es, (11.3)

Sama pétee epdmagneettisessa viliaineessa (= o) myos magneettikentélle.
Jatkuvuusehdoksi saadaan

nl(Elm + E{x) = ngkls, (114)

Oletetaan saapuvan aallon amplitudi F1, tunnetuksi ja ratkaistaan hei-
jastuneen ja ldpéisseen aallon amplitudit:

no — Ny 2n1
E{x = Elx 5 E2$ =
ng + ny ng +ny

Eiy (11.5)

Maaritelldan Fresnelin kertoimet kohtisuoraan tulevalle aallolle:

E{x no — Ny
r _ — 11.6
2 Ei, no+m (1L.6)
ng 2’)7,1
t = = 11.7
12 FEis ng + nq ( )

missd r viittaa heijastumiseen (reflection) ja ¢ lépéisyyn (transmission).
Kaytéannon ongelmissa mitataan yleensd kunkin osa-aallon mukana kulke-
vaa keskiméédradistd energiavuota eli intensiteettii. Se saadaan Poyntingin
vektorista luvun 10.3 mukaisesti:

(5)

_n
N 2/1,00

(E> + E2) (11.8)
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Tésséd kisiteltdvissd tapauksessa on ), = F, ja E, = 0. Méaéritelldén hei-
jastussuhde R, ja ldpéisysuhde 7), (n viittaa normaalin suuntaiseen saa-
pumiseen) seuraavasti:

(S1) _ 2 _  ma—mi
p— p— p— _— 11.
Rn <Sl> "2 (nQ + ’I”Ll) ( 9)
<52> no 2 4’02711
T, = XL =_2t,=—7"—"" 11.10
S1) T ng 2T (ng+my)? ( )

Mille hyvansé eristeparille R,, + T;, = 1, miké ilmaisee energian séilymisen.

Elliptiselle polarisaatiolle on tarkasteltava erikseen z- ja y-komponentteja.
z-komponenteille pétee ylld oleva tarkastelu sellaisenaan ja y-komponenteille
tulee samat Fresnelin kertoimet. My06s y-komponentit pysyvét samassa vai-
heessa keskenéén, vaikka ne ovatkin eri vaiheessa kuin z-komponentit. Hei-
jastus- ja lapéisysuhteet pysyvit ennallaan, silld intensiteetti (S) on eri po-
larisaatiokomponenttien intensiteettien summa.

Esimerkkeji
1. Ilman (n; = 1) jalasin (ny = 1.5) rajapinnalla R,, = 0.04 ja T,, = 0.96.

2. Puhtaan veden taitekerroin ndkyvan valon aallonpituudella on ny =
1.33, joten R, = 0.02. Kun w on alle 10" s7!, veden suhteellinen
permittiivisyys on kuitenkin suuri (81), joten no = 9 ja R,, = 0.64. Vesi
siis heijastaa huomattavasti tehokkaammin radioaaltoja kuin valoa.
Paremmin s&hkod johtavalle suolaiselle merivedelle heijastussuhde on
paljon suurempi.

11.2 Saapuva aalto mielivaltaisessa kulmassa

Tarkastellaan sitten mielivaltaista saapumiskulmaa. Kuvan 11.2 tilanteessa
rajapinta on zy-tasossa ja saapuvan aallon aaltovektori zz-tasossa (saapu-
mistasossa). Valitaan jokaiselle osa-aallolle jélleen {p,s, u}-kanta, jolloin
kuvan tilanteessa kullakin aallolla on vain sidhkokentdn p-komponentti.

E1 _ plElpei(kl-r—wt)

E| = pEetareh (11.11)
E, = szQPei(kQ'r’Wt)

Koska kunkin osa-aallon magneettikenttd on kohtisuorassa sekéd k- ettd p-
vektoreihin ndhden, magneettikentélld on vain s-komponentti ja se on téssa
geometriassa kaikilla osa-aalloilla y-akselin suuntainen. Vaikka kuva 11.2
nayttad erikoistapaukselta, kyseesséd on toinen kahdesta perustilanteesta.
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Kuva 11.2: Heijastuminen ja taittuminen p-polarisaatiolle.

Olkoon n = e, rajapinnan yksikkénormaali. Jotta aaltokenttd olisi jat-
kuva rajapinnalla, tdytyy aaltojen taajuuden lisiksi my6s vaiheiden olla sa-
mat misséd hyvénsé rajapinnan pisteessa rg, joten

k1 -rog = k/l - rg = kg - I (1112)
Téstéd on helppo (HT) néyttés, ettd
nxk =nxkj=nxko (11.13)

Siis kaikki k-vektorit ja n ovat kohtisuorassa vektoria (nxk;)/Inxki| = e,
kohtaan, joten kaikkien osa-aaltojen aaltovektorit ovat samassa tasossa.

Muistisddntonéd p-komponentti viittaa saapumistasossa olevaan kompo-
nenttiin (parallel). Téllaisesta polarisaatiosta kdytetddn nimitystd p-pola-
risaatio. Radioaaltojen yhteydessd tédtd kutsutaan myos vertikaaliseksi
polarisaatioksi, silla tarkasteltaessa radioaallon heijastumista ionosfasristi
néin polarisoituneen aallon sihkokentélld on pystykomponentti.

Toinen peruspolarisaatio on s-polarisaatio tai horisontaalinen pola-
risaatio, jossa sdhkokentélld on vain s-komponentti. s viittaa saksankielen
sanaan senkrecht (kohtisuora). Télloin puolestaan osa-aaltojen magneetti-
kentilld on erisuuntaiset p-komponentit. Koska kaikki muut polarisaatiotilat
voidaan ilmaista eri vaiheissa vérdhtelevien s- ja p-polarisoituneiden aalto-
jen summana, riittdé tarkastella néitd kahta perustapausta

Ehdosta (11.12) seuraa kaksi muutakin térkedé tulosta. Ensinnéikin
ki - n = kjcost
ki-n = —Fkjcosb] (11.14)

ko -n = kycosly
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joten
|k1 X 1’1| = kil Sil’l91
k) xn| = kjsing] (11.15)
|k2 X 1’1| = kig Sil’l92
Niinpé on oltava
k1sinf = k| sin 0] = ko sin s (11.16)

Koska saapuva ja heijastunut aalto etenevit samalla taajuudella samassa
viliaineessa, k1 = k] ja saadaan heijastuslaki

sin #; = sin eli 0, =6 11.17
1 1

Aaltolukuja eri viliaineissa puolestaan sitoo dispersioyhtils & = nw/c, misté
seuraa Snellin laki
nqsinf; = nysin Oy (11.18)

Huom. Niissa relaatioissa ei ole kéytetty Maxwellin yhtédloistd seuraavia
reunachtoja, vaan ne riippuvat aaltoliikkeen yleisistd geometrisista ominai-
suuksista ja Snellin lain osalta viliaineen taitekertoimesta.

Fresnelin kertoimet méédritetdén kenttien tangentiaalikomponenttien jat-
kuvuusehdoista. Normaalikomponenttien jatkuvuusehdot toteutuvat auto-
maattisesti. Vektorikenttd voidaan hajottaa normaali- ja tangentiaalikom-
ponentteihin kirjoittamalla E = (n-E)n—n X (n x E). Tangentiaalikompo-
nentin jatkuvuus tarkoittaa, ettéa

n x (El + Ell) =n x Eg (1119)
Magneettikentille puolestaan (kun p = pg)
n x (B1 + B/l) =n x By (1120)

Jos aaltovektorin suuntainen yksikkévektori on u, niin B = (n/c)u x E,
joten magneettikentdn jatkuvuus edellyttaé, etté

nin X (u; x By +u} x E}) = nan x (ug x Eg) (11.21)

Kirjoittamalla vektorikolmitulot auki ja tarkastelemalla s-komponenttia saa-
daan osa-aallolle E; yht&lo

n x (111 X Els) = — COS 91E15 (1122)
ja vastaavasti muille osa-aalloille. Néin (11.21) saadaan muotoon

ni(cos 1E1s — cos 01 E},) = ngo cos O3 Eoq (11.23)
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Koska #; = 6], timéi sievenee muotoon
n1 cos b1 (E1s — EY,) = no cos 6o Eag (11.24)

Séhkokentédn tangentiaalikomponentin jatkuvuudesta saadaan suoraan s-
komponenteille ehto

Ei, + B, = Eq, (11.25)
Naista yhtéloista saadaan Fresnelin kertoimet s-polarisaatiolle:
Ej, =r12sE1s , Eas = t12Eqs (11.26)
missé
n1 cos 01 — ny cos By
= 11.27
"2 ny cos By + ng cos Hy ( )
2n1 cos 01

t12s (11.28)

n1 cos 01 + ng cos O

p-polarisaatio ndyttdia geometrialtaan hankalammalta, koska sihkokentté
ei ole rajapinnan tasossa. Nyt kannattaa tarkastella magneettikentt&a, joka
on rajapinnan tasossa. Néin saadaan yhtélopari

1 1
—cosf1(B1s — B},) = —cosfBos (11.29)
ni no

B + Blls = B (1130)

ja Fresnelin kertoimet tulevat ehdosta

n2
B, =r12,B1s , Bay = n t12pBis (11.31)

missé

N9 cos 01 — nq cos Oy

T12p (11.32)

N9 cos 01 + nq cos Oy
2n1 cos 01

li2p (11.33)

N9 cos 01 + nq cos Oy

Koska Snellin laki sitoo taitekertoimet saapumis- ja taittumiskulmiin

cos g = \/1 — (n1/n2)?sin® 6, (11.34)
voidaan taittumiskulma eliminoida Fresnelin kertoimista.

Intensiteettien véliset relaatiot saadaan keskimédraisten Poyntingin voi-
den avulla, mutta nyt téytyy késitelld s- ja p-polarisaatiot erikseen:

_n-(Sy) _ n-(Sy)

Ry = — 8 55 beaes (11.35)
_n-(Sy) _ 1 (Soy)

B en T ae (11.36)
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jotka Fresnelin kertoimien avulla saavat muodon

9
Ry =12, T,=_2°F72 (11.37)

n1 cos 601
ngcos by o

R,=1%y, Tp,= (11.38)

nycosfy ‘2P

ja liséksi Rs +Ts =1 ja R, + T, = 1.

Kayttamalld hyvéksi Snellin lakia Fresnelin kertoimet voi muuntaa puh-
taasti trigonometrisiksi (HT):
Sil’l(eg — 01)
= = -/ 11.39
2T Gin(0, 1 61) (11.39)

2 cos 07 sin 05
tigs = ————— 11.4
12 SiH(QQ + 91) ( 0)
tan(91 — (92)
= — == 11.41
"2p tan(01 + 02) ( )
2 cos 01 sin 05

sin(61 + 602) cos(6 — 62)

(11.42)

Tarkastellaan néiden avulla paria esimerkkié.

Brewsterin kulma

Milla kulmilla aalto ei lainkaan heijastu rajapinnalta? Molemmilla polari-
saatioilla tdmé tapahtuu, kun #; = 62, mutta tdmé ei ole mielenkiintoinen
tapaus, koska silloin molemmilla véliaineilla on oltava sama taitekerroin.
p-polarisaation kyseessé ollen myos tapaus 01 + 02 = 7/2 tekee heijastusker-
toimesta nollan. Taittuneen ja heijastuneen séteen vélinen kulma on silloin
suora. Merkit#éin sisddntulokulmaa 6 ja kirjoitetaan 6y = 7/2 — 0, jolloin
Snellin laista saadaan ratkaistuksi Brewsterin kulma

tanfp = na/ny (11.43)

Koska tdmé ehto on voimassa vain p-polarisaatiolle (vertikaaliselle polarisaa-
tiolle), sen avulla voidaan tuottaa polarisoitunutta valoa. Esimerkiksi ilman
(n =1) ja lasin (n = 1.5) rajapinnalla fp = 56° ja téissd kulmassa rajapin-
nalle tulevasta polarisoitumattomasta (tai mielivaltaisesti polarisoituneesta)
valosta heijastuu vain s-polarisoitunut komponentti.

Kokonaisheijastus

Aalto heijastuu kokonaan, jos 65 = 7/2. Sité vastaava sisééntulokulma saa-
daan jélleen Snellin laista
sinf, = na/n; (11.44)
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Téata kutsutaan kriittiseksi kulmaksi. Se on reaalinen vain, jos no < ng.
Tarkastellaan jélleen lasin ja ilman rajapintaa, mutta nyt lasin suunnasta,
jolloin 6, = 42°. Jos kulma on tatd suurempi, Snellin laki antaa ehdon

sinfy > 1 (11.45)

jolla ei ole reaalisia ratkaisuja. Tarkastelemalla kompleksisia Fresnelin ker-
toimia voidaan néyttéd, ettd Ry = R, = 1 kaikille 01 > 6.. Kriittistd kul-
maa suuremmilla saapumiskulmilla kaikki aallon energia heijastuu. Té&sté
on hydtya kaytdnnon optiikassa, kuten prismakiikareissa ja valokaapeleissa.



Luku 12

Aaltoputket ja
resonanssikaviteetit

Tésséd luvussa tutustutaan ohjattuun aaltoliikkeeseen. Kerrataan ensin ajas-
ta riippuvan sdhkémagneettisen kentén kéyttdytyminen ideaalijohteessa ja
sen pinnalla. Adrettomén hyvén johteen sisélld ei ole sihkokenttid, kos-
ka vapaasti liikkkuvat varaukset luovat pinnalle sellaisen varauskatteen og,
ettd kokonaiskenttd johteen sisdlld on nolla. Samoin ajasta riippuva mag-
neettikenttd hévidd ideaalijohteen sisélld. Varaukset liikkuvat pinnalla luo-
den sellaisen pintavirran K, ettd kokonaiskentté on nolla johteessa. Muut
reunachdot ovat B:n normaalikomponentin ja E:n tangentiaalikomponen-
tin jatkuvuus. Koska B ja E ovat nollia ideaalijohteessa, niin aivan johteen
ulkopuolella sdhkokenttd on kohtisuorassa ja magneettikenttd yhdensuun-
tainen pintaan n&hden. Todellisuudessa ideaalijohteita ei ole, mutta malli
antaa kuitenkin hyvin peruskésityksen aaltoputkista. Kéytinnon esimerkki
aaltoputkesta on optinen kuitu ja resonanssikaviteetista mikroaaltouuni.

12.1 Sylinteriputki

Tarkastellaan onttoa poikkileikkaukseltaan mielivaltaista metallisylinterié,
jonka seindmét oletetaan ideaalijohteiksi. Sylinterin sisélld aine oletetaan
johtamattomaksi (permittiivisyys €p, permeabiliteetti pg). Kenttien aika-

riippuvuus olkoon harmoninen (e~%?). Maxwellin yhtlot sylinterin sis#lli
ovat

V-E=0 (12.1)

V-B=0 (12.2)

VXE—iwB =0 (12.3)

V x B +iweguoE =0 (12.4)

147
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Kenttien Helmholtzin yht&lot ovat

W W
Vit ) E=0, (V'+—=)B=0 12.5
(V24 5B =0, (V+5) (12,5
Valitaan koordinaatisto siten, ettd z-akseli osoittaa aallon etenemissuun-
taan. Sylinterigeometrian vuoksi tehd&én yritteet

E(z,y,2) = BE(z,y)e!**~“ | B(z,y,2) = B(z,y)e' k=1 (12.6)

(z-akselin negatiiviseen suuntaan etenevi aalto e ~*** kisitelldsin vastaavalla
tavalla.) On huomattava, ettd nyt ei enédé yleensé ole k = w/c. Sijoittamalla
yritteet aaltoyhtéldihin saadaan

2 w? 2 2 w? 2

(Vi+ 5 —k)E=0, (Vi+ 5 - K)B=0 (12.7)
missé 9
) )

Vi=V—e.o, Vi=V?- B (12.8)

Jaetaan kentét pitkittdiseen ja poikittaiseen osaan, esimerkiksi

E=E, +E (12.9)
missé,
E. = (E-e,e,
(12.10)
E; = (e;xE)xe,

Nyt Maxwellin yhtilot saadaan muotoon (HT)

oF, .
Vt . Et = — 82; = —’Lk}Ez (1211)
0B,
By = — = —ikB, 12.12
Vi By 9% i ( )
e. (Vi x Ey) = iwB, (12.13)
OE; ) .
VtEZ — E = VtEZ — Z]CEt =we,y X Bt (1214)
e. (Vi xBy) = —=FE, (12.15)
C
0B
VB, — St = V,B, — ikB, = —i—e, x E, (12.16)
0z c2

Jos B, ja E, tunnetaan, voidaan poikittaiset kentét ratkaista yhtaloistéa
12.14 ja 12.16. Yhtélsitd 12.11-12.16 ei pidd opetella ulkoa, vaan on ymmér-
rettéva késittelyn perusideat.



12.1. SYLINTERIPUTKI 149

TEM-moodit

TEM-moodit (transverse electromagnetic modes) ovat sihkomagneettisia
aaltoja, joiden kentét ovat kohtisuorassa etenemissuuntaan niahden (siis B, =
0, E, = 0). Talloin yhtaloistd 12.11-12.16 seuraa V; - E; = 0,V - B; =
0,Vy x E; =0,V x By = 0 ja kenttien laskeminen palautuu muodollisesti
kaksiulotteiseksi statiikan ongelmaksi:

VIE; = 0,V?B; =0 (12.17)

Havaitaan seuraavat seikat:

1) Aaltoluku k on
k=w/c=wyloeo (12.18)

2) Kentilld on 12.16:n mukaan samanlainen yhteys kuin tyhjon tasoaalloissa:
1

Bt = —€e; X Et (1219)
c

3) TEM-moodi ei voi edetd, jos sylinteri on ontto (sdhkokenttd sisélld on
tédsmalleen nolla). Jos sylinteripintoja on useampia kuten koaksiaalikaape-
lissa, TEM-moodit voivat edeté.

4) TEM-moodilla ei ole katkaisutaajuutta (cut-off frequency) eli taajuut-
ta, jolla aaltoluku hévisisi.

TM- ja TE-moodit

Tarkastellaan onttoa sylinterid, jossa ei siis ole TEM-moodeja. Oletetaan
nyt, ettd kentilld on etenemissuuntaiset (z-)komponentit. Kentét voidaan
jakaa kahteen toisistaan riippumattomaan moodiin:

1) TM-moodit (transverse magnetic modes):
B, = 0 kaikkialla
E, = 0 sylinterin pinnalla

2) TE-moodit (transverse electric modes):
FE, = 0 kaikkialla
0B,/0On =n-V,;B, = 0 sylinterin pinnalla (HT).

Huom. Kirjallisuus on moodien nimityksessé varsin sekava.

Tarkastellaan ensin TM-moodeja ja oletetaan z- ja t-riippuvuus e*(k#=«t)

Lausutaan By ja E; E,:m avulla (vrt. 12.11, 12.14, 12.16):

“ e, X E, (12.20)

B, =
P k2
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ja
ik
missd on merkitty
o W 2
v=3 k (12.22)
E, ratkaistaan yhtélostd 12.7:
(V2 4+~%)E, =0 (12.23)

Samalla tavalla késitellidin TE-moodeja, ja saadaan (HT)

E, = %Bt e, (12.24)
&

B, = VB, (12.25)
v

missd B, toteuttaa yhtalon 12.7:

(VZ4++%)B, =0 (12.26)

Suureen y2:m on oltava positiivinen, jotta E, ja B, ovat virihtelevii ja
reunaechdot voivat toteutua. Yhtiloiden ratkaisuja vastaa joukko ominaisar-
voja 7y, joita puolestaan vastaavat aaltoluvut k,. Katkaisutaajuus saadaan
midritelmin mukaan asettamalla k2 nollaksi, jolloin

wp = CYp = Vp/ v/ Ho€o (12.27)

Aaltoluku on talloin

2 _ 2

w P

kp = (12.28)

C

Jos taajuus on alle katkaisutaajuuden, aaltomoodi on eksponentiaalisesti
vaimeneva, eiké siis etene.

12.2 Suorakulmainen aaltoputki

Erikoistapauksena tutkitaan suorakulmaisessa aaltoputkessa etenevid TE-
moodeja (kuva 12.1). Ratkaistaan ensin B,:n Helmholtzin yht&lo

——+ =5 +7")B, =0 (12.29)

reunaehdoin 0B,/0n =0, kun z =0, x = a,y =0, y = b.
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AY

ideaalijohde

re

A
\}

Kuva 12.1: Aaltoputki, jonka poikkileikkaus on suorakaide.
Sahkostatiikan menetelmid muistellen tehddén separointiyrite B, (z,y) =
X (x)Y (y), jolloin saadaan
X"+ p’X =0,Y"+¢Y =0 (12.30)
missi p? on separointivakio ja ¢? = 4% — p?. Ratkaisu on
B.(z,y) = Bo(e®P® 4+ Ce™P®) (¢! + De~'Y) (12.31)
missd By, C' ja D ovat vakioita. Reunachdot toteutuvat, jos

C=D=1
sinpa =0=p=mn/a,m=0,1,2, ... (12.32)
singb=0=q¢=mnn/b,n=0,1,2,..

Yhtilon ominaisarvot ovat siis
2 =1+ ¢ =12 (m?/a® + n?/b?) (12.33)

joita vastaavat ratkaisut ovat

B (0.1) = B o 222 o 70 1231
a

Katkaisutaajuudet ovat

Wimn = CYmn = Tc\/m?/a? + n? /b2 (12.35)

Jos a > b, niin matalin katkaisutaajuus on wig = wc/a. Tamén T Fqg-moodin
B,-komponentti on

B, = By cos T2 githz—wt) (12.36)
a
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ja muut komponentit saadaan yhtéloista 12.24 ja 12.25:

ika T ei(k:szt)

Bt = —730 Sin 7 €, (1237)
E, = %Ba sin %ei(’m—wﬂey (12.38)

2 — W2
k=y/w2/2 —q2fq2 =Y "1 (12.39)

c

Vastaavalla tavalla késitellasin z-akselin negatiiviseen suuntaan eteneva aal-
to (=),

12.3 Resonanssikaviteetit

Tarkastellaan dérellisen pituisia sylinteriméisié aaltoputkia (kaviteetteja, on-
kaloita), joiden péissé on tdydellisesti johtavat seinét. Sisélld oleva aine on
johtamatonta sdhkomagneettisin parametrein pg, €g. Resonanssikaviteetti
on onkalo, jonka pituus on jonkin aaltoputken moodin aallonpituuden mo-
nikerta. Kenttien z-riippuvuus on muotoa Asinkz + B cos kz (seisovat aal-
lot eli et ja e™*% aaltojen summa). Jos paddyt ovat tasoilla z = 0 ja
z = d, niin reunaehdot voivat sekd TM- ettd TE-moodeille toteutua vain,
jos k=mp/d, p=0,1,2,... Silloin

2 2,2
2 W p
eli jokaisella p ominaisarvoa v, vastaa ominaistaajuus wg,:
2.2
2 2,2, TP
wyp = ¢ (g + 7) (12.41)

Ominaisarvot madraytyvit systeemin geometriasta. Havaitaan seuraava ero
aaltoputkien ja resonanssikaviteettien vililld: aaltoputkissa taajuus w voi
saada minkd tahansa katkaisutaajuutta suuremman arvon. Kaviteetissa taa-
juus saa vain diskreettejé arvoja.

TM- ja TE-moodit voidaan késitellda kayttdméalld suoraan aaltoputkille
saatuja tuloksia laskemalla sopivasti yhteen et ja e~*Z_aaltoja. Esimer-
kiksi TM-moodilla sdhkokentédn tangentiaalikomponentin hévidminen pin-
noilla z = 0 ja z = d vaatii, etté

E, =¢(x,y)cos %pz (12.42)
koska silloin - .
E; = ——L sin L2V, (2, y) (12.43)

24" g
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Funktio 9 toteuttaa Helmholtzin yht&lon
(VE+7")u(a,y) =0 (12.44)
Magneettikenttéd saadaan lausekkeesta

2 cos %ez x Vi(z,y) (12.45)

B =
t 722 d

Hyodyllinen HT on osoittaa, ettd ndmé lausekkeet toteuttavat kaikki Maxwel
lin yht&lét. Reunaehdoista seuraa puolestaan lisdehtoja 1:1le.

Esimerkkini tarkastellaan ympyrisylinteria (sdde R). TM-moodissa E,:n
on havittdvi sylinterin pystyreunoilla eli sylinterikoordinaateissa (R, ¢) =
0. Separointimenetelmélla saadaan fysikaalisesti kelvolliseksi ratkaisuksi

¢(T7 (b) - wmn(rv (25) = 14&7771(’)lrnn?")e:timq5 , m= 0, 1, 2, (1246)

missé Jp, on Besselin funktio ja vy, = Tmn/R ja Tpy on yhtélon J,(z) =0
n:s juuri. Ominaistaajuudet ovat nyt

Ty | TP
Whnp = (3 + ) (12.47)

Alin TM-moodi on T My, jossa woip =~ 2,405¢/R. Téméi on riippumaton
sylinterin korkeudesta. Vastaavalla tavalla késitelldin TE-moodit (yksityis-
kohdat sivuutetaan). Niiden ominaistaajuuksissa on aina myds d-riippuvuus,
joten taajuuksien sd#itédminen on helpompaa kuin TM-moodilla.

Mikroaaltouuneistal

Mikroaallot ovat sihkomagneettista séteilyd aallonpituuksilla 1 mm-0,3 m
(taajuus 10° — 310! Hz). Mikroaaltouunin kiiytté ruuanvalmistuksessa pe-
rustuu siihen, ettd mikroaallot saavat ruoka-aineiden polaariset molekyylit
pyoridhteleméadn. Kitkan takia osa pyodrdhdysenergiasta muuttuu lammaoksi.
Mikroaaltouuneissa kéytetdén tyypillisesti aallonpituutta 12,2 cm (taajuus
2450 MHz), jolloin saavutetaan hyvid absorptio erityisesti vesimolekyylil-
le. Oleellista on, ettd ruoka-aineiden pitédé sisdltdéd polaarisia molekyylejé.
Polaarittomat aineet ldpéisevit mikroaaltoja, ja metallit taas heijastavat
niitd. Tyypillinen tunkeutumissyvyys ruoka-aineissa on muutaman sentti-
metrin luokkaa. Kypsennys tapahtuu siis suoraan ruuan siséllé, ellei annos
ole kovin paksu, jolloin siséosissa kuumennus tapahtuu johtumalla.

Mikroaaltouunin térkein osa on luonnollisesti uunitila, jossa ruoka kuu-
mennetaan ja joka siis on resonanssikaviteetti. Mikroaaltokenttd synnytetaian

! Arkipéivin yleissivistysté
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magnetronissa, josta kentté johdetaan aaltoputkea pitkin uuniin. Magnetro-
ni koostuu useasta resonanssiontelosta (sdhkoisestéd virahtelypiiristd). Eril-
linen uunitila on tarpeen, koska né&ihin onteloihin ei mahdu ruokaa.

HT: Monissa uunimalleissa on ovessa verkko, jonka ldpi nékee uunin sisélle.
Koska siis nékyvé valo kulkee oviverkon lépi, voiko mikroaaltoséteily vuotaa
ympéristoon?



Luku 13

Liikkuvan varauksen kentta

Téssd luvussa tutustutaan liikkuvan varauksen aiheuttamaan kentt&an. Jo-
kaisen sihkodynaamikon on laskettava ainakin kerran elamésséén Liénardin
ja Wiechertin potentiaalit ja kentét.

13.1 Liénardin ja Wiechertin potentiaalit

Tarkastellaan yksittdistd varauksellista hiukkasta, jonka rata on r = rq(t).
Varaus- ja virrantiheys ovat télloin

pl) = ad(r — (1)) (13.1)
I(r,t) = qiq(t)d(r —ry(t)) (13.2)
Kéyttokelpoisten potentiaalien laskeminen ei ole aivan helppo tehtéva. Hah-

motellaan téssd ratkaisumenetelmé Greenin funktioita kdyttden (yksityis-
kohdat HT).

Tehtévana on ratkaista epdhomogeeniset aaltoyhtalot

1 02
(VQ - Cﬁ@) ¢ = —p/eo (13.3)
1 92

Kuten luvussa 9 todettiin, ndiden ratkaisut ovat Greenin funktion avulla
lausuttuina

E(r,t) ://Gi(r,t;r’,t’)f(r’,t’)dv’dt’ (13.5)

missi 1F (r, t) ovat viivistyneet (+) ja edistyneet (-) skalaaripotentiaalit tai
vektoripotentiaalin karteesiset komponentit ja f(r’,t") vastaa lihdetermeja
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(p/eo, pod). Nyt riittdd kdyttaa viivistyneen potentiaalin Greenin funktiota

5(t" = (t = [r —r'|/c))

v — |

1
) = — 13.
G(r,t;r',t") gy (13.6)

Tekijé 47 on otettu Greenin funktion m#dritelméén, kun se luvussa 9 oli
G:n aaltoyhtélossé.

Ensin integroidaan paikkaintegraalit ldhdetermien J-funktioiden avulla.
Sen jilkeen aikaintegraalia laskettaessa kéytetddn hyvéksi tulosta

/ (mf) (13.7)

9" (i)]

[ f@slglande = ¥

missé g(x;) = 0. Lopputuloksena saadaan Liénardin ja Wiechertin po-
tentiaalit:

plr t) = 4;160 {(1 - n1 ﬁ)RLt - 47:-160 [R —1R-6L6t (13.8)
Alr,1) = 477(100 {(1 — f 6)R]mt - 477(100 {R —[; . ,B}ret (13.9)

missi R =r —r,, n = R/R ja B8 = v/c. Alaindeksi ret viittaa lausekkeen
laskemiseen viivistyneelld ajalla ¢/, joka on ratkaistava ehdosta

t'+ e —r ()| /c=t (13.10)

Havaitsija siis mittaa kentén pisteessé r hetkelld t.

Kaikkein eleganteinta (7), joskaan ei sen helpompaa, on tehdéa ylldoleva
lasku relativistisessa formalismissa, missé ¢ ja A ovat nelipotentiaalin A%
komponentit ja

A%(z) = /G(x —2)Jo(2) d*a’ (13.11)

(ks. Jackson tai CL luku 13.3).

13.2 Kenttien laskeminen

Kun potentiaalit tunnetaan, kentét saadaan derivoimalla, miké vaatii kérsi-
villisyytta. Hankaluuden aiheuttaa viivistyneen ajan implisiittisesti méaérit-
televd yhtélo 13.10. Aluksi kannattaa selvittéé itselleen koordinaatisto (kuva
13.1). Séhkokentta saadaan lausekkeesta

A q[V(R—B-R)] g [a s

E=-— - = _ _
VO B T Imeg | (BB R?2)  dmegc BIR—B-R

] (13.12)
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I, (t) r,(t)

R(1’) < 11, (")

Kuva 13.1: Varauksellisen hiukkasen liiketila hetkelld ¢ méédrdd kentéin
myohempéné hetkené ¢. Kenttd etenee pisteestd r,(t') havaintopisteeseen
r ajassa R(t")/c, jolloin hiukkanen on ehtinyt radallaan pisteeseen r,(t).

Hakasulku viittaa lausekkeen laskemiseen viivistetylld ajalla (jatetédédn sulut
pois vélivaiheissa).

Aloitetaan R(t'):n derivoinnista: koska ¢’ riippuu paikkavektorista r, niin
VR(t') = —cVt'. Derivoidaan lauseketta 13.10 puolittain, jolloin esimerkiksi
gradientin z-komponentti on

o x—mzg—cB-(r—rg)(0/0x)

or clr — 1y

(13.13)

Tisséd on kéytetty derivoinnin ketjusédéntod 0/0x = (0t'/0x)(0/0t"). Nyt
voidaan ratkaista

ot —(z —zq)
AT 5 A o 13.14
dr c¢(R—-pB-R) (13.14)
joten
) R
= 13.1
VE="UR-B R (13.15)
ja
R
=5 a3 5 13.1
VR R_B R (13.16)
Tarvitaan myos V(8 - R). Lasketaan taas x-komponentti:
ot' . )
(V(B-R))s = fe+ 5-(B-R =B 1) (13.17)

Taten

(R—B-R)B+ (8> - B-R/R

V(BR) = B+(BR-Bi,) V¥ = Y

(13.18)
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Kokoamalla tulokset saadaan skalaaripotentiaalin gradientiksi

¢ [R=(R=B-R)B—(*-B-R/oR
Ve =~ @B R (13.19)

Vektoripotentiaalia varten téytyy laskea OR/0t = ¢(1 — 0t'/Ot). Nyt

ot B-ROt

— =14+ 13.20
o~ TR o (13.20)
josta ratkaistaan
ot R
—_— = 13.21
ot R—-03‘R ( )
Vastaavalla tavalla saadaan
!
OR Ot OR cRpB (13.22)

ot otof  R-B-R

Vektoripotentiaalin lausekkeessa esiintyvé aikaderivaatta on siis

[a B ]: [R(R—ﬁ~R)B+(RB-R+cﬁ-R—cR62)B]

0HR-B-R (R—B-R)3

(13.23)

Séhkokentiksi saadaan lopulta

¢ [0=B)R-RB)+R x (R-RB) x B)/c
B(rt) = 4 — [ BB RP Lt (13.24)
Magneettikenttda on (HT)
1R

B(r,f)= {EL,: < B(r,t) (13.25)

Vilittomésti todetaan, etta staattisen varauksen (8 = 0) sihkokenttd on
Coulombin kentté. Silloin séhkokenttd on yhdensuuntainen vektorin R kans-
sa, joten staattinen varaus ei odotetusti aiheuta magneettikenttés. Vakiono-
peudella liikkuvan varauksen kentté on selvésti tekemisissé Lorentzin muun-
noksen kanssa. Siteilykentiksi kutsutaan kiihtyvyyteen B verrannollista
termié, joka pienenee kaukana varauksesta kuten 1/R eli kertalukua hitaam-
min kuin Coulombin kenttid. T#std seuraa erityisesti se, etté siteilykentén
Poyntingin vuo ei mene nollaan airettomyydessikéian. Tarkastellaan naité
tilanteita seuraavassa yksityiskohtaisemmin.
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Ay
(%,y,2)

R= r—rq(t’)

\ B

() = r,(t-R/c)
= (vt’,0,0)

Kuva 13.2: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen kentén las-
keminen.

13.2.1 Vakionopeudella liikkuvan varauksen kentta

Tarkastellaan z-akselia pitkin vakionopeudella v liikkuvan varauksen kentt a4
(kuva 13.2). Kentté pisteessé (z,y, z) lasketaan hetkelld ¢, jolloin varaus on
ehtinyt pisteeseen (vt,0,0) (varaus on ohittanut origon hetkelld ¢ = 0).

Koska R = /(x —vt')? + y% + 22 = ¢(t — t'), niin viivéstynyt aika ¢’
saadaan lausekkeesta

(1= =t —Ba/c— (1/0)\/(56 —ovt)2 4+ (1-3%)(y*+2%)  (13.26)

jolloin
[R—R-fl=/(x— vt +(1- )2 +22)  (13.27)
Skalaaripotentiaali voidaan nyt esittdd muodossa
q v
x? ) Z? t - 13.28
Py, 1) dmeg \/vE(z — vt)?2 + y2 + 22 ( )
missi v = 1/4/1 — 2. Vektoripotentiaalilla on vain xz-komponentti
Az(z,y, 2, t) = Bo(z,y,2,t)/c (13.29)
Varauksen lepokoordinaatistossa potentiaalilla on tuttu lauseke
1
q (13.30)

AoV = e ST T

Liikkuvan varauksen potentiaali saadaan (melkein) koordinaattimuunnok-
sella, jossa y ja z pysyviit ennallaan ja z:std tulee vy(x — vt). Vield ja& mie-
tittavaksi, mistd tekija + ilmestyy kertomaan potentiaalia. Liséksi taytyy
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selvittdd, mistd vektoripotentiaali saadaan, kun se on nolla lepokoordinaa-
tistossa. Tdh&n palataan suhteellisuusteoriassa, jossa A:n ja ¢:n havaitaan
yhdessd muodostavan nelivektorin.

Kentéit saadaan derivoimalla (t&lli kertaa helposti):

q V(x —vt)
E t) = 13.31
:L'(‘,E7y72’ ) 47'['60 (’)/2(.%'—'Ut)2 +y2+22)3/2 ( )
q 7Y
E t) = 13.32
u(@y:2,1) 4reg (V2 (z — vt)2 + y2 + 22)3/2 ( )
q vz
E t) = 13.33
Z(x7y7z7 ) 47['60 (72(.’E—’Ut)2+y2+22)3/2 ( )
B(.%',y,z,t) == CXQ X E(m7y7Z7t) (1334)

Namaé lausekkeet pétevit kaikilla nopeuksilla. Kaukana varauksesta kentté
heikkenee kddntéden verrannollisesti etdisyyden nelioon. Suurellakaan vakio-
nopeudella liikkuva hiukkanen ei siis séteile.

Kenttda on mukavinta tarkastella varauksen kulloisenkin paikan suhteen.
Kohtisuorassa suunnassa (z — vt = 0) sihkokentén voimakkuus on

¢ 0
E= B+ B = o= (13.35)

Témé on Coulombin kentté tekijilld v suurennettuna (aina vy > 1). Varauk-
sen edessé ja takana y = 2z =0 ja

q 1
E = E =
T dmeg y2(z — vt)?

(13.36)

Tam# on puolestaan Coulombin kentté tekijalls 1/+2 pienennettyns.

Kenttéaviivat saadaan piirtdmélld ensin staattisen varauksen kenttéviivat
ja sitten liikuttamalla kuviota suurella nopeudella silmien ohi, jolloin havai-
taan Lorentz-kontraktio (ei onnistu kotioloissa kovin helposti). Vaihtoehtoi-
sesti puristetaan z-akselia kasaan tekijén v verran (kuva 13.3). Kannattaa
kuitenkin muistaa, ettd kenttdviivat eivit ole todellisia fysikaalisia olioita.
Magneettikentdn hahmottaminen j&& lukijan mietittdvéksi samoin kuin hi-
taasti lilkkkuvan varauksen magneettikentén osoittaminen samaksi kuin lu-
vussa o.

13.2.2 Kiihtyvissé liikkeessi olevan varauksen kentta

Tarkastellaan aluksi epérelativistista rajaa (8 < 1), jolloin 1/R-séteilyken-
tiksi tulee

E, qq(r,t) = nx (nxv)/R (13.37)

4dmeqc?
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Kuva 13.3: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen sihkokentén
kenttaviivat. Vasemmalla staattinen varaus, oikealla liikkuva varaus.

1R q
B t)=——xE=——vxn/R 13.38
missd n = R/R. Néistd saadaan Poyntingin vektoriksi
¢ |[Rxv]?
16m2¢pc® RO

1
S=—E; 4w X By = R (13.39)
Ho

TAm# vaimenee etiiisyyden funktiona kuten 1/R?, joten Poyntingin vuo ei
1/ R-séteilykentilld mene nollaksi kaukanakaan varauksesta.

Séteilyteho avaruuskulmaan df) on

dP  ¢*v?

.2
—_— = 0 13.40
dQY  16m2epc3 S ( )

missd € on v:n ja n:n vilinen kulma. Laskemalla kulmaintegraalit saadaan

Larmorin kaava

q2v2

P=—— 13.41
6megcd ( )

On oleellista ymmaértés, misté verrannollisuus tekijésin (gv)? on periisin.

Relativistisille hiukkasille £ ja #":n vilinen ero on tirked!. Aikavililld
t1 =t) + R(t))/c...ta = th + R(th)/c séteilty energia on

t2 th dt
W= [S-n] ., dt = S-n—dt’ (13.42)
t1 t/l dt

!'Tamén kappaleen loppu on yleissivistysté
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On siis mielekéstd mééritelld hiukkasen séteilyn intensiteetti S - n dt/dt’ =
S n (1 —n-3) sen omassa ajassa ja omassa paikassa:
.12

Pty ¢ 0 x (= B8) x B)

= 13.43
s} 16m2€pc (1-—n-pB3)° ( )

Kun # — 1, niin dP/dQ:n nimittdjin merkitys kasvaa ja siteilykeila alkaa
venyé hiukkasen liikkeen suuntaan. Maksimi-intensiteetti saavutetaan, kun
Omaz — 1/(27) ja keilan leveys on =~ 1/~. Koska laskuissa ei ole tehty oletuk-
sia kiihtyvyyden suunnasta, saadut kaavat kuvaavat sek& jarrutusséteily&
ettd syklotroni- ja synkrotroniséteilyd. Séteilyn kokonaisteho saadaan in-
tegroimalla kulmien yli (siis ei helposti) tai tekemélld Larmorin kaavalle
Lorentzin muunnos (jos osataan suhteellisuusteoriaa). Lopputulos on

2

P= L 558"~ (8% B)) (13.44)

~ 6mege

Pienilld nopeuksilla tédméa palautuu odotetusti epérelativistiseen tulokseen.



Luku 14

Elektrodynamiikka ja
suhteellisuusteoria

Téamén luvun esitietoina oletetaan modernin fysiikan alkeista tai muualta
tutut perustiedot Lorentzin muunnoksista jne. Koska tensorilaskenta ei ole
kaikille ennestéén tuttua, tdssa luvussa esitelldén joitain kdytéannon laskuis-
sa tarvittavia perusasioita. Johdatus tensoreihin 16ytyy CL:n liséiksi kirjois-
ta Honkonen, Pitkinen, Perko: Fysiikan matemaattiset apuneuvot (Limes,
1994) tai Arfken & Weber: Mathematical Methods for Physicists (Academic
Press, 1995) seké useista suhteellisuusteorian oppikirjoista.

14.1 Lorentzin muunnos

Suhteellisuusteoria ja elektrodynamiikka liittyvét ldheisesti toisiinsa, mika
on tullut esiin useampaan kertaan. Koordinaatistomuunnosten merkitys elek-
trodynamiikassa ilmenee esimerkiksi tilanteessa, jossa on varauksia levossa
tarkastelijan suhteen. Hén nikee niistd aiheutuvan sdhkokentén, mutta ne
eivit aiheuta hénen koordinaatistossaan magneettikenttdé. Jos tarkasteli-
ja kuitenkin liikkuu varauksiin n&hden, varaukset kuljettavat tarkastelijan
nakokulmasta sdhkovirtaa ja aiheuttavat magneettikentéin. Niinpé sihko- ja
magneettikentdt muuntuvat jollain tavoin toisikseen liikkeen seurauksena.

Ehka vieldkin tarkedmpi esimerkki liittyy lukuun 7, jossa kuljetettiin
johdetankoa magneettikentéissi ja saatiin aikaan sihkokentté. Siirrettiinpé
tankoa magneettikentéissé, kestomagneettia tangon suhteen tai muutettiin
magneettikenttédd ajan suhteen, kaikissa tapauksissa pétee sama Faradayn
laki V x E = —9B/0t. Siis vaikka kentét itsessdén riippuvat liiketilasta,
niitd toisiinsa sitova fysikaalinen laki on liikkeestd riippumatta sama.

Séahkomagneettisen aallon olemassaolo oli 1800-luvun lopulla kokeelli-
nen tosiasia. Kysymys, missé koordinaatistossa sen nopeus on tasan c, oli
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ongelmallinen. Tédhén liittyi kysymys eetteristé, johon mm. Maxwell oli it-
se uskonut ja joka oli hinelle ilmeisesti térkein syy kentdnmuutosvirran
kéayttoonottoon. Tamé pelasti myos jatkuvuusyhtdlon, miké oli tietenkin
hyvé asia sinénséd. Vuosisadan loppupuolen havainnot tdhden néenniisen
paikan pienesté siirtymisestd Maan rataliikkeen suuntaan seka kuuluisa Mic-
helsonin ja Morleyn koe, jolla pyrittiin méarittdméadan Maan liikenopeus eet-
terin koordinaatistossa, kuitenkin viittasivat siihen, etté valo etenee tyhjossa
vakionopeudella havaitsijan koordinaatistosta riippumatta.

Klassisessa Galilei-muunnoksessa koordinaatisto K’ liikkkuu koordinaa-
tiston K suhteen x-suuntaan vakionopeudella v siten, ettéd koordinaatistojen
akselit ovat samansuuntaisia ja origot yhtyvit nollahetkelld. Téalloin muun-
nos K — K'ona' =x—wt,y =y,2 = z,t/ = t. Newtonin lait ovat samat
molemmissa systeemeissd. Aaltoyhtéld ei ole kuitenkaan ole sama (HT).

Vuonna 1904 Lorentz huomasi, etté varsin erikoinen koordinaatistomuun-
nos jitti Maxwellin yht#lot samoiksi. Asian yksinkertaistamiseksi tarkastel-
laan homogeenista skalaarimuotoista aaltoyhtéloa, joka kuvaa valon nopeu-
della (z,y, z)-koordinaatistossa K etenevii aaltoa

¢  9%p n 0 B i(92g0
0x2  0y? 022 2 Ot2

(14.1)

Olkoon K’ toinen koordinaatisto, joka liikkuu tasaisella nopeudella v -
akselin suuntaan. Lorentzin muunnos on'

1

VoA
2 = z (14.2)

y 1 (t v )
= —————(t- 57
V1—v?/c? c?

Osittaisderivaatat muuntuvat muotoon

0 _ o oo
dr  Ox 0x'  Ox ot
9 _ %9
oy Oy oy
0 0z 0
o _ ol oo
ot 0t 9x' Ot ot

!Suhteellisuusteoreetikot kiyttivit yleensd yksikkojarjestelmid, jossa ¢ = 1. Me emme
tee niin.
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Sijoitetaan niaméi aaltoyhtdloon (HT), jolloin saadaan koordinaatistossa K’

Po 0o o 10%
Oz + ay/Q + 922 = 6_2875/2 (14.4)

eli aalto etenee samalla nopeudella ¢ myos koordinaatistossa K.

Lorentz ei ilmeisesti ymméartdnyt muunnoksen merkitystd. Ehkd se soti
vastoin hédnenkin késitystdédn eetterin olemassaolosta. Suhteellisuusteorian
merkityksen oivalsivat ensimméisind Poincaré ja FEinstein. Poincaré oli jo
vuonna 1899 esittdnyt suhteellisuusperiaatteen, jonka mukaan fysitkan
lakien pitdd olla samat toistensa suhteen tasaisessa litkkeessd olevissa koor-
dinaatistoissa. Vuonna 1905 Einstein lisési tdhédn postulaatin, ettd wvalon
nopeus tyhjossd on sama kaikissa koordinaatistoissa ja ritppumaton valoa
lihettdvin kappaleen litkkeestd. Suppeampi suhteellisuusteoria oli syntynyt.

Tarkastellaan Lorentzin muunnosta neliulotteisessa avaruudessa, jonka
paikkavektori on X = (ct,x,y, z). Sen koordinaatteja merkitédén =%, missi
a=0,1,2,3. Jatkossa kiytetddn kreikkalaisia indeksejé osoittamaan nelia-
varuuden komponentteja ja latinalaisia indeksejé tavallisen kolmiulotteisen
kotiavaruuden komponenteille (1,2,3 tai z,y, z). Otetaan lisdksi kiyttoon
merkinnit 3 = v/c sekid y~! = /1 — 32 = /1 — (v/c)?. Kaikilla vektoreil-
la (nelinopeus, nelivoima, nelililkeméérd jne.) on nyt nelji komponenttia.
Esimerkiksi nelinopeus u on

_dX
Cdr
missi dr = dty/1 — (32 on liikkeessé, olevan olion itseisaika eli aika mitat-
tuna sen omassa lepokoordinaatistossa.

u

(14.5)

Sellaiset muunnokset, jotka jattidvit nelibmuodon
I=c2 -2 —y? - 22 (14.6)

invariantiksi (I = I') koordinaatistomuunnoksessa K — K’ ovat Lorentzin
muunnoksia. Tamén voi todeta esimerkiksi sdhkomagneettiselle aallolle ti-
lanteessa, jossa koordinaatistojen origot ovat samat hetkelld t = 0 ja t’ = 0.
Jos origosta ldhtee tuolla hetkelld aalto, I = 0 aaltorintaman mukana kum-
massakin koordinaatistossa.

Lorentz-muunnoksen johtaminen

Esitetdan tédsséd tdydellisyyden vuoksi yksi hyvin yleisiin periaatteisiin pe-
rustuva tapa johtaa Lorentz-muunnoskaavat (K. ja R. Kurki-Suonio, Vuo-
rovaikuttavat kappaleet). Liikkukoon koordinaatisto K’ koordinaatiston K
suhteen vakionopeudella v. Havaitsijat O ja O’ havaitsevat saman tapahtu-
man ja médrittaviit sen paikan ja hetken: (z,y,z,t) ja (2',y/, 2/, t'). Lisiiksi



166 LUKU 14. ELEKTRODYNAMIIKKA JA SUHTEELLISUUSTEORIA

oletetaan, etté heilld on yhteinen fysikaalisiin ilmi6ihin perustuva standardi,
jonka perusteella he kayttavit samoja mittayksikoitd. Etsitdén havaintojen
vélinen yhteys kéyttden neljas yleistd ehtoa.

Ehto 1. Aika ja avaruus ovat homogeenisia ja isotrooppisia. Kahden infini-
tesimaalisen ldhekkéisen tapahtuman siirtymien ja aikavéilien vélinen muun-
nos (dr, dt) « (dr’,dt') on silloin sama aina ja kaikkialla eli niiden vélilli on
lineaarinen yhteys. Téstéd seuraa, ettd myos koordinaattien vélinen yhteys
on lineaarinen:

¥ = az+biy+ciz+dit+er

"' = aox +boy+ coz + dot + e
Z = asx+bsy+c3z+dst +e3
' = aur+byy+ caz +dat + ey

missé a;, b;, ¢;, d;, e; ovat vakioita.

Yleisyytta rajoittamatta voidaan sopia, ettéd koordinaatistojen origot yh-
tyvat kummankin nollahetkelld. Voidaan myos sopia, ettéd koordinaattiakse-
lit ovat samansuuntaisia ja ettid K’ lilkkkuu K:n x-akselia pitkin positiiviseen
suuntaan. T&ll6in yhtaloryhmé yksinkertaistuu muotoon

2 = axr+bt
! — y

Z = z

' = hx+kt

Ehto 2. Koordinaatistojen suhteellinen nopeus on kummankin havaitsijan
mielestd sama. T#lloin K’ origossa hetkelld ¢ sattuva tapahtuma havai-
taan K:ssa hetkelld t pisteessid x = vt tapahtuvaksi: (vt,t) < (0,¢). Vaadi-
tun symmetrian mukaan pitee vastaavasti (0,t) < (—ot’,t’). Sijoittamalla
muunnoskaavoihin saadaan

0 = avt+bt

t' = hvt+kt
—vt' = bt

t = kt

Muunnos siis pelkistyy muotoon

¥ = k(z— ot
y =

Z = z

t' = k(t—ax)
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missid o = h/k.

Ehto 3. Valon nopeus c on absoluuttinen. Témé on ratkaiseva ero klassiseen
Galilei-muunnokseen verrattuna. Ajatellaan, ettd yhteiselld nollahetkell yh-
teisessé origossa tapahtuu valonvaldhdys. Valon saapuminen mielivaltaisessa
pisteessi olevaan ilmaisimeen havaitaan hetkill4 ¢ ja t'. Tapahtumien vastaa-
vuus on (x = ct,t) < (' = ct’,t’), koska ¢ on sama kummankin havaitsijan
mielestéd. Téasté seuraa, etté

ct' = k(ct—t)
t' = k(t— act)

ja voidaan ratkaista a = v/c?.

Ehto 4. Kiinteismuunnos saadaan symmetrisesti vaihtamalla nopeuden
etumerkki eli molempien inertiaalikoordinaatistojen on oltava samassa ase-
massa (vrt. ehto 2). Talloin

r = k(x +ot)
= k(t' +va'/c?)

Néin voidaan ratkaista k = 1/y/1 — (v/c)?.
Lorentz-muunnoskaavat ovat siis

— ot
¥ = #—fy(m—vt)

V1-(v/e)?
y

z = Z

,  t—wvz/d
t = W—’Y(t—véﬂ/CQ)

14.2 Tensorilaskentaa

Edellé ollut x-akselin suuntainen Lorentzin muunnos voidaan kirjoittaa mat-
riisiyht&loné

0 v -8

—B
. (14.7)
0

o o

o = O O
_ o O O
8 8 8 8
U )

Merkitsemélla kerroinmatriisia A:lla tdmé voidaan kirjoittaa tensorimuodos-
sa
't = A, a” (14.8)
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missé on kidytetty Einsteinin summaussaintos eli toistetun indeksin yli sum-
mataan:

ot =AY = A (14.9)

Téssé luvussa kiytettivassi tensoriformalismissa indeksien paikka ja jérjes-
tys ovat térkeitd?. Toisen kertaluvun tensoreilla indeksien jirjestys kertoo,
onko kyseessd tensorin matriisiesityksen vaakarivi vai pystyrivi. Vektoria,
jolla on yldindeksi, kutsutaan kontravariantiksi vektoriksi ja alaindeksill&
varustettua vektoria puolestaan kovariantiksi vektoriksi. Summaus tapah-
tuu aina ylé- ja alaindeksin vililld. Jos tensorilaskenta muotoillaan ilman
yla- ja alaindeksejé, siitd tulee teknisesti jonkin verran hankalampaa.

Kahdesta kontravariantista vektorista u* ja v¥ muodostetaan toisen ker-
taluvun tensori T suorana tulona, jonka komponentit muodostavat mat-
riisin w#v”. Tensori TH” muuntuu siis seuraavasti:

T = AP LAY 3T (14.10)

Muotoillaan mééritelmé yleisemmin: jokaista suuretta 7%, joka muuntuu
télla tavalla Lorentz-muunnoksessa, sanotaan 2. kertaluvun (kontravarian-
tiksi) tensoriksi.

Kahden kontravariantin nelivektorin pistetulo mééritelldan puolestaan

A-B=g,sA°BP (14.11)
missé,
1 0 0 0
0 -1 0 0
Jap = 0 0 -1 0 (1412)
0 0 0 -1

on metrinen perustensori. Se on symmetrinen (go3 = gga) ja silld on
kidnteismatriisi ¢®° eli ¢*° ggy = 0%, misséd 0%, on yksikkotensori eli Kro-
neckerin deltan neliulotteinen vastine, jolle 0%, = 1, kun a = v ja muulloin
0% = 0.

Metriselléd perustensorilla on térked laskutekninen rooli. Koska summaus
tapahtuu aina yla- ja alaindeksin vililla, tdytyy esimerkiksi kahden kontra-
variantin vektorin pistetuloa laskettaessa toinen muuntaa kovariantiksi eli
laskea sen indeksi alas, miké tapahtuu seuraavasti:

0P = %Pva; 5 = Gapv® (14.13)
Edelli oleva pistetulo (14.11) on siis

A-B=g,3A°B’ = AgB® = A°B, (14.14)

2Kasin kirjoitettaessa kannattaa ”tyhjd” indeksi merkitd vaikka pisteelld: A%



14.3. LORENTZIN MUUNNOKSET JA DYNAMIIKKA 169

Samalla tavalla nostetaan ja lasketaan toisen tai korkeamman kertaluvun
tensoreiden indeksejé:
To" = gou TP (14.15)

Huom. Metrisen perustensorin komponenttien 4+-merkit maéritellasn joko
néin tai pdinvastoin. Valinnalla ei ole fysikaalista merkitysté, mutta lasket-
taessa on pidettivé kiinni tehdystd valinnasta. Lisdksi indeksit on syytéa
kirjoittaa selvésti perdkkiin, etteivit vaaka- ja pystyrivit mene sekaisin.

Invariantti neliomuoto I ennen Lorentzin muunnosta on
I= gaﬁxaazﬁ (14.16)
ja Lorentzin muunnoksen jilkeen (z# — 2/t = AH,z%)
I' = g AV o N gzl (14.17)
Vaatimus I = I’ antaa ehdon
G o N g = gap (14.18)

tai
g A AP, = gof (14.19)

Vain sellaiset muunnokset, jotka toteuttavat tdmén yhtélon, ovat Lorentzin
muunnoksia. Yleisessé lineaarisessa muunnoksessa on 16 vapaata parametria
ja ehdossa (14.19) on 10 eri yht#lod, joten Lorentzin muunnoksessa on kuusi
vapaata parametria: pusku jokaisen (kolmiavaruuden) koordinaattiakselin
suuntaan ja kierto jokaisen akselin ympéri.

Madritetdan vield (Afl)a,y. Merkitisn M2, = g*’A¥ 59, ja kerrotaan
puolittain A#,:lla:

AuaMa'y = gaﬁAuaAyﬁgwy = gw/gzxfy = (wfy

joten
(AH™, = g\ 39,y = A© (14.20)

HT: laske A~! z-akselin suuntaisen Lorentz-muunnoksen tapauksessa.

14.3 Lorentzin muunnokset ja dynamiikka

Vaikka suhteellisuusteorian fysikaalinen perusta onkin elektrodynamiikassa
— valon nopeushan on nimenomaan sdhkoémagneettisen aallon nopeus, Lo-
rentzin muunnokset, ajan venyminen jne. ovat useille tutumpia mekaanisen
liikkeen avulla annetuissa esimerkeissé.
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Valon nopeus on rajanopeus, jolla vain massaton hiukkanen voi edeté.
Sitd ei voi saavuttaa laskemalla yhteen nopeuksia, jotka ovat alle valon
nopeuden, eli esimerkiksi tekemélld kaksi Lorentz-muunnosta peridkkéin.
Yhtilst (14.2) kuvaavat muunnosta koordinaatistoon K’, joka liikkuu no-
peudella v koordinaatiston K suhteen. Liikkukoon sitten koordinaatisto K’
nopeudella v' koordinaatiston K’ suhteen, jolloin

1
e o — o't
V1—v"7/c? ( )
" — y/
2= 7 (14.21)

1 v’
— 7<tl—— />
V1=0v7?/c? 2"
Sijoittamalla téhén systeemin K’ (yhdelld pilkulla merkityt) koordinaatit
muunnoksen (14.2) mukaisesti saadaan yhdistetty muunnos

7" = \/#72/02 (z —wt)
" =
2= 2 (14.22)
1 w
t" = Nierr: (t -3 x)
missé ,
w = % (14.23)

Téaméi on nopeuksien yhteenlaskukaava. Olivatpa v ja v’ kuinka ldhelld
valon nopeutta tahansa, niiden summa j&é kuitenkin alle valon nopeuden.
Téama on itse asiassa seuraus siité, ettd Lorentzin muunnokset muodostavat
matemaattisesti ryhmén. Yhdistdmaélld kaksi muunnosta saadaan uusi Lo-
rentzin muunnos, téssid tapauksessa koordinaatistosta K koordinaatistoon
K", joiden suhteellinen nopeus on w.

Suppea suhteellisuusperiaate voidaan ilmaista sanomalla, etta kaik-
ki Lorentzin muunnosten yhdistamdt inertiaalijdrjestelmdt ovat samanar-
voisia kaikkien fysikaalisten tapahtumien kuvailussa. Tamé& jattad kiihtyvat
koordinaatistot tarkastelun ulkopuolelle. Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti
tavallista massapistemekaniikkaa suhteellisuusperiaatteen valossa.

Kutsutaan massapisteen (hiukkasen) liikerataa neliavaruudessa sen maa-
ilmanviivaksi ja merkitddn sen koordinaatteja x#. Differentiaalit dz* mé&a-
rittdvat hiukkasen differentiaalisen siirtymén pitkin maailmanviivaa. Muo-
dostetaan sitten Lorentz-invariantti skalaarisuure

ds* = g, datdz” (14.24)
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joka on sama kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa. Tarkastellaan nyt hiuk-
kasta koordinaatistossa, jossa se on hetkellisesti levossa. Tlloin

dz’ = (dz’,0,0,0) (14.25)
eli tédsséd koordinaatistossa vain aika kuluu. Nyt
ds® = goo(dz™)? = c2(dt')? (14.26)

Ajanlaatuinen suure ds/c on invariantti aikavili hiukkasen hetkellisessé le-
pokoordinaatistossa eli se on hiukkasen mukana liikkuvan kellon mittaama
aikavili. Méadritelladn kiintedstd maailmanpisteesté s4 laskettu hiukkasen
ominaisaika integraalina

s a1 () () (2 -
[ e A 2 |\t dt dt

(14.27)
Téssé esiintyy kolminopeus v koordinaatistossa K:
do!' dx? da?
=|—,—, — 14.28
M ( dt > dt ’ dt (14.28)

Ominaisajan differentiaalinen muoto on sama kuin luvussa 14.1 mainittu
dr B
VI—0v2/

joka kuvaa ajan venymisté liikkeessé olevassa koordinaatistossa.

dt (14.29)

Hiukkasen nelinopeus u méaéritelldsin sen nelipaikan derivaattana omi-
naisajan suhteen. Sen komponentit ovat

B dx*

ut = —— (14.30)
T

Kolminopeuden avulla ilmaistuna tdmé on u = (ye¢,yv). Suoralla laskulla
nahdéén, ettd nelinopeuden nelié on invariantti:

u? = g utu’ = (14.31)
Vastaavasti méaéritellddn nelikiihtyvyys

o _
dr dr?

(14.32)

Nelinopeus on nelivektori, koska x* on nelivektori ja d/dr on invariantti.
Téll6in myos nelikiihtyvyys on nelivektori.
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Tarkastellaan sitten Newtonin liikeyhtaloa

dp
—=F 14.33
o (14.33)
missd p = mv on lilkem#ard. Tamé& on kuitenkin Galilei-invariantti yhtlo,
missd mikéddn ei rajoita nopeutta alle valon nopeuden. Muodostetaan neli-
vektoriyhtélo

d
—ut = KH 14.34
modTu ( )

missd mg on massanlaatuinen vakiosuure ja K* nelivoima. Jotta tdm4 olisi
kelvollinen liikeyht#lo pienen nopeuden rajalla (sama asia kuin raja ¢ — o0),
sen avaruusosasta on saatava Newtonin liikeyht&ld. Kdyttéden koordinaattiai-
kaa t kirjoitetaan yht#lon avaruuskomponentit muodossa

d movt

Jos ulkoinen voima on nolla, liitkem#&éré on vakio, joten litkemé&aréan mééritel-

méksi tulee A
i mov*
= 14.36
P (1436
joka rajalla 8 — 0 vastaa Newtonin mekaniikan liikem#&arasa. Néin kolmivoi-
man ja nelivoiman vélinen yhteys on

F'=K'%/1 -2 (14.37)

Liikeyht&lon (14.34) nollannen komponentin méérittamiseksi kirjoitetaan se
nelikiihtyvyyden a* avulla

moat = KV (14.38)
Laskemalla nelikiihtyvyyden ja nelinopeuden pistetulo saadaan
, 1d y 1d
guat'u” = §E(gwu“u )= 27 =0 (14.39)

eli nelikiihtyvyys ja nelinopeus ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten
myos
gu K u” =0 (14.40)

Sijoittamalla téhén nelinopeuden komponentit (v = (ye,yv)) ja nelivoiman
avaruusosa jéa jaljelle

3 . A
c 0o vt F"
7 LR VIEVIoP (1
eli | F
o_ 1+ v
K= T (14.42)
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Liikeyhtalon nollas komponentti on siis

i moc? B
dt J1—32

Hiukkasen liike-energia méaritellddn Newtonin mekaniikassa siten, ettéd sen
aikaderivaatta (teho) on F-v. Tarkastellaan sitten energianlaatuista suuretta

F.-v (14.43)

2
W= 0 (14.44)

I

Binomisarjan avulla saadaan

W = m002

’02 ’04
L5540 <E>] (14.45)

Epérelativistisella rajalla (6 — 0) téstd tulee
2, 1 2
W = moc” + 5Mov (14.46)

eli Newtonin mekaniikan mukainen mg-massaisen hiukkasen liike-energia ja
suure moc?, jota kutsutaan mg-massaisen hiukkasen lepoenergiaksi.
Nyt neliliikemé#ri voidaan kirjoittaa muodossa
W mov?
=|—, — 14.47
P ( p W) (14.47)
tai

P =mou” (14.48)
Téamén invariantiksi nelicksi saadaan
Gup"p’ = (moe)? = W?/c* — p? (14.49)
Relativistiset liikeyht&l6t voi tiivistdd muotoon

d

—pt = KH 14.50

dTp ( )
Huom. Hiukkasen massa on mg. Sitd kutsutaan joskus lepomassaksi, mutta
sithen ei ole mitd#in syyté, silld massa mg on itseasiassa Lorentz-invariantti
suure, joka mééarittelee lepoenergian kaavalla

Wo = lim W = moc? (14.51)
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14.4 Elektrodynamiikan kovariantti formulointi

Tarkastellaan seuraavaksi Lorentzin voiman lauseketta muodossa
F' = q(E" + ¢ 3,07 BY) (14.52)

missé €;;; on permutaatiotensori ja summataan toistettujen indeksien yli
(HT: kertaa €;;;:n ominaisuudet). Varaus ¢ oletetaan invariantiksi séilymis-
lain perusteella. Edelld saatiin hiukkasen liikeyht&lé muotoon

dp*
— =K 14.53
dr ( )

missé nelivoiman komponentit ovat
KO = %F v K'=~F (14.54)

Oletetaan nyt, etté kyseisen voiman avaruusosa on juuri Lorentzin voima.
Kirjoitetaan liikeyhtilo komponenteittain. Aikakomponentista tulee

gl

dO
L _ogr=lrpv=2yE v (14.55)
C C

dr

eli kentédn tekemé ty6. Paikkakomponenteista saadaan

dp' E!
dizyq(E1+(UZB3—v3B2)):q<—u0+u2B3—u332>

T C

dp? E?
di — g (E2 + (3B - 0133)) =q <_u0 +u3B' — ulB?’) (14.56)
T C

dp’ 12 2l E? 12 2 pl
d—=’yq(E3+(vB —UB))=q —u’ +u'B* —u’B

T C

Aika- ja paikkakomponentit voidaan koota yht&aloiksi

o= qug " (14.57)
missd (FO1, FO2, FO%) = (1/¢)(E', B2, B%), (F%, F¥, F'?) = (B!, B, %) ja
FH = —FYF Tiasté saa suoralla laskulla liikeyht&lon komponentit.

Osoitetaan sitten, ettd (F*¥) on kelvollinen toisen kertaluvun tensori eli
ettd se muuntuu oikein Lorentzin muunnoksissa. Todetaan aluksi, etti kova-
riantin vektorin muunnos on ujy = Ag®uq = (A™1)* yun, minkd voi pételli
suoraan muunnoskaavojen avulla. Sen nikee teknisemminkin nostamalla
ja laskemalla indeksejd perustensorin avulla: u’ﬁ = gupu™ = gupAt u’ =
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gupNL g e = (A_l)o‘ﬁua, missd kaytettiin lopuksi tulosta 14.20. Muun-
nettu liikeyht&lo on siis

1
i
T

v

d
& AH, d]:' = quauaF/ﬁ“ = gA* juo F

= AgOF P = AP, FW
o (A—l)aBF/ Bu _ A;,LVFQ’V

& NG (AT GF Pl = AT AM P
& P = AV AH P (14.58)

Tensoria (F*) kutsutaan sihkdmagneettiseksi kenttéitensoriksi ja
sen komponentit ovat

0 El/)e E?/c E3/c
—E'c¢ 0 B3 -B?
~E%/c -B3> 0 B!
-E3/c B* -BY 0

(FH) = (14.59)

Kirjoitetaan sitten Maxwellin yhtalot kenttdtensorin komponenttien avulla.
Midritelldéin ensin operaattori 0,: 0/0x® = (0/0x°,V). Vastaavasti 9% =
0/0xq = (0/0xy, —V). Indeksien sijoittelu on loogista: 9, muuntuu kuten
kovariantti vektori, koska 9/0x'® = (9x” /0x'®)0xP.

Nyt V- E = p/eg = poc?p tulee muotoon
NF + 05 F + 93F% = pigep (14.60)
Amperen ja Maxwellin lain kolme komponenttia ovat puolestaan

80F10 + 62F12 + 63F13 — ,Uf(]jl
o F20 B F21 23 __ -2

DD 4 FD £ 0, FD = g (14.61)
aOF?)O + 61F31 + 82F32 _ ,Uf(]jB

Ottamalla kiyttoon nelivirta J = (j#) = (cp,J) voidaan nédmé yhtilst
kirjoittaa muodossa

B, F* = gt (14.62)
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Nelivirta on nelivektori, joten varaustiheys p ja virrantiheys J muuntuvat
samalla tavalla kuin aika ¢ ja paikka r. Homogeeniset yhtélét (V - B =
0, V x E + 9;B = 0) saadaan muotoon (HT)

804F1g7 + 85FW + BvFaﬁ =0 (14.63)

Koska Maxwellin yht#lot voidaan kirjoittaa tensoriyhtéloiné, ne séilytta-
vt muotonsa Lorentzin muunnoksissa. Nain siis Maxwellin 1860-luvulla ke-
hittdmaé teoria on osoittautunut ensimmaéiseksi suppeamman suhteellisuus-
teorian kanssa sopusoinnussa olevaksi fysiikan kuvailuksi.

HT: Totea toisen kertaluvun tensoreiden muunnoskaavojen avulla, etté suu-
re FogF of on invariantti Lorentz-muunnoksessa. Lausu sitten tdmé suure
kenttien avulla.

14.5 Kenttien muunnokset

Elektrodynamiikan Lorentz-kovarianssi tarkoittaa siis sitéd, ettd Maxwel-
lin yhtdlot ovat samat inertiaalikoordinaatistosta riippumatta. Sitédvastoin
sahko- ja magneettikentéit riippuvat havaitsijan liiketilasta. Muunnosten téy-
tyy olla sellaiset, etté sijoitettaessa muunnetut kentédt Maxwellin yhtaloihin
tuloksena ovat alkuperaiset yhtélot. Kaikki tdmé on jo edellisen kappaleen
formalismin sisélld, mutta johdetaan téssd vield kenttien muunnoskaavat.

Valitaan koordinaattiakselit siten, ettd koordinaatistojen vélinen suh-
teellinen nopeus v on z-akselin suuntainen. Muunnosmatriisi on talléin

¥y =8 00

py_| =8 v 00
(A%) 0 0 10 (14.64)

0 0 0 1

Muuntumaton sihkokentin 1-komponentti on F°' = E!/c, mikd nihdisn
laskemalla F’ O

FI 01 _ AOHAIVF‘LW
AOOAIOFOO + AOOAllFOI + A01A10F10 + A01A11F11
1 1
= -E' 4+ %2 (—-E") => E'=FE' (14.65)
Cc Cc

Siis puskun suuntainen sihkokentté siilyy ennallaan. Lasketaan seuraavaksi
F%2 = E?/c:n muunnos:

F 02 _ AOHAQVFMV _ A00A20F02 + AOOA22F02 + A01A22F12
1
= ~y-E?-pByB* = E?=+E%-yB? (14.66)
C
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Vastaavat laskut komponentille E3 ja magneettikentéin komponenteille an-
tavat muunnoskaavat

h () =E(r,t) ; E (' t')=~5EL(r,t)+vxB(r1))
(14.67)
B|(r,t) = By(r,) ; B,(r,t)=(BL(rt) - C%v < B(r,t))

missé || ja L viittaavat vin suuntaisiin ja sitd vastaan kohtisuoriin kompo-
nentteihin.

Esimerkki. Liikkuvan varauksen kenttia

Kasitelldsdn luvun 13.2.1 esimerkki suhteellisuusteorian keinoin. Pistevaraus
liikkkuu nopeudella v z-akselia pitkin pilkuttomassa tarkkailijan koordinaa-
tistossa, jossa halutaan madrittéad kentéit. Olkoon pilkullinen koordinaatisto
sellainen, ettd se lilkkuu varauksen mukana ja sen origo olkoon varauksen
kohdalla. T#llin

/

B =0
qr

/ —

Kéytetasin edelld johdettuja muunnoskaavoja (kddnteisesti!):

/

qx
E, = FE =FE = —W_
v I r dreg(r')3
vqr',
E, =1E, = ——— 14.69
1 YR 471'60(7"/)3 ( )
Vektorin r’ komponentit ovat
v = (y(z —vt),y, 2) (14.70)
Maéritelldadn suure
jolloin séhkokentdn komponentit ovat
g q (z—vt)
L = = =
dmeg 3 (1*)3
q 7Y
E, = 14.72
v dreg y3(R*)3 ( )
Bo— 1

dmeg 72 (R¥)?
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eli koottuna vektoriksi
q R

“ T @y ) (7

missi R = (z — vt, y, z). Tdmé& on luvusta 13.2.1 tuttu tulos.
Magneettikentédksi tulee puolestaan
B, = Bj=0
B < E v XE = LvxE (14.74)
= Y5V =v5V =S5V .
€L 702 702 1 2 1

eli

1
B=5vxE (14.75)

14.6 Potentiaalien muunnokset

Homogeeniset Maxwellin yhtdlot ovat luvussa 14.4 opitun mukaan
aaFm + (%Fm + a»yFag =0 (14.76)

Namaé yhtélot ovat valttamattomia ja riittavid ehtoja sille, ettd on olemassa
nelipotentiaali A, jolle

Fu = 0,4, — 0,4, (14.77)

Suoralla laskulla néhdéén, ettd néin esitetty F), toteuttaa homogeeniset
Maxwellin yhtélot eli valttdméttomyysehto on voimassa. Riittédvyysehdon
todistaminen sivuutetaan (ks. CL).

Nostamalla indeksit saadaan
FHP = g¥ A* — 9H AY (14.78)

Muistamalla kenttétensorin mééritelmé ja kenttien esitys potentiaalien avul-
la saadaan nelipotentiaali

(A4%) = (¢/c, A) (14.79)
joka toteuttaa aaltoyhtélon
0,07 A” — 0" (0, A%) = poj” (14.80)

Valitsemalla Lorenzin mittaehto (0,A% = 0) tdmé palautuu tutuksi aalto-
yhtéaloksi.

Todetaan lopuksi, ettd nelipotentiaali yleenséd ajatellaan nelivektoriksi.
Tamé& on oikeutettua, vaikkakaan ei valttdméatontd. Voidaan osoittaa, etté
nelipotentiaali muuntuu mittamuunnosta vaille nelivektorina (ks. CL).
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14.7 Sailymislait

Luvussa 9 esitettiin energian, liikemé&érin ja impulssimomentin séilymislait
kolmiavaruuden Maxwellin jannitystensorin avulla. Esitetddn ndma sdilymis-
lait nyt kovariantissa muodossa.

Lorentzin voimatiheys on
f=pE+J xB (14.81)
Olkoon f = (f!, f2, f3). T&llsin

fl _ pEl +j233—j332
— CpFOl +j2F12 _j3F31
= GoF" — joF'? 4 jgF3t (14.82)
= JoF" +joF* + jsF*

silld (jo’jlanajg) = (jOa _jla _j2a _]3) Koska F'** = O’ niin

fr=jaF* (14.83)
Lorentzin voimatiheys on siten nelivektorin f# = j,F*" avaruusosa. 0-
komponentti on puolestaan
1
fO — jaFao — _FOaja = EE . J (14.84)

eli tehoh&vio tilavuusyksikossé. Koska
. -3 1 1% 1 v
Joa = Gap) = _gaﬁal/F = _az/Fa (14'85)
Ho Ho
voidaan nelivoima kirjoittaa muodossa

1
= %(ayFa”)Fa“ (14.86)

Miééritellddn (jélkiviisaasti) symmetrinen tensori (77#)
1% 1 |78 nle’ 1 v af v
T = —[FVF" — S g Fag P = T" (14.87)
Ho

Nyt pieni indeksijumppa antaa tuloksen
1
0,T"" = —(0,F,")F* = fH (14.88)
Ko

(T on siis sellainen tensori, jonka divergenssi antaa Lorentzin nelivoima-
tiheyden. Tensori on Maxwellin jénnitystensorin yleistys neliavaruudessa.
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Téamén toteamiseksi lasketaan tensorin komponentit. Tensorin mééritelméssa
on mukana invariantti —(1/4)F,gF*? = (1/2)((E/c)? — B2), joka tulee mu-
kaan diagonaalisiin termeihin. Nyt

1 1/1 E> B’
700 _ & |:Fa0Fao 4= (—2E2 _ 32)} = (60 + ) (14.89)
C

o 2 2 2up
eli kentéin energiatiheys we,, = —1%.
02 1 0 pad 1 7 1 7
™" =—F,F*"=...(HT)...=—(ExB)'!=—--S (14.90)
Ho c c

ovat puolestaan Poyntingin vektorin komponentit. Pelkéstédédn avaruusosia
sisdltavit komponentit ovat

1 1/1
kl k kl 2 2
E? 1 B?
= E*E' + M 4 —pBEBl 4 M (14.91)
2 1o 2410

— TH Tk

eli luvussa 9 johdetun Maxwellin jannitystensorin 7 sdhkoiset ja magneet-
tiset komponentit. Tensori T on Maxwellin jiannistystensorin laajennus,
koska sen Oa-komponentit antavat suoraan sekd sidhkomagneettisen energia-
tiheyden ettd Poyntingin vektorin.

Tuloksista fH = j, FF* ja fF = (%Tﬁ“ saadaan yhtalo
OTPH = j For (14.92)
Téamén nollas komponentti 8ﬁT50 = jo F*0 antaa

OWem,
ot

+V-S=-J-E (14.93)

eli differentiaalisen energian séilymislain (Poyntingin teoreeman). Avaruus-
komponentit @;Tﬁi = jo F® puolestaan antavat liikkemédrin siilymislain

_%(GOE x B)! + 0p (T} + T))) = pE' + (I x B! (14.94)

Olemme siis onnistuneet kirjoittamaan olennaisesti koko klassisen mikros-
kooppisen elektrodynamiikan kovariantissa muodossa, kun viéliaineeksi ole-
tetaan tyhjo.

Luvussa 13 késitelty liikkkuvan varauksen séteily voidaan esittdd hieman
tyylikkdammin téssd luvussa kisitellysséd formalismissa. Asiasta kiinnostu-
neita kehotetaan tutustumaan CL:n lukuun 13 tai Jacksonin séteilyteoriaa
késitteleviin lukuihin.



Luku 15

Varatun hiukkasen liike
SM-kentassa

Tarkastellaan lopuksi varatun hiukkasen liikettd sihkomagneettisessa ken-
téssé. Liikeyhtéld on tullut esiin useaan otteeseen kurssin aikana aiemmin-
kin. Yleisesti asetettuna tehtévané on ratkaista relativistinen liikeyht#lo

dp/dt = q(E+ v x B) (15.1)

missd p = mv/y/1— (v/c)?. Lisiiksi muistetaan, ettd kenttd tekee tyoti
teholla dW/dt = gE-v. Liikeyht&lo on hankala integroitava yleisille ajasta ja
paikasta riippuville kentille, joten se on yleensé ratkaistava numeerisesti. Jos
aika- ja paikkariippuvuuksien voi olettaa olevan riittdvén hitaita ja laakeita,
on mahdollista kayttad hiiridteoriaa ldhtien vakiokentistd ja tehd& niihin
pienid korjauksia.

15.1 Sateilyhidvioiden vaikutus

Liikeyhtélon késittelyyn siséltyy hyvin vaikea ongelma. Jos hiukkasella on
kiihtyvyytté, se séteilee ja séiteily kuljettaa mukanaan energiaa, litkem&arai
ja liitkem&ardmomenttia. Varatun hiukkasen séteilyd kuitenkin tarkastellaan
tyypillisesti kaksivaiheisesti. Ensin ratkaistaan liikeyht&lostd hiukkasen rata
annetussa ulkoisessa kentissi. Sen jilkeen lasketaan séteilyhéviot olettaen,
ettd hiukkanen pysyy ratkaistulla radallaan. K&yténnossi monessa tilantees-
sa séteilyn vaikutus voidaankin jattdd huomiotta.

Séteilyn merkitysté voidaan arvioida tutkimalla tilannetta, jossa hiukka-
sen (varaus ¢) kiihtyvyys on suuruusluokkaa a ajan T verran. Jos nopeus on
paljon valon nopeutta pienempi, niin Larmorin kaavan perusteella hiukkasen
siteilemé energia on

q¢*a’T

Wraa ~ 6megc?

(15.2)
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Jos kyseesséd on levosta ldhtenyt hiukkanen, niin silloin sen liike-energia on
luokkaa Wy, ~ m(aT)?. Siten

Wrad N C]2 _ 1
Wiin  6megmc3T T

(15.3)

missi 7 = ¢ /(6megmc®) on karakteristinen aika. Varauksellisista hiukkasis-
ta se on suurin elektroneille (~ 10723 ), miss# ajassa valo etenee matkan
er ~ 107" m. Jos taas kyseessd on jaksollinen liikke amplitudilla d ja kul-
mataajuudella w, niin Wy, ~ mw?d?, a ~ w?d ja T ~ 1/w. Silloin

Wrad/Wkin ~ WT (154)

Yhteenvetona voi todeta, ettd siteilyhéviot ovat lyhytkestoisessa liik-
keessd merkittivia vain, jos hiukkasen liike muuttuu ulkoisten voimien takia
merkittdvéasti aikaskaalassa 7 tai pituusskaalassa cr. Pitkédkestoisessa liik-
keessd kumuloituvat séteilyh&viot on puolestaan aina otettava huomioon.

15.2 Homogeeninen ja staattinen B

Oletetaan aluksi, ettd E = 0 ja B = vakio. Rajoitutaan lisdksi epérelativis-
tiseen tapaukseen v << ¢, jolloin

dv

mo = q(v x B) (15.5)

Ottamalla tistd pistetulo v:n kanssa saadaan

dv d [ mv?
_— = — —_— p— 1 .
m - v pm < 5 ) 0 (15.6)

Hiukkasen liike-energia ja nopeuden itseisarvo ovat siis vakioita. Valitaan
koordinaatisto siten, ettd B = Be,. Talloin

mi, = qBuv,
mv, = —qBu, (15.7)
mv, = 0

Magneettikentén suuntainen nopeus on siis vakio (vj).

Ratkaistaan liikeyhtils alkuehdoilla r(0) = 0 ja v(0) = (vo, 0, v)). Mééri-
tellddn pyoridhdystaajuus eli syklotronitaajuus eli Larmorin taajuus

we = gB/m (15.8)
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Koska §j = —w.Z, niin integroimalla ja alkuehdot huomioimalla saadaan
vy = —wcx. Télloin yhtélostd @ = w.y seuraa
i+ wlr=0 (15.9)

Yhtélo kuvaa harmonista vérdhtelyd, jonka kulmataajuus on w.. Ratkaise-
malla hiukkasen rata ndhd#én (HT), ettd ratakéiyridn projektio zy—tasossa
on ympyré, jonka sdde on

V] muv |

o]~ TalB (15.10)

L
Téssd v) = /v2 + vg on hiukkasen nopeus kohtisuoraan magneettikenttai

vastaan. Sadettd r kutsutaan py6rihdysséteeksi (Larmorin séteeksi) ja
pyorimisliikkeen keskipistetté johtokeskukseksi (guiding center, GC). Yh-
teen kierrokseen kuluva aika, pyorihdysperiodi (Larmorin aika), on

71, = 27/ |we| (15.11)
Katsottaessa magneettikentén suuntaan myotépéaivaan pyorivan hiukkasen
varaus on negatiivinen (HT).

Néin hiukkasen liikke on jaettu kahteen komponenttiin: vakionopeus v
kentdn suuntaan ja pyorimisliike v| kenttd#d vastaan kohtisuoraan. Néiden
summa on ruuviviiva. Ruuviviivan nousukulma mééritelldsn kaavalla

tana = v, [y (15.12)
Koordinaatistoa, jossa v = 0, kutsutaan johtokeskuskoordinaatistoksi
(guiding centre system, GCS).

GCS:ssé varaus aiheuttaa sihkovirran I = ¢/7p, johon liittyvd mag-
neettinen momentti on

1¢*riB  1mwi W,

B = = 15.13
A=Al =9"m "2 B ~ B (15.13)
Vektorimuodossa magneettinen momentti on
1
B=Sqrn XV (15.14)

Koska pyorahdysséddevektorissa on mukana varauksen merkki, p:n suunta on
varauksesta riippumatta vastakkainen taustan magneettikentille eli vapaat
varatut hiukkaset muodostavat téssd mielesséd diamagneettisen systeemin.

Myo0s relativistinen liikeyhtédlo on téssd tapauksessa helppo ratkaista.
Koska liike-energia on vakio (p - dp/dt = 0), niin v on vakio. Liikeyht&lon
komponentit ovat siis

ymi, = qBwv,
ymv, = —qBu, (15.15)

ymv, = 0
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=

ioni

elektroni
©) 0000000000000000 )
B

Kuva 15.1: Sahkoinen kulkeutuminen.

eli vakiotekijaa + lukuunottamatta samat kuin edelld. Pyorahdystaajuus on
nyt w. = q¢B/(ym).

15.3 Homogeeniset ja staattiset B ja E

Oletetaan nyt, ettd vakiomagneettikentén lisdksi hiukkasiin vaikuttaa myos
vakiosihkokenttd E. Magneettikentdn suuntaiseksi epérelativistiseksi liike-
yhtéloksi tulee

Tamé kuvaa kiihdytystd magneettikentéin suuntaan. Tarkastellaan sitten
poikittaista sdhkokenttdd ja valitaan se x-akselin suuntaiseksi, jolloin

Vg = Wely + iEx
m
Uy = —Wly (15.17)

Ratkaisun yksityiskohdat jatetddn harjoitustehtédviksi. Téssékin tapaukses-
sa hiukkanen kieppuu GC:n ympéri, mutta GC kulkeutuu y-akselin suuntaan
nopeudella F,/B. Vektorimuodossa kulkeutumisnopeus on

_E><B

VE =~ (15.18)

Tatéd kutsutaan sdhkoéiseksi kulkeutumiseksi tai £ x B-kulkeutumiseksi
(kuva 15.1). Kulkeutumisnopeus ei riipu varauksesta eikd hiukkasen massas-
tal

15.4 Liikeyht&l6 kanonisessa formalismissa

Hiukkasliike voidaan késitelld elegantisti kdyttien mekaniikasta (toivotta-
vasti) tuttua kanonista formalismia. Koska elektrodynamiikan esitietoina ei
kuitenkaan oleteta mekaniikan kurssia, seuraava j&é yleissivistivéksi térke-
dksi tiedoksi.
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Sijoitetaan sdhko- ja magneettikentdt Lorentzin voiman lausekkeeseen
skalaari- ja vektoripotentiaalien avulla:

F=q¢(—Ve—-0A+1x(VxA)) (15.19)

Muunnetaan tdmé kanoniseen muotoon ilmaisemalla se riippumattomien
muuttujien r ja = v avulla. Kédytetdéin seuraavassa merkintéja d0/0r; =
0; = V; ja oletetaan summaus toistetun indeksin yli. Suorilla laskuilla
nahd&an, etté

[ x (VxA); =7;0,A; —7;0;A; = 0;(F - A) — (- V)A

Yhtéloiden dA/dt = ;A + (- V)A ja 7;0;A; = 0;(f - A) avulla voiman
lausekkeeksi saadaan

F=gq [—vgo +V(E-A) - %A} (15.20)

Koska ¢ ja A eivit riipu nopeudesta, voidaan kirjoittaa

i d[a dy 0 .

minké avulla voiman i:s komponentti saadaan muotoon

0 ) d (0 .
F@-——a—m(qso—qr-A)Jr%<a—7.ni(qs0—qr-A)) (15.21)

Lorentzin voima on nyt ilmaistu Lagrangen mekaniikassa yleistetyn poten-
tiaalin

U=qp—qrt-A (15.22)
avulla: oU 49U

Lagrangen funktion L = m#2/2 — U avulla liikeyhtl6 saa muodon

oL _d 8—L =0 (15.24)
67”@' dt 8ri

Namé Lagrangen litkeyht&lst ovat toista kertalukua. Niistd voidaan muo-
dostaa ensimmaéisen kertaluvun yhtéloita siirtymaélld kanonisiin muuttu-
jiin r; (kanoninen koordinaatti) ja m; = dL/07; = mr; + qA; (kanoninen
liikemé#érd). Muodostetaan néiden muuttujien Hamiltonin funktio

1
H(m,r,t) = mm— L(r,t,t) = fim—imi'Z—l—qu—qf-A

1
= S —(m- qA)* + qp (15.25)
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Kanoniset liikeyht&l6t ovat nyt

OH 1

r, = aﬂ_i = E(Trl — qu) (1526)
. OH op ¢ OA  ¢? 0A
=T or; _qﬁri + mTr or; B mA or; (15.27)

joista alkuperaisen liikeyht&lon johtaminen on suoraviivainen HT.

Kvanttimekaniikan Schrodingerin yhtdlo voidaan ilmaista Hamiltonin
funktion avulla yleistamalld se kvanttimekaaniseksi operaattoriksi. Kun elek-
trodynamikkaa viedddn kvanttitasolle, se tehdddn nimenomaan téssé forma-
lismissa, misséd olennaista on kappaleen mekaanisen liikemé&érin p = mv
korvaaminen sen sihkdémagneettisella liikem&aralla mv + ¢A.



Luku 16

Ihan oikea esimerkki

16.1 Avaruussiista

Esitelldsn lopuksi yleissivistavésti geomagnetismiin liittyva sovellutus: geo-
magneettisesti indusoituvat virrat (GI-virta, geomagnetically induced cur-
rent, GIC). Ilmio liittyy avaruussiddhén (space weather; kuva 16.1), joka on
viimeisten 15 vuoden aikana ollut nopeasti kehittyva avaruusfysiikan alue.

Avaruussié tarkoittaa Maan léhiavaruuden vaihtelevia sdhkomagneet-
tisia ja hiukkasolosuhteita, jotka voivat haitata avaruudessa ja Maan pin-
nalla olevia teknologisia laitteita ja joissain tapauksissa myo6s ihmisten ter-
veyttd. [lmididen tédrkeimpiné aiheuttajina ovat auringosta periisin olevat
varaukselliset hiukkaset, jotka kulkevat aurinkotuulen mukana. Maan mag-
neettikenttd muodostaa suojan aurinkotuulta vastaan, ja kentén vaikutuk-
sesta hiukkaset pyrkivdt ohjautumaan napa-alueille, jossa ne synnyttéavét
revontulia. Auringon aktiivisuuden 11 vuoden pituinen auringonpilkkujakso
nékyy tilastollisesti my6s avaruussééilmivissd. Edellinen maksimi saavutet-
tiin kesélld 2000. Auringon aktiivisuus vaikuttaa myds Maahan kohdistuvaan
kosmiseen séteilyyn, ja pitkédaikaisvaihteluilla on ilmeinen yhteys ilmastoon.

Maanpinnalla avaruussain vaikutukset ovat selvimpié revontulialueiden
ldhelld, missé ionosfadrin sihkovirrat ovat voimakkaita ja nopeasti vaihtele-
via. GIC:t4 havaittiin lennétinlaitteissa jo 1800-luvun puolivilissi Englan-
nissa, mutta merkittdvimmé&t haitat esiintyvét séhkoverkoissa. Tunnetuin
tapaus sattui maaliskuussa 1989, jolloin Kanadassa oli usean tunnin sahko-
katkos ja Yhdysvalloissa tuhoutui suurjannitemuuntaja. Lokakuun lopussa
2003 Eteld-Ruotsissa oli noin tunnin sdhkokatkos GIC:n takia. Suomessa
havaitut haitat ovat olleet vahéisid ja esimerkiksi sdhkdverkossa merkityk-
settomii. Tavallisen sdén haittoihin verrattuna GIC on varsin vihéinen riski-
tekijé yleismaailmallisestikin. Ilmioné se on kuitenkin opettavainen ja antaa
aihetta monipuoliseen lahiavaruuden tutkimukseen.

187
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cosmic rays

&« &

S/C anomalies

air drag

auroras

J (r1)
particle radiation

i+~

ot

B(r,1)

E(r,1)

GIC

Kuva 16.1: Avaruussiiilmioiti. Kuva: Antti Pulkkinen, Ilmatieteen laitos.

Ilmatieteen laitos on tehnyt korkeajénniteverkkoa ja maakaasuputkea
koskevaa GIC-yhteisty6td suomalaisen teollisuuden (Fingrid, Gasum) kans-
sa yli 25 vuoden ajan. Tutkimuksessa on kehitetty mallit, joiden avulla GIC
voidaan laskea johdinjérjestelmissé, kun geofysikaaliset olosuhteet tunne-
taan. Suomalaisten yliopistojen (Helsinki, Turku, Oulu) ja Ilmatieteen lai-
toksen tutkimusaiheet kattavat auringosta maan pinnalle ulottuvan plasma-
fysikaalisen vuorovaikutusketjun monta osa-aluetta.

16.2 GIl-virran laskeminen sihkoverkossa

Gl-virran laskeminen sdhkoverkossa on kétevd jakaa kahteen osaan. Fn-
sin médritetdin maanpinnan sdhkokenttd, joka aiheutuu maan magneet-
tikentdn nopeista vaihteluista Faradayn lain mukaan. Sen jélkeen lasketaan
siahkokentén synnyttamé virta tarkasteltavassa johdinjérjestelméssé.

Séhkokentdn mallintamisessa tarvitaan kuvaus ionosfédrin ja magne-
tosfadrin virroista, jotka ovat GIC-ilmitn ensisijaiset aiheuttajat. Lisdksi
sihkod johtava maa on otettava huomioon. Koska avaruusvirrat ovat mo-
nimutkaisia ajan ja paikan funktioita ja maan johtavuus paikan funktio,
tarvitaan kédytdnnossid runsaasti yksinkertaistavia oletuksia.
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Yksinkertaisimmassa mallissa maan magneettikentéin vaihteluja kuva-
taan tasoaallolla, joka etenee maanpintaa vastaan kohtisuorassa suunnas-
sa. Voidaan rajoittua paikalliseen tarkasteluun, jossa maanpinta on direton
taso. Maan sdhkomagneettisten parametrien oletetaan riippuvan vain sy-
vyydesté, ja maa kuvataan koostuvaksi homogeenisista kerroksista. Nyt on
mahdollista ratkaista sdhkomagneettinen kenttd kaikkialla, kun kokonais-
magneettikenttd oletetaan tunnetuksi pinnalla. Aaltoyhtélo palautuu maas-
sa diffuusioyhtéloksi, koska geomagneettisten vaihteluiden tapauksessa siir-
rosvirtatermi on hévidvan pieni verrattuna johtavuusvirtaan. Tasoaaltomal-
lissa maanpinnan sdhkokenttd voidaan ilmaista pintaimpedanssin ja mag-
neettikentén tulona. Vaihteluiden hitaus on myos perussyy sille, ettd GIC voi
olla haitallinen sahkoverkoille: muuntajat on suunniteltu toimimaan vaihto-
virralla (50 Hz), mutta tyypilliset GIC-taajuudet ovat alle 1 Hz luokkaa.
GIC on siis sidhkdverkon kannalta tasavirtaa.

Kun sidhkokenttd on méaritetty, mallinnetaan sdhkoverkko tasavirta-
piiriné, jonka solmupisteet ovat maadoitettuja muuntajia. Solmupisteiden
vélinen jannite saadaan integroimalla sdhkokenttéd pitkin johdinten mééarit-
telemédd tietd. On tédrkedd huomata, ettd tasavirtatarkastelusta huolimat-
ta sdhkokenttéd ei yleensé ole pytrteetdn, joten jannite riippuu integroimis-
tiestd. Ohmin ja Kirchhoffin lakien soveltaminen johtaa matriisiyhtaloon
maadoitusvirroille. Vastaava mallinnus on mahdollinen maahan haudatulle
putkiverkolle (esimerkiksi Suomen maakaasuputki), mutta laskennallisesti
ongelma on monimutkaisempi, koska maadoitus on jatkuva eiké diskreetti.

Tasoaaltomalli ei sellaisenaan ole hyva revontulialueen ldhelld, missé io-
nosfadrivirrat aiheuttavat hyvin epdhomogeenisen kentén. Kéaytannolliseksi
on havaittu ratkaisu, jossa mitatun magneettikentdn avulla ensin mallin-
netaan ionosfiaérin ekvivalenttivirrat. Se on virtajérjestelmé, joka selittdd
téysin ionosfadrin alapuolella havaittavan magneettikentén (todistus poten-
tiaaliteorian avulla). Kun ekvivalenttivirrat tunnetaan, voidaan maanpin-
nan magneettikenttd laskea missd tahansa pisteissé. Sen jélkeen sovelletaan
paikallisesti tasoaaltomallinnusta sdahkokentéan laskemiseksi.

Esimerkkinéd on magneettinen myrsky huhtikuussa 2001. Pohjoismaiden
alueella mitataan maan magneettikenttédd yli 20 paikassa ja kentédn poh-
joiskomponentin vaihtelut on esitetty kuvassa 16.2. Havainnoista voidaan
madrittda ionosfadrin ekvivalenttivirrat ja niistd puolestaan interpoloida
kenttd maanpinnalla. Kuvassa 16.3 esitetdédn maanpinnan horisontaalikentt&
yhtené ajanhetkené. Kenttévektorit on ionosfairitutkimuksen tavanomaisen
kaytdnnon mukaan kadnnetty 90 astetta myotéapaivadan. Talloin ne antavat
karkean kuvan ionosféérin horisontaalivirroista (HT: miksi ndin?).

Séhkokentéin laskemiseksi tarvitaan maalle johtavuusmalli, joita Suomes-
sa on kehitetty erityisesti Oulun yliopistossa. Yksinkertainen Etel&-Suomelle
sopiva malli on kuvassa 16.4. Tasoaaltomenetelm&i sovellettaessa tarkastelu
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Kuva 16.2: Maan magneettikentén pohjoiskomponentin vaihtelut 11.4. 2001
Fennoskandian manneralueella IMAGE-magnetometrin verkon mittaamana.
Asemat ovat jirjestyksessi etelidstd (UPS) pohjoiseen (SOR).
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Kuva 16.3: Maan magneettikentdn interpoloitu horisontaalikomponentti
maanpinnalla 11.4. 2001. Vektorit on kddnnetty 90 astetta myostapéivéian.
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Kuva 16.4: Yksinkertainen maan johtavuusmalli Eteld-Suomessa. Kuvassa
annetaan resistiivisyyden eli johtavuuden ké&dnteisluvun arvot. Maan per-
meabiliteetti voidaan suurella tarkkuudella olettaa samaksi kuin tyhjodssa.
Permittiivisyyden tarkalla arvolla ei ole merkitysté matalataajuusapproksi-
maatiossa (HT: totea tdmé kuvan lukuarvoilla, kun taajuudet ovat alle 1

Hz).

on helpointa taajuusalueessa. Aikasarjana mitattu magneettikenttd Fourier-
muunnetaan (FFT), minké jéilkeen se kerrotaan taajuudesta riippuvalla pin-
taimpedanssilla. Ndin mééritetty taajuusalueen sihkokenttd kdanteismuun-
netaan lopuksi aika-alueeseen (kuva 16.5).

Gl-virran laskemiseksi tarvitaan tiedot sdhkoverkon geometriasta ja vas-
tusarvoista. Tarkastelu voidaan rajoittaa 220 kV ja 400 kV verkkoihin Suo-
messa, koska alempijénnitteisten verkkojen suuremmat vastukset rajoittavat
tehokkaasti virran kulkua. Mitattua ja laskettua virtaa verrataan kuvassa
16.6 Rauman 400 kV muuntajalla. Kéytetyt oletukset huomioon ottaen tulos
on erinomainen. (HT: Laskettu virta on systemaattisesti hieman pienempi
kuin mitattu. Miten yhteensopivuus saataisiin viel&d paremmaksi johtavuus-
mallia muuttamalla?)

Yhteenvetona todetaan, etti GIC osataan laskea séhkoverkossa, jos kéy-
tettdvissd on magneettikentdn mittauksia maanpinnalta, maan johtavuus-
malleja ja sdhkoverkon tasavirtamalli. Tutkimuksella on silti vield paljon
haasteita. Suuria GIC-tapahtumia aiheuttavat ionosfaérin virrat tunnetaan
huonosti eiké erilaisia tapahtumatyyppejé ole luokiteltu kovinkaan tarkasti.
Vield suurempi ty6 on sellaisten ennusteiden kehittdminen, ettd aurinko-
tuulihavaintojen perusteella pystyttéisiin ennustamaan tarkasti magneetti-
kentén kayttaytyminen maanpinnalla. Tdmé aihepiiri tarjoaa siis huomat-
tavan paljon tyotd puhtaassa perustutkimuksessa.
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Kuva 16.5: Kuvasarja lasketusta horisontaalisesta sdhkokentéstd 11.4. 2001.
Kuvan 16.4 johtavuusmallia on sovellettu koko alueelle.
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Kuva 16.6: Mitattu (musta) ja laskettu (sininen) GIC Rauman 400 kV muun-
tajalla. Positiivinen arvo tarkoittaa verkosta maahan kulkevaa virtaa.
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